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Druck  von  Friedrich  Janper  in  Wien. 


VORWORT. 


Die  Begrenzung  des  Lehrstoffes  in  dem  vorliegenden  Leitfaden 
entspricht  den  Bestimmungen  des  »Lehrplanes  für  die  k.  und  k.  tech- 
nische Militär-Akademie«.  Bezüglich  der  Behandlungsart  waren  die 
Verfasser  bemüht,  jene  Richtung  einzuhalten,  welche  von  Professor 
Karl  Schmitt  begründet  und  während  seiner  vieljährigen  ausgezeich- 
neten Thätigkeit  an  dieser  Anstalt  gepflegt  worden  war. 

Als  Quellen  wurden  für  den  L  Band  die  Werke  von  Baltzer, 
Clebsch-Lindemann,  Gordan,  Günther,  Hesse,  Reye,  Rudio, 
Salmon-Fiedler,  Schmitt,  Staudt,  Steiner-Schrötter;  für  den 
IL  Band  die  Werke  von  Herr,  Kleyer,  Matthiessen,  Stegemann, 
Weber  und  die  Vorlesungen  der  o.  ö.  Professoren  Emanuel  Czuber, 
Dr.   Gustav  R.  v.  Escherich,  Dr.  Leopold  Gegenbauer  benützt. 

Wien,  im  April  1898. 
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Berichtigungen. 

Seite      8,    Zeile  1  und  2  des  Schemas  links.  Statt  die  Elemente  a^^  ^^^  ^23   ^^^^   ^^^ 

Strich  die  Elemente  a^«,  und  a,3  verbinden. 

>  28,      »     2  von  unten.  Statt  bk^  soll  stehen  bui. 
»       31,  Beispiel  y*  Statt  a.j^  soll  stehen  ou. 

»       34,  letzte  Zeile  des  Textes.  Statt  (n -— 1)*"   soll  stehen  (n  — 2y«°. 

*  36,  Zeile  6  von  unten.  Statt  ai,,  a^n  r  a,i  a^k  soll  stehen  ai,,  aimr  an  (<kk. 

>  39,  erste  Determinante  von  unten.  Man  streiche  die  5.  Colonne  von  Punkten. 
»  40,  zweite  Gleichung  von  oben.  Statt  An -|-t,n+j  x*' =  soll  stehen  An-}-i,n+i  Xk  =. 
»  46,  Zeile  .3  von  unten.  Statt  =  Ani :  Aai  :  .  •  soll  stehen  =Aqi:  Au2  :  .  .  . 

»       80,      »      13  von  oben.  Man  streiche  den  Beistrich  nach  x^. 

»       82,  Fig.  21.  Zum  Strahl  UXi  setze  man  x. 

»      98,  Fig.  31.  Statt  C  =  C^  soll  stehen  C  =  C^. 

»  104,  Zeile  6  von  oben.  Statt  29  soll  stehen  27. 

»  132,  Beispiel  c).  Statt  a  =  cos  cp  :  ß  =  soll  stehen  a  =  cos9;  ß=. 

»  149,  Zeile  14  von  unten.  Statt  A  B  soll  stehen  A  P. 

»        —      »3  von  unten.  Statt  und    =  —  5  soll  stehen  und  1  =  —  5. 

»  159,      »      15  von  unten.  Statt  S  P  soll  stehen  O  S. 

»  162,      »      10  von  unten  (Nenner).  Statt  b  soll  stehen  2  b. 

»  196,      »      16  von  unten.  Statt  (Art.  16,  II)  soll  stehen  (Art.  17,  II). 

2  a  2  a 

*  220,      »      2  von  unten.   Statt  — ^-   soll  stehen  -' 

aji  a,, 

»  '  239,      »     "11  von  unten.  Statt  (Art.  32)  soll  stehen  (Art.  30). 
»     270,      >      12  von  oben.  Statt  ak  soll  stehen  «k. 

»     282,      »      8  von  oben.  Statt  -J^"^  -.  ? '~J±  soll    stehen  ""  ""  ""^  _  ^  -  y«  . 


»     286,  Fig.  78.  Am  Schnittpunkte  der  Radien  Tj  und  rj  soll  statt  Pj  stehen  P«. 

»     296,  Zeile  6  von  unten.  Statt  Pq  soll  stehen  Hq. 

»     324,      »      1  von  unten.  Statt  sin^  g^g  =  soll  stehen  r  -  sin^  gj  g. 

A  A 

>     420,  Gleichungen  68    Statt  Zo  =  t^  soll  stehen  z«  =  -^^ 

A43  A44 

»  425,  Zeile     6  von  unten.  Statt  aik  =  0  soll  stehen  aik  =  0. 

»  437,       »  11  von  oben.  Statt  79  in  die  soll  stehen  79  über  in  die. 

»  444,      »  13  von  unten.  Statt  Az  =  soll  stehen  Az,  =. 

»  452,      »        6  von  oben.  Statt  (Art  51)  in  die    soll  stehen  (Art  51)  über  in  die. 

»  481,      »        1  von  unten  (Nenner).  Statt  C2  soll  stehen  c^.    Statt  b2  soll  stehen  b-. 

»  486,      »        8  von  oben.  Statt  welche  soll  stehen  vor,  welche. 


Grundziige  der  Determinanteiitheorie. 


T.  Abschnitt. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Determinanten. 

1.  Matrix.  Ein  System  von  n*^  Größen 

a|]  a|2  A|3    •    •    .    •  ftln 
3^1  3*22  ^2:)     •     •     .     •  3-211 


^ni  ä'n2  ^n;j     ....  Ann 

in  quadratförmiger  Anordnung  heißt  eine  Matrix.  Die  einzelnen 
Grüßen  als  Bestandtheile  der  Matrix  werden  Elemente  genannt.  An 
der  Matrix  unterscheidet  man  n  Horizontal-,  n  Vertical-  und  zwei 
L)i  agonalreihen.  Die  ersten  nennt  man  auch  Zeilen,  die  zweiten 
Colonnen.  Bei  den  Diagonalreihen  unterscheidet  man  die  erste  oder 
Hauptdiagonale,  die  von  links  oben  nach  rechts  unten  und  die 
zweite  oder  Neben  diagonale,  welche  von  links  unten  nach  rechts 
oben  läuft.  Um  die  Stelle  sofort  zu  erkennen,  welche  ein  Element  in 
der  Matrix  einnimmt,  bezeichnet  man  zweckmäßig  alle  Elemente  mit 
demselben  Buchstaben,  dem  aber  zwei  Weiser  angehängt  sind,  wovon 
der  erste  die  Zeile,  der  zweite  die  Colonne  angibt,  welcher  das  Element 
angehört.  Eine  solche  Matrix  ist  normal  geordnet.  Würde  jedoch  die  nor- 
male Anordnung  der  Matrix  durch  beliebig  oft  wiederholte  Vertauschungen 
paralleler  Reihen  aufgehoben;  wäre  infolge  einer  bereits  gegebenen  Be- 
zeichnung: der  Elemente  oder  aus  einem  anderen  Grunde  deren  Stelluns: 


*o 


ö 


nicht  direct  erkennbar,  so  kann  man  sich  der  Vermittlung  einer  daneben 

angesetzten  oder  gedachten,  normal  geordneten  Hilfsmatrix  bedienen. 

2.   Vorläufige  Definition   der    Determinante.     Die    zwischen 

zwei  Verticalstriche   ano:esetzte  Matrix  von  n^  Elementen   bedeutet   in 

CT" 

Bu  disavljc  vic  n.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  T.  Hd.  1 


'^  Erster  llieil.     1.  Abschnitt. 

der  mathematisclien  Zeichensprache  einen  nach  bestimmten  Regeln  aus 
diesen  Elementenzu  bildenden  algebraischen  Ausdruck,  welcher  den  Samen 
^Determinante  n"""  Grades«  führt.  Lässt  man  ein  einzelnes  Element 
als  Dfiterminante  ersten  Grades  gelten,  so  gibt  es  also  Determinanten 
].,  2.,  3 n'*"  Grades: 


,|ana..l. 


-  asa 


3.  Unterdefcerminante  eines  Elementes.  Unterdruckt  man  in 
einer  Determinante  n'""  Grades  Zeile  nnd  Colonne  des  Elementes  Uik. 
SD  liisst  sich  aus  den  übrigbleibenden  Elementen  (ohne  Änderung  ihrer 
KeihenfnJge)  eine  Determinante  (n — l)""  Grades  bilden.  Dieser  setzt 
miin  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  vor,  je  nachdem  die  Summe 
i  -|-  k  von  Zeilen-  und  Colonnen weiser  des  Elementes  ajt  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist  und  nennt  sie  dann  die  Un'terdeterminante  (Sub- 
dctermiuaate)  dieses  Elementes.  Sie  wird  mit  An  oder  «in  bezeichnet. 
Im  allgemeinen  Falle  kann  ihr  Vorzeichen  durch  den  »Vorzeiehenfactor« 
( — ])'  +  ''  bestimmt  werden. 

Ist  demnach 


die  gegebene  Determinante,  so  ist 


Jedem  Element  einer  Determinante  kommt  eine  Unterdeterminante 
zu.  Wenn  die  Matrix  nicht  normal  geordnet,  aus  beliebig  bezeichneten 
Elementen  oder  aus  Zahlen  zusammengesetzt  ist,  so  wird  der  Vorzeichen- 
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factor  mittelst  einer  Hilfsmatrix  gewonnen  oder  es  wird  das  Vorzeichen 
dem  leicht  auf  seine  Richtigkeit  zu  prüfenden  Schema 

IH 1 — i 

i-^ — h 

+  -  +  - ' 


entnommen. 


ist 


ist 


iät 


Beispiele. 

«)  In  der  Determinante  2.  Grades 


a«  I  a 


^^      '^     mit  dem  Vorzeichenschema 


:  + 


;  3-21  ^22 


+ 


Au  — a22;  A,2  — 


ai 


21  f 


A21 —      a,2;  A22  —  ^i\' 

ß)  In  der  Determinante  3.  Grades 

aji  a|2  ^13 1 


+-+ 


a^j  8-22  ^3    ™^*  ^®"^  Vorzeichenschema \- 

8^1  *32  ^33  j 


11 


i  +  -+ 

^22   ^23  I  . 


*32    %3 


••32   «r^3  I 


A,,  =  (-l)»+» 


^1    ^3  I 1  ^21    ^3  !. 

^31    ^3  1 


32 


(_  1)3  +  8 


aji  a,3 
^21  ^3 


%1    %3 
3|l    ^13 

a^i  aoß 


U.  8.   w. 


Y)  In  der  Determinante  4.  Grades 

*11   ^12  ^13  ^14 
^21  ^22  ^3  *24 


mit  dem  Vorzeichenschema 


a^t  a.32  a33  a^i 

I  ^4 1  ^42  ^43  ^44 


A,,=(-l) 


-  +  - 
-  +  -  + 
+  -  +  - 
--  +  -  + 


2+1 


a|2  a,3  a|4 

*32  %3   %4  j   ^^ 
*42  '"•13   *44  , 


A«  =  (-  V 


3  +  3 


a,!  a,2  ai4 
^21  ^2  ^4 

^41  ^42   ^44 
U.   S.   W. 


^12  ^13  ^14 
j  %2  %3  ^4 
!  ^42  ^43   *44 

^11  ^1>  ^14  I 
^21  ^22  ^24  I 
^41  ^42   ^44  ! 


1* 


Erster  Theil.     1.  Abschnitt. 


cT)  In  der  Determinante 

*       a  b  c|  jbii  b,2  b,:, 

I  I 

de    f    mit  der  Hilfsmatrix  '  b^i  b22  bo^ 

g  ll    i  1  b:H  b.,2  b33 

entspricht  dem  Elemente  h  das  Element  h,«  der  Uilfsmatrix.  Nach  dem  letzteren  kann 
man  die  Unterdeterminante  jenes  Elementes  mit  B^t  bezeichnen  und  hat 


Ba.>  =  —  '  j   ^  i ;  analog 
d  f 


'32 


B..   =' 


'31 


b    C 

e  f 


u.  s.  w. 


4.  Unterdeterminanten  der  Elemente   einer  Unterdeterxni- 
nante.  Es  sei  nun  die  Determinante  n*®°  Grades 


a 


II 


aik  .   .   .  aii 


.  ai„ 


aji 


aik 


a 


18 


arl    •     .     •    ark 


a 


a 


111 


TS 


a 


rn 


ani 


ank   • 


a 


ns 


a 


nn 


gegeben.  Es  soll  die  Unterdeterminante  Aik  des  Elementes  ajk  und  in 
dieser  wieder  die  Unterdeterminante  des  Elementes  ara  bestimmt  werden, 
die  mit  Aik  bezeichnet   werden   möge   und    vom  (n  —  2)'®**  Grade  sein 

TS 

wird.  Vorausgesetzt  sei:  i  <  r;  k  <  s.  Um  zunächst  Aik  zu  bestimmen, 
hat  man  die  Zeile  i  und  die  Colonne  k  zu  unterdrücken,  sodann  der 
aus  den  übrigen  Elementen  gebildeten  Determinante  (n  —  1)'®"  Grades 
den  Factor  ( —  ly  +  ^  vorzusetzen.  Um  jetzt  die  Unterdeterminante  des 
Elementes  ars  der  Determinante  Aik  zu  bilden,  hat  man  darin  Zeile  und 
Colonne  dieses  Elementes  zu  unterdrücken,  und  aus  den  übrio^en  Ele- 
menten  eine  Determinante  (n  —  2)'®°  Grades  zusammenzustellen.  Dieser 
darf  aber  nicht  etwa  ohne  weiters  ,  der  Factor  ( — 1)^  +  *  vorgesetzt 
werden,  weil  man  es  nun  mit  einer  nicht  normal  geordneten  Matrix 
zu  thun  hat,  in  welcher  nämlich  Zeile  i  und  Colonne  k  fehlen,  so  dass 
darin  die  ursprüngliche  Zeile  r  und  Colonne  s  nur  mehr  Zeile  r  —  1 
und  Colonne  s  —  1  sind.  Der  Vorzeichenfactor  ist  daher  ( — 1)''+*~2, 
der  wohl  in  diesem  Falle  gleich  ist  dem  Factor  ( —  l)*"  "^  *,  aber  demselben 
nicht  immer  gleich  sein  muss.  Dieses  hängt,    wie  bald  gezeigt  werden 
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wird,  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Elemente  aik  und  a«  ab.  Die 
beiden  Factoren  ( —  ly  +  ^  und  ( —  1)'+"  ergeben,  wie  hiemit  festgesetzt 
wird,  für  die  Determinante  Aik  den  Vorzeichenfactor 

(—l)^  +  »^.(— !)'  +  •'=(— iy+^  +  '  +  «  und  man  hat 

I  a,i   .    .  ai^k^i  ai^k+i  .   •  ai  s-i  ai^a-i-i  •   .  ain 


Aik=(— l)'+k+'+' 


r3 


^i— 1,1 a-i  — l,n 

fti  +  l/l Äi  +  i^n 


ar~l,l 
ar+1,1 


ani 


a 


nn 


Sollen    auch  die  Unterdeterminanten  Arg,  Ark,  Ajg  gebildet  werden,    so 

ik         is         rk 

ist  vor  allem  klar,  dass  in  jedem  dieser  Fälle  immer  die  Zeilen  i 
und  r,  die  Colonnen  k  und  s  zu  unterdrücken  sein  werden:  alle  diese 
Determinanten  haben  also  dieselbe  Matrix.  Die  Vorzeichenfactoren 
müssen  aber  in  jedem  Falle  besonders  ermittelt  werden. 

Bei  Ars  hat  Ars  den  Factor  ( — 1)'+'.  Da  r  >  i,  s  >  k,  so  zeigen 

ik 

in  Ars  die  Weiser  i  und  k  richtig  die  Lage  des  Elementes  aik  an;  der 
vorzusetzende  Factor  ist  also  ( — 1/"^*';  daher  resultiert  für  Ar«  der 
Vorzeichenfactor  ( — ly+k+r-i-s  ^j^^  ^g  jg^  demnach 


ik 


Aik  =  A 


rs 


ik 


Bei  Ark  hingegen  hat  Ark  den  Factor  ( — 1)'"+*'.    Hierin    ist  die 

is 

nun  zu  unterdrückende  ursprüngliche  Zeile  i  wieder  Zeile  i,  während 
die  ursprüngliche  Colonne  s  jetzt  nur  Colonne  s  —  1  ist.  Demnach  ist 
in  diesem  Falle  der  Factor  ( — ly+s-i  anzuwenden,  so  dass  sich  für 
Ark  der  Factor  (— ly+^+r+s-i^^  _  (_  i)i+k  +  r+8  ergibt. 

is 

Für  Als  findet   man  durch  eine   ähnliche  Betrachtung  denselben 


rk 


Factor  — (— 1)*+^+'+^,  demnach  ist 


Ark  =  Ais 
rk 


18 


und  es  besteht  daher  die  Beziehung: 


Aik  =  Ars  = 
ik 


ik 
rs 


—  Ark  = A 


rk 
is 


IS* 

rk 
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10  Erster  Theil.     1.  Abschnitt. 

+  ai4|aki  Ai4+ak3Ai4-pak3Au -[- +aknAi4| 

L  kl  k2  k3  knj 


+  ain  I  akl  Ain  +  ^kS  Ain  +  ^kS  Ain  +  .     .     .    +ak,n-lAin  1. 

L  kl  k2  k3  k,n  — 1  J 

Beachtet  man,  dass  die  in  einer  Verticalreihe  befindliehen  Glieder 
der  einzelnen  Summen  dieser  ElntwickluDg  je  das  Element  Eki.  ak^, 
aks,  .  .  .  insgesammt  zum  Factor  haben,  dass  femer  (Art.  4)  Ajk  =  Ar> 

rs  ik 

80  lässt  sich  diese  Entwicklung  auch  in  der  Form 

akil  ai2Aki4-ai3Aki+ +ainAki|  + 

L  i2  iS  inj 

-h  ak2 1  aji  Ak2  +  +  ais  Ak2  + +  ain  Ak2  1  + 

L  »1  i3  inj 

4-  ak3 1  au  Ak3  +  ai2  Aks  +  -f  ai*  Ak3  + +  ai„  A^a  1  + 

L  il  »JJ  i*  iiiJ 


-|-akn|  aiiAkn  +  ai2Ak„-[- aisAkn+   •  •  .  -fai.n-iAkn  1 

L  il  12  .      13  i,n  — 1  J 

geben,  worin  die  einzelnen  Summen  oflfenbar  die  Entwicklungen  der  Unter- 
determinanten Aki,  Ak2.  Ak3  .  .  .  nach  den  in  ihnen  befindlichen  Ele- 
menten der  (ursprünglichen)  Zeile  i  vorstellen,  so  dass  man  diese  Ent- 
wicklung auch  schreiben  kann 

akl  Akl  -j"  ^k2  Ak2  -f-  ak3  Ak3  -h    •    •    •    •    ~l"  ^-kn  Akn, 

in  welcher  Form  sie  die  Entwicklung:  der  Determinante  nach  der 
Zeile  k  darstellt;  damit  ist  bewiesen,  dass  man  zu  demselben  Re- 
sultat kommt,  ob  man  zuerst  nach  der  Zeile  i  und  dann  weiter  nach 
der  Zeile  k  oder  zuerst  nach  der  Zeile  k  und  dann  nach  der  Zeile  i 
entwickelt. 


N 


Der  Beweis  für  zwei  beliebige  Colonnen  wäre  analog  durchzu- 
führen, also  bloß  eine  Wiederholung  des  vorstehenden. 

Bei  den  Determinanten  2.  und  3.  Grades  wurde  gezeigt,  dass  der 
bei  der  Entwicklung  eingeschlagene  Weg  auf  das  Ergebnis  ohne 
Einfluss  bleibt,  daher  gilt  —  bezüglich  der  Zeilen  oder  Colonnen  — 
dasselbe  auch  für  die  Determinanten  4.,  5.,  .  .  .  n**"*  Grades. 

d)  Es  muss  aber  noch  bewiesen  werden,  dass  die  Entwicklung 
nach  Zeilen  dasselbe  Resultat  liefert,  wie  die  Entwicklung  nach  Colonnen. 
Dazu  genügt,  zu  zeigen,  dass  die  Entwicklung  nach  irgend  einer  Zeile 
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gleich  ist  jener  nach  irgend  einer  Colonne,  sobald  dasselbe  für  die 
Determinanten  bis  zum  (n —  1)**"  Grade  als  giltig  angenommen  wird. 
Der  Zweckmäßigkeit  wegen  soll  der  Beweis  für  die  letzte  Zeile  und 
die  letzte  Colonne  geführt  werden. 

Entwickelt  man  die  Determinante 


a 


11 


a 


a.-i 


21 


12 


^22 


ai,n-i 


am 
agn 


an  — 1,1  an  — 1,8 an  — l,n  —  1  an_l^n 

anl     an2 an,n_l    ann 

zunächst  nach  der  letzten  Zeile  und    bezeichnet   mit  A'  das  Ergebnis, 
so  wird 

A   =  anl  Anl  "T~  ^n2  An2  "P    •   -    *       i     ank  "nk  "7"    •    •    •    "T"  ann  Ann« 

Die  Unterdeterminanten  Ani,  Ana,  .  •  .  An,n-.i  enthalten  alle  die 
Elemente  au.  a2n: .  .  .  an_i,n  der  letzten  Colonne  und  dürfen,  ebenso  wie 
Ann,  weil  sie  vom  Grade  n  —  1  sind,  laut  Voraussetzung  beliebig,  daher 
auch  nach  den  bezeichneten  Elementen  entwickelt  werden.  Es  ist  z.  13. 


aji   .   .   .  ai^k  — 1      aj^k+i 


am 


Ank  =  (— 1)"+^    aix 


ai^k— 1       ai,k  +  i 


ain 


an  — 1,1      .    an_i,k  — 1  an  — l,k  +  l      .    an  — i,n 

und  hierin  die  Unterdeterminante  des  Elementes  ain  (Art.  4) 


A„k  =  —  A 


mk 

in 


nn 
ik 


oder  wenn  man  nach  und  nach  i=l,  2.  3,  .  .  , 

Ank^^^         Anni    Ank  ^^ Ann^    Ank  ^^^^ Ann,  • 

In  )k  2n  2k  du  3k 

so  dass 


n  —  1  setzt: 

•    •   Ank Ann 


nk  —  —  I  am 


^nn  "p  a^n  Ann  ~f"    •    •    •    ~|~  ain  Ann  ~f~ 
Ik  2k  ik 


n  —  1,  n 


.  .  +  a 


n  — l.k 


,    A     1 

n  —  1,  n  -"-nn      1 
n-l,kj 


wird.  Hiernach  erscheint  Ank  durch  die  Unterdeterminanten  der  Ele- 
mente der  Colonne  k  in  der  Unterdeterminante  Ann  ausgedrückt.  Führt 
man  für  Ann   der  Kürze  und  Zweckmäßigkeit  wegen  die  Bezeichnung 

ik 

Zik  ein.  setzt  ferner  nach  und  nach  k=l,  2,...  n — 1.  so  erhält  man 
auch  Anl,  An25  .  •  •  An,n  — i  in  derselben  Form  dargestellt  und  es  wird 
nun 
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A'=  —  ani  l^ama^^ -|-a2na2i-|-  .   .    -\-Q'\n^n-\-  .   .  +an-i,nan— 1,1      J  — 

an2|  aina|2  +  *2na22  4"    •     •     -|-ainai2+    ^«    -j- an_l,n  «n— 1^2        J  

—  ank|ainaik  +  ^2na2k+    •     •     -f-ainaik-h    •     •    +^0  — l^n^n— l,k        J   — 


—  a„^u— 1  lainOtl^n— l+a2iia2,n— 1+ H~  an 

"1    ann  -Ä-nn 

oder  in  absrektirzter  Schreibweise 


—  l,nan  — l,n— l  1  "T 


] 


k  =  n—  l 
l=n  — l 

A   =  ann  Ann ^  ank  ai  n  ^ik  • 

i  =  l 
k=l 

Nach  der  Voraussetzung  liefert  die  weitere  Entwicklung  der  Unter- 
determinanten  Ann  und  «ik  unabhängig  von  dem  eingeschlagenen  Wege 
immer  dasselbe  Ergebnis. 

Entwickelt  man  die  gegebene  Determinante  nach  der  letzten 
Colonne  und  bezeichnet  mit  A"  das  Ergebnis,  so  wird 

A    =  ain  Ain  ~r*  agn  A2n  ~T~    •    •    •       |     ^kn  Akn  ~T~    •    *    •       I     ^nn  Ann  5 

worin  wieder  die  Unterdeterminanten  Ain,  A2n  .  •  .  Akn  •  •  •  An_i  n 
insgesammt  die  Elemente  ani,  an25  ^3*  •  •  •  ^n,ii  — i  enthalten  und  nach 
denselben  entwickelt  werden  dürfen.  Es  ist  z.  B. 


Akn  =  (-1)^  +  '» 


a 


11 


a 


12 


.   -.    .    .    Sl\i    .    . 


ai  n- 


ak— 1,1  ak_i,2  •   •   •  ak— i,i 
ak+i,i  ak+i,a  .    .   .  ak  +  i,i 


•  ak— l,n— 1 

•  ak  +  !,n— 1 


ani        an2 


a-ni     ....    an,  n  —  1 


ferner  (Art.  4) 


und 


Akn  = Ann  =  —  «kl 

ki 


ni 


^kn j  ant  «kl   -f- an2  ak2 -|-    ■    .    .    4"  ^n,n  — 1  «k^n  — 1  1  , 

so  dass  man  schließlich,  analog  dem  eben  behandelten  Falle  erhält 


i  =  n  — 1 
k=n  — 1 

A"  =  ann  Ann  —   S  akn  ani  «ki  • 

k=l 
i  =  l 
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Vergleicht  man  die  mit  A'  und  A"  bezeichneten  Ausdrücke,  so  rindet 
man  in  beiden  dasselbe  Bildungsgesetz  ausgesprochen.  Vom  Producte 
aim  Ann  ist  ciuc  Summe  von  Gliedern  abzuziehen,  welche  aus  dem 
Producte  eines  Elementes  (ank  oder  ani)  der  letzten  Zeile,  eines  Elementes 
(Uin  oder  akn)  der  letzten  Colonne  —  immer  ann  ausgenommen  —  und  der 
Unterdeterminante  (aik  oder  a^i)  desjenigen  Elementes  in  Ann  bestehen, 
welches  mit  den  angegebenen  Elementen  in  derselben  Colonne  und 
Zeile  liegt.  Es  ergibt  sich  daher  in  beiden  Fällen  derselbe  Ausdruck, 
der  nun  mit  A  bezeichnet  werden  möge,  so  dass 

A'=:A"  =  A. 

Bei  den  Determinanten  2.  und  3.  Grades  liefert  die  Entwicklung 
nach  Zeilen  oder  Colonnen  immer  das  gleiche  Ergebnis,  dasselbe  gilt 
daher  für  Determinanten  4..  5.,  .  .  .  n**°  Grades. 

Damit  ist  der  geforderte  Beweis  erbracht. 

e)  Die  eben  gezeigte  Berechnungsart  lässt  sich  mit  besonderem 
Vortheile  auf  die  Determinante  4.  Grades  anwenden.  Es  sei 


^11   ^12  ^13  ^14 

A  — 

^21  ^22  a23  a24 

1  ^31   ^32  ^33  ^34 

aj,  a42  a43  ^^^ 

und  darin 

• 

\  ^11   *J2  ^13 
A44            a2i  a22  ^23 

1  ^l   %2  ^}3  1 

dann  hat  man 

«11  — 

a22 

%2 

^23 
^33 

• 

^21   ^23      . 
,  **3l    «*33   1 

«21  — 

a,2 

^32 

^13 
%3 

• 

1 

a,i  a,.^ 
^2         a     a.      ' 

«31  — 

^12 

*I3 

• 

«3-2   — 

^I 1    ^1 3     . 
1 

a 


13 


a.i. 


23 


a 


^22  %3 


^21    ^23 


33 


»21   »22  I  ^ 


»31    ^32 


^11  ^12 
^H  %2 
^11  *12 
»21   ^22 


Ferner 


A41  =  —  (»u«!!  +  »24  «21  +»34  «3l)  5 
A42  =  ^»14  Äj  2  +  ^24  a22  -f-  »34   «32  j  , 

-^43  ^=  (»14  «13     I     »24  «23  "T  »34  «33^  r 

A44  berechnet  man  durch  Entwicklung  nach  irgend  einer  zweck- 
mäßig gewählten  Reihe  mit  Hilfe  der  schon  berechneten  Unterdetermi- 
nanten  «ik. 


^ 
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Schließlieh  ergibt  sich  dann 

A  =  a4i  A4I  -{-  a42  A42  +  a^^  A43  -(-  a44  A44. 

Beispiel. 

( Hil  fsde  terminante  hinzugedacht.) 

2  3  5   4 

15  2    3  "^11  =  — l'i  «12  =  7;  a,3  =  — 17; 

43  17    '         a2,  =12;  a22  =  — 18;  a23  =  6; 

3    12     4  «31  ^=         19 1   *3i=li   *3:i^'<^? 

A4,  =  — [4.  (—1;  + 3. 12 +  7. (—19)]  =  4  — 36  +  133  =  101; 
A42  =  — [4.  7  -f  3.(—  18)  +  7  .  1  ]=  — 28  +  54  — 7  =  19; 

A43  =  — [4  .  (— 17)  +  3.6  +  7  .7]  =68  —  18  —  49  =  1; 

A44  =  2.(— 1)+  3.7  +  5.(— 17)=-2  +  21  — 85  =  — 66; 

A  =  3.101  +  l.l9  +  2.1+4.(  — 66)  =  303  +  19  +  2  — 264  = 

=  324-264  =  60. 

6.  Grundeigenschaften  der  Determinanten.  Die  Dt^termi- 
iianten  besitzen  folgende  Grundeigenschaften: 

a)  Eine  Determinante  ändert  ihren  Wert  nicht,  wenn  man  sie 
transponiert,  d.  h.  wenn  man  die  Zeilen  in  derselben  Reihenfolge  zu 
Colonnen  macht. 

Gilt  dieser  Satz  für  die  Determinante  (n  —  1)'^"  Grades,  so  gilt 
er  auch  für  jene  n'®"  Grades. 

Entwickelt  man  nämlich  die  Determinanten: 


^11   ^12  ^13 

^1  ^22  %3 
%i  ^32  ^33 


am 
asn 


und 


aj,  a^i  a3, 
a,2  a22  a32 

:  ^13  ^23  %3 


am 
an2 
ans 


anl  an2  an3 


aiin  1 


i  an,  a2n  a3Q  . 


^nn   i 


und  zwar  die  erste  nach  einer  Zeile,  die  zweite  nach  der  correspondiereii- 
den  Colonne,  so  treten  in  beiden  Entwicklungen  dieselben  Elemente 
auf,  während  die  entsprechenden  Unterdeterminanten  bloß  gegeneinander 
transponiert  erscheinen,  also  laut  Voraussetzung  gleich  sind, 
liei  der  Determinante  2.  Grades  sieht  man  direct,  dass 


a,j  a,2 
a2i  a22 


a,i  a2i 
a|2  a22 
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folglich  gilt   diese  Eigenschaft   auch    für   Determinanten   3.,  4.,  .  .  .  . 
n^®"  Grades. 

b)  Eine  Determinante  ändert  bloß  dasVorzeichen,  aber  nicht 
iliren  Wert,  wenn  man  zwei  parallele  Reihen  vertauscht. 

Dieses  ist  richtig  für  eine  Determinante  n'*°  Grades,  sobald  es 
für  eine  solche  (n  —  1)*®°  Grades  zutrifft.  Entwickelt  man  nämlich  die 
Determinante  nach  einer  dritten,  den  zu  vertauschenden  parallelen 
Reihe,  so  treten  die  letzteren  in  allen  Unterdeterminanten  der  Ent- 
Wicklung  auf.  Führt  man  nun  die  Vertauschung  aus,  so  ändern  laut 
Voraussetzung  alle  Unterdeterminanten  bloß  ihr  Vorzeichen;  dadurch 
wird  aber  in  der  Determinante  n*®°  Grades  auch  nur  eine  Änderung 
des  Vorzeichens  bewirkt. 

Nun  ist  bei  der  Determinante  2.  Grades  evident,  dass 

'  '  I 

■  ■  ^~^^  • 

3*21  ^22  '^11   ^12  ^22  ^21 

folglich    gilt  die    Eigenschaft    auch    für    Determinanten   3.,  J.,  .  .  .  . 
n-^°  Grades. 

Durch  wiederholtes  Vertauschen  von  Zeilen  und  Colonnen  kann 
man  also  eine  beliebige  Vertheilung  der  letzteren  herbeiführen,  ohne 
den  Wert  der  Determinante  zu  ändern,  sobald  man  nur  durch  Vor- 
setzung des  Factors  —  1  für  jede  Vertauschung,  daher  ( —  1)^  für 
k  Vertauschungen  das  Vorzeichen  berichtigt. 

c)  Eine  Determinante  hat  den  Wert  Null,  sie  verschwindet,  wenn 
die  correspondierenden  Elemente  zweier  paralleler  Reihen  ein- 
ander gleich  sind. 

Dieses  ist  richtig  für  eine  Determinante  n'®°  Grades,  wenn  es  für 
eine  solche  vom  (n  —  1)*®"  Grade  gilt.  Entwickelt  man  sie  nämlich  nach 
einer  dritten,  den  gleichen  parallelen  Reihe,  so  enthalten  alle  dabei  auf- 
tretenden Unterdeterminanten  zwei  gleiche  Reihen,' verschwinden  daher 
laut  Voraussetzung;  also  verschwindet  auch  die  Determinante  n*®°  Grades. 

Kun  hat  eine  Determinante  2.  Grades  mit  zwei  gleichen  Zeilen 
oder  Colonnen  den  Wert  Null: 

ab    c  c    ^ 

,  a  b ;  ""    d  d  ~  "' 

mithin  gilt  dasselbe  für  Determinanten  3.,  4 n**^"  Grades. 

ci)  Durch  Entwicklung  nach  der  Zeile  i  oder  Colonne  k  erhält 
man  (Art.  5) 

A    =  /  ^'^  ^'^  "^  ^*''  -^i2  +    •    •    •    -h  ^in  Ain 

1  aikAik  +  ^äk  A2k-[-  .  .  ■  -j-aakAnk' 
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Ist  i^s^k  und  man  setzt 

an  =  a^i  5  ai2=^a32^  .  .  .   aiQ==a8n^ 

aik  =  aig  ^   a2k^=^=^28^    •    •    •    änk=an9^ 

so  heißt  das  die  Elemente  der  Zeile  i  oder  der  Colonne  k  den  correspon- 
dierenden  Elementen  der  Zeile  oder  Colonne  s  gleich  machen.  Dann  hat 
aber  die  Determinante  zwei  gleiche  parallele  Reihen  und  verschwindet. 
Also  ist 

a«,  Aii -f-a^2Ai8-(-  •  •  •  +a8nAiu  =  0, 
ai9Aik-j-a28A2k+  •  •  •  +angAnk=0, 
was  auch  ausgesprochen   werden  kann: 

Multipliciert  man  die  Elemente  einer  Reihe  mit  den  Unterdetermi- 
nanten  der  correspondierenden  Elemente  einer  zu  ihr  parallelen  Reihe 
und  bildet  die  Summe  der  Producte,  so  hat  diese  den  Wert  Kuli. 
Schließlich  sei  noch  folgende,  leicht  verständliche  Beziehung  angeführt: 


_   (  A  f  ür   i  =  k 
~"  lO      »     i^k* 


an  Aki  +  aiä  Ak2  +  ^Mb  Ak3  +  •  •  •  +  aiu  Akn 

an  Alk  +  a2j  A^k  +  asi  Ask  +  .  .  .  +  ani  Ank 
e)  Die    vollständig   entwickelte  Determinante    n*®**  Grades,  deren 
Matrix  keine  gleichen  Elemente  enthält,  besteht  aus  der  Summe  vonn! 
verschiedenen  Gliedern,  die  aus  Producten  von  je  n  Elementen  gebildet 
sind,  von  welchen  niemals  zwei  derselben  Reihe  angehören. 

Bei  der  Entwicklung  wird  nämlich  jedes  Element  irgend  einer  Reihe 
mit  seiner  ünterdeterminante  multipliciert.  Diese  enthält  kein  Element 
der  Zeile  und  Colonne,  welcher  das  mit  ihr  multiplicierte  Element  an- 
gehört. Dasselbe  wiederholt  sich  bei  der  Entwicklung  der  ünterdetermi- 
nanten  u.  s.  w.  Es  kann  also  kein  Product  entstehen,  welches  auch 
nur  zwei  Elemente  derselben  Reihe  enthielte.  Betrachtet  man  ferner 
irgend  eine  Entwicklung,  etwa  nach  Zeile  i: 

an  An  -j-  ...-[-  aig  A\s  -\-  .  •  .  -f-  ain  Am  +  .  •  •  -j-  ain  Aiu. 
so  ist  vor  allem  klar,  dass  in  den  Unterdeterminanten  An,  .  .  .  Ai„  kein 
Element  der  Zeile  i  vorhanden  ist.  Die  zu  dem  beliebigen  Aggregate 
aig  Ais  vereinigten  Glieder  sind  von  jenen  eines  beliebigen  anderen 
Aggregates  aidAirr  durchwegs  verschieden,  weil  in  ersteren  das  Ele- 
ment aiff,  in  letzteren  das  Element  at«  nicht  auftritt.  Itei  der  Entwicklung 
der  Unterdeterminanten  An,.  .  .  Ain  wiederholt  sich  dieselbe  Erschei- 
nung u.  s.  w.  Daher  können  im  allgemeinen  zwei  Glieder  einer  Determi- 
nante n'®'*  Grades  nicht  gleich  sein. 

Die  Glieder  einer  Determinante  2.  Grades  enthalten  je  zwei  Ele- 
mente, jene  einer  Determinante  3.,  4.,  .  .  .  n*®°  Grades  also  3,  4,  .  •  • 
n  Elemente. 
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Die  Determinante  2.  Grades  hat  zwei  Glieder,  jene  3.  Grades  hat 
3.2  =  3!,  jene  4.  Grades  4.31  =  4!  u.  s.  w.,  also  hat  die  Determinante 
n^^^  Grades  n!  Glieder. 

/)  Ordnet  man  in  jedem  Gliede  einer  Determinante  n^^^  Grades  die  Elemente 
derart,  dasB  entweder  die  Zeilen-  oder  die  Colon nen weiser  von  links  nach  rechts  von  1  bis  n 
aufsteigen,  so  müssen  die  Colonnen-  oder  die  Zeilenweiser  alle  Permutationen  der 
Zahlen  1  bis  n  aufweisen.  Denn  es  treten  (Pkt.  e)  keine  gleichen  Glieder,  also  aucii 
keine  gleichen  Permntationen  auf  und  die  Anzahl  derselben  ist  n! 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  Product  der  Elemente  der  Hauptdiagonale 

in  welchem  beide  Weisergattungen  von  links  nach  rechts  aufsteigend  geordnet  sind, 
sich  unter  den  Gliedern  der  Determinante  befindet-  Aus  diesem  Producte  können  die 
übrigen  durch  Permutation  der  ersten  oder  zweiten  Weiser  .abgeleitet  werden.  Ist  man 
noch  imstande,  jedem  Gliede  das  richtige  Vorzeichen  zu  geben,  so  hat  man  eine  neue 
Definition  und  Berechnungsart  der  Determinante  gefunden.  In  der  That  lässt  sich  mit 
Hilfe  der  in  den  Permutationen  auftretenden  Inversionen  eine  Vorzeichenregel  er- 
mitteln, welche  hier  ohne  Beweis  angeführt  wird.  Unter  allen  Permutationen  der 
Zahlen  1  bis  n  ist  nämlich  nur  eine  vorhanden,  in  welcher  diese  die  natürliche 
Reihenfolge 

I5  2,  3,  4,  .  .  .  n  —  2,  n  —  1,  n 

aufweisen.  In  allen  anderen  Permutationen  erscheint  die  natürliche  Reihenfolge  in  der 
Art  gestört,  dass  größere  Zahlen  links  von  kleineren  stehen.  So  oft  dieses  vorkommt, 
sagt  man,  es  sei  eine  Inversion  vorhanden  und  durch  die  Anzahl  der  Inversionen  wird 
gewissermaßen  der  Grad  der  Störung  beurtheilt.  Die  PermutHtionen  der  Zahlen  1  bis  5 : 

1234  5,  1235  4,  1253  4,  1523  4,  5123  4,  5412  3..  . 

. . . 54321 

z.  B.  enthalten  0,  1,  2,  3,  4,  7,  .  .  .  10  Inversionen. 

Die  Permutationen  von  n  Elementen  werden  in  zwei  Classen  geschieden,  von 
welchen  die  erste  alle  Permutationen  mit  paarer,  die  zweite  alle  Permutationen  mit 
unpaarer  Anzahl  von  Inversionen  umfasst.  Auf  jede  Glasse  entfällt  eine  Hälfte  der 
Permutationen.  Hat  man  nun  aus  dem  Producte 

^U  ^22  ^33  •  •  •  ^nn 
durch  Permutation  der  ersten  oder  zweiten  Weiser  alle  n!  Producte  abgeleitet  und 
versieht  diese  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen,  je  nachdem  die  betreffende 
Permutation  der  ersten  oder  zweiten  Classe  angehört,  so  ist  die  algebraische  Summe 
derselben  identisch  mit  der  vollständig  entwickelten  Determinante.  Letztere  kann 
dementsprechend  symbolisch  durch 

A  =  2d  iL    an  a22  3-33    •    •    •    ^nn 
dargestellt  werden. 


Bndisavijeviö  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  hoher.  Mathem.  I.  Bd. 
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2.  Absclmitt. 

Rechnungsoperationen  mit  Determinanten  und  daraus  abgeleitete 

Sätze, 

7.  Zerlegung  einer  Determinante.  Sind  die  Elemente  einer 
Reihe  Summen  von  je  k  Größen,  so  lässt  sich  die  Determi- 
nante in  eine  Summe  von  k  Determinanten  zerlegen. 

In  der  Determinante 


SCI 


a 
a 


11 

21 


au 
a«! 


A  = 


ani 


ani 


aii  =  z,,  +Zi2  4-Zi3-|-  . 

{121  =  Z21  +  ^22  +  5^23  +    • 


ain 
a«n 


a 


nn 


•  +zik; 

•  +Z2k; 


ani  =  Zni  4"  Zn«  +  ZnS  +    • 

dieselbe  nehme  daher  die  Form 


A  = 


a|  I  a|2 
a^i  a<)2 


Z||  +Zl2+Z|3  + 

Z21  "T  Z22  "T  Z23  ~r 


.    +Znk; 


.     +  Zlk 

•    +Z2k 


ani  an2  .  •  .  •  Znl  -f-  Zn2  -|-  Zn3  -j-  •  •  "f"  Znk  •  • 

an.  Die  Entwicklung  nach  der  Colonne  i  gibt 

A  =  aii  Ali  +  a2i  A2i  +  •  •  •  +aniAnt=  (zn +Z12  H"  •  • 

+  (Z2t  +  Z22  +   •   •    -f-  Z2k)  A2i'-|-  •   •   4"  (Znt  +  Zn2  +    •    • 
=  [zi^Aii-|-Z2i  A2i+  •  •  +ZnlAniJ  +  [zi2Aii-[-Z22A2i+  . 
-f-  .     .    .    +  [zik  Ali -j- Z2k  A2i  +    .     .    .    +ZnkA„iJ; 

demnach  ist 


a 
a 


11 
21 


^11 

'21 


am 
a^n 


A  = 


+      • 


an 

^21 


^11 
Z22 


ain 

a2n 


*  a 


11 


a. 


21 


+  .  •  + 


ani    •     Znl    •     aun 


ani 


Zn2 


a 


nn 


a«! 


•  •   ajji 

• 

• 

•     •     ann 

# 

--zik)Aii4- 

-\-  Znk)  Ani 

.  4-Zn2AniJ-f- 

•    Zik    .    ain 

.     Z2k     .     a2n 

• 

• 

Znk    • 

• 

ann  , 
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«) 


Beispiele. 

»1  +  bj  Ci  d,  I  a,  c,  dl 

a-i  +  ^2  ^  <^2  i  =  '  »2  C2  cLj 

a:^  +  ^3  C3  dj  1 03  C3  dj 

a,  4-  b,  a2  +  bj  aj  +  bj  ! 


b,  c,  dl 

+ 

b2  C2  d.2 

bj  C3  dg 

ß) 


d, 


C2 
d. 


T) 


1  "2 

»1  +  b|  C|  -f  d, 
&i  +  bj  C2  +  dj 


C3 


I  a|  a^  a^  I         .  bj  b2  0^ 

I 

=  !  c,  C2  C3 1  4-     Cl  Co  C3 


d,  dj  dg 


d,  do  d 


3  : 


»1  c,  +  d,  ,  b,   c,  +  d, 

«4  ^2  +  dj  I     '     ]  b2  C2  +  dj 


i  ^t  ^1       I     j  **i  ^1  I     I 


5) 


a,2 


+ 


!a2C2 
ai2 

»22  —  p 

a 


ai  d| 
a2  d2 


b,  c 


1  ^1 


b2  C2 

_  la,i— p    a,2  +  o 


+ 


bid, 
bj  dg 


a,,   a,2 


11 

t|2 


+ 


»1 2   I   ^    ^22 
—  P  a,2 


a 


+ 


22 


P  I  I  '''12    ^2 

-p       0 
0      — p 


+ 


—  (%  1  ^2      »12)      (»M  ~r  ^22)  P  1  P"- 


8.  Multiplication  einer  Determinante  mit  einer  Zahl.  Eine 
Determinante  wird  mit  einer  Zahl  multipliciert,  wenn  man  die 
Elemente  irgend  einer  Reihe  mit  dieser  Zahl  multipliciert. 
Daraus  folgt,  dass  man  umgekehrt  den  gemeinsamen  Factor  der  Ele- 
mente einer  Reihe  herausheben  kann.  Es  ist  nämlich 


ai  t  a 


11   ««'12 


ai, 


»ii  ai2   .   .   .  a; 


in 


P  [au  Aii  +  ai2  Ai2  +    •    •     •    +  »in  Ain]  = 


anl  an2    •    •    •    ann 

=  p  an  All  +  p  aia  Ai2  +  .   .   .   +painAin 


aji    ai2   . 


ai„ 


pau  pai2 


•      ■      ■ 


pain 


anl     an2     •     •     •     ann 
U.    S.    W. 
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Beispiele. 


«)     p 


^21  ^2 


^l       *22 


a 


II 


a 


12 


P^21   P%2 


P^l    ^2 


ß)  pqr 


a^  bj  c, 

a2  bo  C2 

ag    bg    C3 

aji  pai2 

^21  pa22 

pa,  pb,  pc, 
qa.  qbg  qC2 
ra^    rbg    rcj 


T) 


8) 


p  q-r- 


12  3 
3  12 
111 


a^  bi  c, 

a-j  bj  C2 

83   b;,   C;, 

12  3 
3  12 
3  3  3 


paj  qb)  rC( 
paj  qb2  rcj 
pas   «l^s  rcj 

p'^a,  pqb,  prcj 
pqaj  q^bj  qrc, 
praj    qrbj    r^Cj 

12  91 

=  XX.  s.  w. 


3  16 
113 


s) 


6    8  10 
12    6    3 

42  14     7 


2.3  2.4    2.5 

3.4  3.2    3.1 
7.6    7.2    7.1 


=  2.3.7 


«) 


3 

2 

1 

y 

ö 

5 

7 

2 

5 

3 

3' 

3 

3 

2 

1 
T 

1 

5 


1 


1 
2 


3  2  1 
7  2  5 
6  4  1 


_1_ 
5 


1 
3 


3  4  5 

4  2  1 

6  2  1 

3  11 

7  15 
6  2  1 


9.  Transformation  einer  Reihe.  Eine  Determinante  ändert 
ihren  Wert  nicht,  wenn  man  zu  den  Elementen  einer  Reihe  die 
correspondierenden  Elemente  beliebig  vieler  paralleler  Reihen  hinzu- 
addiert, nachdem  man  dieselben  in  jeder  Reihe  mit  einem  und  dem- 
selben Factor  multipliciert  hat.  Diese  Operation  wird  >Trans- 
formation«  der  betreflfenden  Reihe  genannt. 

Es  mögen  die  Elemente  der  1.,  2.,  .  .  .  (i— 1)»«",  (i  +  l)*«°,  .  .  . 
j^ten  Colonne  mit  den  Factoren  p,,  p2,  .  .  .  pi— 1,  pi+i,  •  •  •  Pn  niulti- 
pliciert  und  zu  den  Elementen  der  Colonne  i  hinzuaddiert  werden.  Die 
Determinante 


a 


it 


a. 


21 


aii 

»21 


ain 

a2n 


»nl     •     •     '     ani     •     •     .     ann 
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geht  dann  über  in 


^11 


ani 


.   .  .  aii  +  Pt  ^11 +p.2  a,2  4"»*  •   •   4'Pnain ain 

.    .    .    agi  +  Pl  ^21  "h  P2 ^2  +   •  •    •   +Pna2ii a^n 

•  ■ 

•    •    •    anl -p  Pi  anl -f- P2  ana  "T"    •  •         ""["Pnann ann 


und  lässt  sich  (Art.  7)  in  n  Determinanten  zerlegen,  von  welchen  die 
2..  3.5  ..  .  n*®  nach  Heraushebung  der  Factoren  pj,  p2, .  .  .  je  zwei  gleiche 
Colonnen  haben,  also  verschwinden,  so  dass  nur  die  erste,  mit  der  ge- 
gebenen identische  Determinante  übrig  bleibt. 

Die  Factoren  pi,  p.2,  .  .  .können  zumTheil  oder  alle  negativ  sein 
oder  auch  zum  Theil  den  Wert  Null  haben. 

Beispiele. 


«) 


ai  bi  Ci 

a2  b2  C2 

ag  bj  C3 

ai  +  pbi  +  qci  bi  c^ 
a-i  +  pb2  +  qc2  b2  Cj 
aa  +  pbs  +  qC3  1)3  C3 


ai  hl   Ci  1 

bi  bi  Cj 

Ci  bi  Ct 

^2    ^2    C2     +  p 

b2  bj  C2 

+  q 

C2  b2  C2 

a3  bj  C3 

bg     bg     C3 

C3  bj  C3 

weil  die  zwei  letzten  Determinanten  verschwinden. 


ß) 


1023  124  10 
2113  220  21 
3112  315  30 


1023 
2113 
3112 


23  124  — 10  X  10  10 

13     220—10X21     21 

112     315  —  10X30    30 


100  X  10  124 
100  X  21  220 
100X30    315 

23  24  10 

13  10  21 

112  15  30 


10 
21 
30 


U.    8.    W., 


wodurch  die  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Colonne  verkleinert  wurden. 


10.  Folgerungen,  Sätze,  Anwendungen. 

a)  Zwei  Determinanten  vom  n^°  Grade,  deren  correspondierende 
Elemente  entgegengesetzt  gleich  sind,  haben  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl 
ist,  weil 
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»11          »12     •    • 

»In 

^11  »12 

»21   ""■  »22    •     • 

• 

• 

•     "       »2n 

• 

• 

(- 

l)V 

»21  »22 

•  ■ 

•  • 

•                              • 

»nl          »n2     •     • 

• 

»nn 

1 

•             • 

»nl  »n2 

•  »In 

•  »2n 


a 


nn 


b)  Haben  alle  Elemente  einer  Reihe  den  Wert  Null,  so  ver- 
scliwindet  die  Determinante,  denn  entwickelt  man  sie  nach  dieser  Reihe, 
so  verschwinden  alle  Glieder  der  Summe. 

c)  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  proportional  den  correspondieren- 
den  Elementen  einer  parallelen  Reihe,  so  verschwindet  die  Determinante; 
denn  nach  Aushebung  der  Proportionalitätsfactoren  sind  zwei  gleiche 
parallele  Reihen  vorhanden,  z.  B. 


»11 

»12 

»21 

• 

»22 

■ 

• 

P»il 

• 

P»i2 

• 

• 

q»ii 

• 

• 

qai2 

• 

• 

»In 
»2n 


I  »11   »12 »In 

'  »21  »22 ^2n 


P»in 


q»in 


=  pq 


»nl      »n2 »nn 


»il    »12 »in 


•  • 


•  • 


»il    »12 »in 


•  • 


l»nl    »n2 


a 


nn 


=  0. 


d)  Wurden  in  einer  Determinante  die  Elemente  einer  Reihe  aus 
den  correspondierenden  Elementen  beliebig  vieler  paralleler  Reihen 
dadurch  gebildet,  dass  man  dieselben  addierte,  nachdem  man  sie  in  jeder 
Reihe  mit  einem  und  demselben  Factor  multipliciert  hatte,  so  verschwindet 
die  Determinante;  denn  sie  lässt  sich  in  eine  Summe  von  Determinanten 
zerlegen,  welche  einzeln  verschwinden  (vgl.  Art.  9),  z.  B. 


ai  bi  Ci  ajX  +  biy  +  CiZ 

I  a^  bj  C2  »2X  +  b2y+<52Z 
I  aj  ba  C3  a3X  +  b3y  +  C3Z 
;  a4  b4  C4  a4x4-b4y  +  C4Z 


=  0. 


e)  Ist  in  einer  Reihe  nur  ein  Element  von  Null  verschieden,  so 
reduciert  sich  die  Determinante  auf  das  Product  dieses  Elementes  mit 
seiner  ünterdeterminante;  denn  bei  der  Entwicklung  na^h  jener  Reihe 
verschwindet  nur  dieses  Product  nicht,  wenn  die  Unterdeterminante 
des  Elementes  nicht  Null  ist,  z.  B. 


Kechnungsoperationen  mit  Determinanten  und  daraus  abgeleitete  Sätze^       23 


^M  *I2  ^13 


0 


%2  ^33 


^122  ^23 
»32  %3 


Man  kann  dies  benutzen,  um  den  Grad  einer  Determinante  zu  reducieren, 
indem  man  durch  eine  Serie  von  Transformationen  die  Elemente  einer  Reihe  bis  auf 
eines  zum  Verschwinden  bringt,  z.  B. 


8  2 
3  1 
10   3 


5 
2 

8 


8—2X3      2—2X1 


3 
10 


1 
3 


5  —  2X2 
2 
8 


2 
3 


10—3X3    J 

7  2  3 
11  3  2 
17     5     2 

2-2X1 
3  —  2X2 
5  —  2X2 


0 
1 

3X1 

I    7- 


1 
2 


8  —  3X2 
3X2    2 


2  0  1 

3  1  2 

10  2 

1 

2 
2 


=  111-3X3 
il7  — 3X5 

3-3X1 
2  —  3X2 

2-3X2 


•  « 
O 

5 

1 
2 
2 


1      4 
1—4 


31 
2 

2 

0      0 

—  1—4 

1—4 

=  8. 


1 
2 
2 


2 
3 
5 

=  1 


=  1 

> 

3 

2 
2 


2 

1 


1 
2 


=  3. 


—  1—4 
1—4 


Anderseits  kann  man  auch,  wenn  nöthig,  den  Grad  einer  Determinante  beliebig 
erhöhen,  ohne  ihren  Wert  zu  ändern,  indem  man  dieselbe  rändert,  z.  B. 


3^    02 


1  X  y 

Oat  bi 

0a2  bg 

1   Y  a  ß 
0  1  X  y 

0  0  a,  b, 

0  0  a2  b2 


U.    8.    W. 


/)  Wenn  alle  Elemente  einer  Determinante  verschwinden,  welche  auf  einer  Seite 
der  Hauptdiagonale  liegen,  so  reduciert  sich  dieselbe  auf  das  Product  der  Elemente, 
welche  dieser  Diagonalreihe  angehören: 


a|  bi  Ci  d| 

0  bi  C2  dj 

0     0  C3  dg 

0   0  0  d4 


=  aj  b2  C3  dl- 


Dasselbe  gilt  für   die   zweite  Diagonale,   nur  ist  das  Vorzeichen 

P(n-l) 

durch  den  Factor  ( —  1)     2       zu   bestimmen,   denn   man   kann  durch 


?^^^ Vertauschungen  paralleler  Reihen   die   Determinante    so   um- 
gestalten, dass  die  Elemente  der  zweiten  Diagonale  in  die  erste  gelangen. 
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11.  Product  von  zwei  Determinanten.  Die  Multiplicationsregel 
gibt  an,  wie  das  Product  von  zwei  Determinanten  gleichen  Grades 
durch  eine  Determinante  desselben  Grades  darzustellen  ist.  Man  gelangt 
dazu  durch  folgende  Betrachtungen: 

a)  Setzt  man 

bii  .  .   .  bin 


A  =  air,  B  = 


bni  . 


rnn 


und  bildet  die  Determinante 


El 

l  Xii  Xl2  Xi3    .     . 

•    Xin 

0 

bii  bi2  bis  .   . 

.    bin 

C 

0 

• 
• 

bai  b22  b23  .  . 

•  «             • 

•  •            • 

.    bgn 

• 
■ 

• 

0 

•                        ■ 

bni  bna  bn«  .   . 

• 

(Art.  10,  e) 

c  — 

au.B  — AB. 

b)  Es  sei  nun 

A  = 


an  ai2 
a2i  a22 


;B 


bu 


►in 


bni 


'nn 


und  man  bilde  die  Determinante 

an  ai2  Xn  Xi2 


C  = 


Ä2l  a22  X21  X22  •    • 

0    0    bii  bi2  .  . 


Xin 
X2n 
bin 


0    0    b2i  b22  •  .   •  b 


2n 


•  • 


•  • 


•  ■ 


'nn 


0     0     bni  bn2    .     .     .    b, 

Die  Entwicklung  nach  der  ersten  Colonne  liefert 


C  =  an 


a22  X2I  X22    •     •     •    Xgn 

0   bii  bi2  .  .  .  bin 


•  • 


'nn 


—  a2i 


ai2  xii  X12  .  . 
0   bii  bi2  .  . 


Xln 
bin 


0    bni    bn2   .    .     .     b 


0     bni    bn2    .     .     .    b, 

und  weiter  (Pkt.  a) 

C  =  an  a22  B  —  a2i  aia  B  =  (an  a22  —  a2i  ai2)  B. 


nn 
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A  = 


;  B  = 


Daher  ist 

C  =  A  .  B. 

c)  Ferner  sei 

an  ai2  ais 
a«i  a22  a23 
asi  a32  a^ß 

und  man  bilde  die  Determinante 

'  au  ai2  ai8  Xu  Xi2 

asi  3-22  a23  Xui  X22 

a3i  a32  a33  X31  X32 
^.^    0   0    0    biib,2 

0     0     0      b2ib22 


bii  .  .  .  bj] 


'nl 


.  .  b 

XlB 

X2q 
Xsn 
bin 
bsn 


nn 


0      0      0      bnl  bn2     •     •     .    bnn  | 

durch  Entwicklung  nach  der  ersten  Colonne  erhält  man 


C  =  an 


a22  a23  X21  . 

*32  %3  ^31    . 
0     0      bii     . 


•  X2n 

•  Xsn 
.    bin 


— -  a2i 


ai2  ai3  Xu  .  . 
a32  a33  X31  .  . 
0    0    bii  .   . 


Xsn 
bin 


0     0     bni 


'nn 


+  8-81 


ai2  ai3  Xu 
022  a23  X21 

0    0    bii 


0  0 

.  Xin 
•  X2n 
.    bin 


bnl 


'nn 


+ 


0     0     bnl    •    •    •     bnn 

und  weiter  (Pkt.  b) 

C  =  au  Au  B  -j-  a2i  A21 B  -f-  asi  Asi  B  = 
=  (au  Au  +  «'S!  A21  +  asi  A31)  B ; 
also  ist  wieder 

C  =  A.B. 

d)  Setzt  man  das  im  vorstehenden  eingeschlagene  Verfahren  fort, 
indem  man  den  Grad  der  Determinante  A  nach  und  nach  immer  höher 
werden  lässt,  so  erkennt  man,  dass  für 


A  = 


au  .  . 

•  aik 

« 
• 
• 

a^ci  • 

• 
• 
• 

'  ■  akk 

;B 

bii  ...  b 


in 


bnl  •    •    •   b 


nn 
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c  = 


au  ai2  .   . 

•  aik  xii  xia  .   . 

.  Xm 

»21  ^22     .     . 

• 

• 

.  a^k  X21  X22  . 

.     .    X2n 

• 

• 

• 

akiakg  .  . 

•  akk  Xki  Xk2  • 

• 

0    0.. 

.  0    bii  bj2    . 

•     •    bin 

0    0.. 

.    0      b2l  b22     •    • 

.    b^n 

0    0    ...  0    bni  bn«   .  .  .  b 


Fnn 


die  Determinante  C  vom  Grade  k  -j- 11  das  Produet  der  Determinanten  A 
und  B  vom  Grade  k  und  n  darstellt: 

C  =  A.B; 

ebenso  ist  leicht  einzusehen,  dass  auch 


au  .  .   .  aik  0  .  .   .  0 


C'  = 


aki 

Xu 


akkO  .  .  .0 
Xikbu    .   .  bi, 


Xnl    .     .    .    Xnk  bnl    .    •    b 


nn 


AB. 


Überdies  wird  an  dem  Resultate  nichts   geändert,  wenn  man  eine 
der  Determinanten  A  und  B  —  oder  beide  —  transponiert 

Die  Elemente  xik  üben  auf  das  Ergebnis  keinen  Einfluss,  können 
daher  ganz  willktlrlich  angenommen  werden. 

e)  Demnach  lÄsst  sich  das  Produet  der  Determinanten  n****  Grrades 


A  = 


au 


aii 


;B  = 


ani 


a 


nn 


hu 


■    bin 


•nl 


.  b 


nn 


durch  eine  Determinante  vom  Grade  2n  darstellen.  Setzt  man  behufs 
zweckmäßiger  Umformung  Xii  =  —  1;  xik  =  0  und  transponiert  die 
Determinante  B,  so  ist 
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C=AB  = 


an 

1 

ai2 

ai3  . 

•  •    ain 

0 

0 

0  .  . 

.  0     1 

;            a21 

*22 

8-23    . 

.   .    a^n 

0 

0 

0  .  . 

.  0 

'       asi 

• 

*32 

^^3    • 

• 

.    .'   asn 

0 

0 

• 

0  .  . 

• 

.  0 

• 

• 
• 

'       am 

• 
• 

ans 

■ 

a^s  . 

• 
■ 

*    aQQ 

• 
• 

0 

• 

0 

• 

6 .  . 

• 

.  b 

-1 

0 

0    . 

.  .    0 

bii 

bii 

b»i  • 

•    bnl 

0- 

-1 

0     .  . 

.    0 

b.t 

btt 

bga   . 

•    bn2 

0 

• 

0- 

• 

-1    .  . 

• 

.    0 

• 

bi8 

« 

.bj3 

bjs  • 

•    bnS 

• 

0 

• 

0 

• 

0     .  . 

■ 

1 

• 
• 

bin 

bjn 

bin   • 

.    bnn 

In  der  Determinante  rechts  lassen  sich  die  Colonnen  n  -f- 1  bis 
2n  auf  folgende  Art  transformieren: 

Nachdem  man  die  Elemente  der  Colonnen  1  bis  n  mit  b,,,  bi2, 
bi3, . .  .  bin  multipliciert  hat,  addiert  man  sie  zu  den  correspondierenden 
Elementen  der  Colonne  n  -j-  1 ;  nachdem  man  die  Elemente  derselben 
Colonnen  mit  b2i,  b229  b23, ...  bin  multipliciert,  addiert  man  sie  zu  den 
correspondierenden  Elementen  der  Colonne  n-|-2;  die  mit  bn,  bi25 
bis, .  .  .  bin  multiplicierten  Elemente  der  Colonnen  1  bis  n  werden  zu 
jenen  der  Colonne  n-[-i  hinzuaddiert  u.  s.  w.,  bis  die  Transformation 
aller  Colonnen,  welche  Elemente  bik  enthalten,  vollzogen  ist.  Die  Product- 
determinante  nimmt  hiedurch  die  Form  an: 


€  = 


an 
a2i 
asi 

• 

ai2  . 

a22  •  • 
a32  . 

• 

.   .  ain  Cn  Ci2  Cis   . 

.    a2n    C21    C22    C23    . 
.    asn    Csi    C32    C33    . 

•                •                •                • 

.     .    Cin 
.    .    Cin 
.    .    Csn 

anl 

1 

0- 

• 

an2    . 

0     . 

-1   .  . 

•  •                     •                     ■ 

•  •                  •                  • 

.     .    ann  Cni    Cn2  CnS    • 

.  .  0     0     0    0     .  . 
.0000.. 

• 
• 

, .  0 
.  0 

0     0..— 10     00...0 

worin  die  Elemente  c  aus  den  Elementen  a  und  b  derart  componiert 
sind,  dass 

Cik  =  an  bki  -f-  a«  bk2  +  *«  bks  +  .  .  .  +  *^in  bkn. 
Vertauscht  man  der  Reihe  nach  die  n  letzten  Colonnen  successive 
mit   den    vorhergehenden,    was    zusammen   n.n  =  n2    Vertauschungen 
bedingt,  so  wird 
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C  =  (—  1)»' 


Cii    .    . 

• 

•    Cin    All    .    . 

•                  • 

•  aio 

• 

• 
• 

Cnl    . 
0     . 

• 
>                   • 

•    Cnn    ^nl    •    • 

.  .  0      1    . 

• 

ftnn 

.  .   0 

oder  (Pkt.  d) 


C  =  (— l)"' 


0    .  .  .  0    0. 


—  1 


Cii    . 

•     •    Cin 

• 

■ 

• 

• 

Cnl    . 

•      •     Cqq 

(- 1)"' 


Cii    .    .    .    Cin 


jCnl     .    .     .    C 


—  1 


0 


0  .  .  .— 1 


•  (- 1)' 


nn    ! 


Da  nun  (—  !)'".(—  1)"  =(—  !)«'("+»=  4- 1,  weil  n(n  +  1)  eine 
gerade  Zahl  ist,  erhält  man  schließlich 


AB  =  C  = 


Cii    .    .    .    Ol, 


Cnl    •     •     •    C 


nn 


B  =  n 


wenn  Cik=  aiibki+ai2bk2  +  ai8bk8+ •  •  •  +  ainbkn  =  Sai.bkH; 


8=1 


i  =  l,  2,  3,  .  .  .  n;  k=  1,  2,  3,  .  .  .  n, 

womit   die  Regel   gegeben   ist,   das  Product   von   zwei  Determinanten 
n*®**  Grades  wieder  durch  eine  Determinante  n^^  Grades   darzustellen. 


Indem  man  eine  der  miteinander  zu  multiplicierenden  Determinanten,  oder 
auch  beide,  transponiert,  gelangt  man  noch  zu  folgenden  Ausdrücken  für  die  Elemente 
der  Product-Determinante: 


s=:n 


Cik  =  an  bik -f- ai2  b2k -f- ^i8  ^3k -j-  •  .  ■  H-ainbnk  =  Saigbsk; 

«=1 


8=:n 


Cik  =  aii  bki -f- a2i  bk2  4"  8.3i  bks  +  .  .  •  +anibkn  =  Saai  bk«; 


•  =  1 

8  =  11 


Cik  =  aii  bik -j- a2i  b2k -|- ^8i  bsk -1-  •  •  .  -f-^nibnk=Sagibgk. 

8=1 
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Sind  zwei  Determinanten  von  verschiedenem  Grade  nach  der  Multiplications- 
regel  zu  behandeln,  so  rändert  man  die  mit  geringerem  Grade  so  oft,  bis  sie  den  Grad 
der  anderen  erlangt. 

Die  Verification  der  Multiplicationsregel  kann  in  speciellen  Fällen  durch  Zer- 
legung erfolgen.  Man  erhält  n"  Determinanten,  von  welchen  nur  n!  von  Null  verschieden 
sind  u.  8.  w. 


«) 


»11  ai2J  Ml  bi2 

3*21  »22  I    !  ^21   "22 


Beispiele. 

»II  »^11  H~  »12^12     »21  "tl  ~r  »22  "12 
»11  "21   "4"  »12  "22     »21  "21      I     »22  "22 

»11  '^U      I     »21  "21     »12  "11      I     »22  "21 
»II  "12  ~r  »21  "22    »12  "12     1"  »22  "22 

»11 '^U  +  ^12^12    »21^11  +  »22^12 
»11  ^21     I     »12  "22    »21  "21  ~r  »22  "22 


u.  s.   w. 


+ 


+ 


^11  »21 


»11  "ll    »22  "12 
»11  "21    »22  "22 

biibii 

"21  "21 


+ 


i  ~r  »i  1  »22 


»12  "12    »21  "U 
»12  "22    »21  »^21 

biibi 


+ 


»11  "ll    »21  "11 
»11  "21    »21  "21 

I  »12  "12    »22  "12    I  __ 
1  »12  "22    »22  "22  I 


^21  ^22 


,     _       .       |bl2t>ll|     ,     _      ^      !bl2bl2 
i~»l2»2llv,      K      ^»I2»22iu      i, 

I  "22  ^211  I  "22  ^22 


(»11  »22         »21  »12)    i,      U 

I  "21  "22 


u.   8.  w. 


ß) 


a.  b 


1  "i 
»2  ^2 


X|  yi  I    I  »1  ^i  +  bi  Yi  »2  xi  +  b^  yi  [  ^ 
X2  72  ;    »1 X2  +  bi  y2  a.2  ^2  +  b2y2 1 

aiXi4-»2X2    b^x, -f  b2X2|_laiXi4-biX2    a2Xi-fb2X2 
aiyi-f-»-2y2    biyi  4-b2y2|'~j»iyi+biy2    »2yi+b2y2 


T) 


»II  »12  »13 
»21  »22  »23 
»31  »32  »33 


biibi2bi3 

b21  b22  b23 

b;n  b32  bßs 


»11  bu  +  »12  bi2  +  »13  bi3 

»21  bn  -|-  »22bi2  ~r  »23  bis 
»31  bu  -1-  »32  bi2  ~r  »33  bi3 


»II  b21  +  »12  b22  +  »13  b23       »11  b3i   +  »12  b32  +  »13  bssj 

»21  b21  +  »22  b22  +  »23  b23       »21  ^21   +  »22  b32   +  »23  bss     =    ^'  ^-   ^'• 

»31  b21  +  »32  b22  +  »33  b23       »31  \i  +  »32  b32  +  »33  bss 


3) 


aiXi4-a2X2  +  »3X3   bi  Xi  +  b2 X.2  +  bg  X3   Ci  Xi  +  C2X2  +  C3X3 
»iyi4-»2y2  +  »^y3  b^yi+biyi  +  bgya   Ci  y^  +  C2y2  +  C3y3 


»i  bi  Ci 

xiyiZi 

»2  b2  C2 

X2  y2  Z2 

»3  "3  ^3 

X3  y3  Z3 

aj  ^^  +  »2  ^2  +  »3  Z3  bi  Zi  +  b2  Z2  +  b3  Z3  c,  z^  -|-  c.2  Z2  -|-  C3  Z3 


u.  s.  w. 
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C  =  (— 1)»' 


oder  (Pkt.  d) 


C  =  (— 1)°' 


Ca 


Cnl 

0 


= (- 1)"* 


.  Cin  au  .   .   .  ai, 


•  • 


•    ^oii    ^nl    •    •     •    wnn 

.  .  0—1    ...   0 


0    .  .  .  0    0.  .  . 


Cii    .    .     .    Cin 

•                                              • 

• 

• 

Cnl    •     •    •    Cnn 

Cii    .    .     .    Cin 


iCni    .    .     .    C 


nn 


—  1  .  .  .      0 


0  .  . 


.  (- 1)-. 


Da  nun  (— 1)»\(— 1)»  =(— 1)°(»  +  0=  +  1,  weil  n(n -f  1)  eine 
gerade  Zahl  ist,  erhält  man  schließlich 


AB  =  C  = 


Cu    .    .    .    Ci] 


Cnl 


.    C 


nn 


s  =  n 


wenn  Cik=  aiibki  +  aiebkgH-aisbksH- •  •  •  +*inbkn  =  Saiabkg; 

8=1 

1    Xm        ^m        Öj        ...        n^        IC    1.        ^m        O«        ...         H^ 

womit   die  Regel   gegeben   ist,   das  Product   von    zwei  Determinanten 
n^®°  Grades  wieder  durch  eine  Determinante  n*®**  Grades   darzustellen. 

Indem  man  eine  der  miteinander  zu  multiplicierenden  Determinanten,  oder 
auch  beide,  transponiert,  g'elangt  man  noch  zu  folgenden  Ausdrücken  für  die  Elemente 
der  Product-Determinante : 

8  =  n 

Cik  =  au  bik  -|-  ai2  b2k  -|-  ais  bsk  -[-...  -[-  »in  bnk  =  S  ai.  bsk ; 

«=i 

■  =  n 

Cik  =  au  bki -|- asi  bk2 -|- asi  bk8 -|-  .  •  •  -[-anibkn  =  Sa8i  bks; 

8=:1 

8=n 

Cik  =  au  bik -f- ^21  b2k -["  ^si  bsk -}-  •  •  •  -}- anibnk  =  2  agi  bgk. 

s  =  l 
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Sind  zwei  Determinanten  von  verschiedenem  Grade  nach  der  Multiplications- 
rcgel  zu  behandeln,  so  rändert  man  die  mit  geringerem  Grade  so  oft,  bis  sie  den  Grad 
der  anderen  erlangt. 

Die  Verification  der  Multiplicationsregel  kann  in  speciellen  Fällen  durch  Zer- 
legung erfolgen.  Man  erhält  n"  Determinanten,  von  welchen  nur  n!  von  Null  verschieden 
sind  u.  8.  w. 


«) 


Beispiele. 

»11  ai2  I  ,  \{  bi2  '  _  I  »11  bii  +  »12  ^12   a-21  ^n  +  »22  ^12 

»21  »22  1    ,  ^21  ^^22  I  I  »11  "21  +  »12  "22    »21  "21  "T  »22  ^22 

»U  '^ll  "T     »21  ^21     »12  "11  "T  »22  ^21  |  __. 
»11  ^12  ~l~  »21  ^22    »12  ^{2  "T  »22  "22  \ 

»U  ^11  "h  »12  ^12    »21 '^U  4"  »22^12  ,   |»ll»5ii    »21  ^ii 


U.  s.   w. 


»11^^21  "1"  »12^22    »21  ^21  ~\~  »22^22  I  1  »II  "21    »21  "21 


+ 


+ 


a 


11  *2l 


»11  "II    »22  »^12 
»II  "21    »22  "22 

bll^^ll 


+ 


i»l2"l2    »21  "11      J_   i»l2"l2    »22  "12    ]  


i  b-ii  b-ii 


-j-an  a22 


i  »12  "22  »21  "21 
bnbi 


+ 


»12  "22  »22  "22 ! 


.,^21^2'. 


22 


-r»l2»2i:u      i,      ,n^  »12  »22  11,      i. 

I  D22  »21  .  "22  "22 


l»ll  »22         »21  ^12)    K      1^ 

,  "21  ^22 


u.  s.   w. 


ß) 


a,  b, 


»2  1^2  ! 


xi  yi  {  ^  ',  ^i  ^i  +  ^i  yi  »2  xi  +  b2  Yi  ^ 

X2  y2 ;        »i  ^2  +  b|  y2    »2  ^2  +  h  y-i  I 

a^  Xi  +a2  X2    bi  x,  +  ^2  ^2 1 I  »i  Xj  -|-  \  Xj    a2  x^  -|- b2  X2 

aiyi  +  »2y2   biyi +b2y2|~i»iyi+biy2    »2yi+b2y2 

»11  ^11  +  »12  1^12  +  »13  ^13 


7> 


»11  »12  »13 
»21  »22  »23 


»31  »32  »33 


»21  '^ll    4"  »22^^12  "T  »23  "13 
»31  ^11  "h  »32  "12     I     »33  »^13 


biibi2bi3 

b2i  b22  b23     = 
D3I  "32  "33 

»11  1^21  "f"  »12  1^22  "I"  »13  1^23  »U  ^31  "1"  »12  ^^32  "f"  »13  ^33 
»21  ^21  +  »22  1^22  +  »23  ^^23  »21  ^31  +  »22  ^^32  +  »23  ^33 
»31  1^21    "i"  »32  ^22  ~r  »33  "23       »31  "31   "T  »32  "32      \     »33  b33 


u.  s.  w. 


S) 


I  »1  bi  Ci  I  j  Xi  yi  zi  ; 

»2  l>2  ^2      I  X2  y2  ^2 
»3  ^3  C3      ,  X3  y3  Z3 


ai  Xi  +  »2  X2  +  »3  X3  bi  x^  +  b2  X2  +  b3  X3  Ci  x^  -f  C2  X2  +  C3  X3 
aiyi+»2y2  +  %y3  biyi+b2y2+b3y3  c^  yi  +  C2y2  +  C3y3 
ai  Zi  +  a2  Z2  +  »3  Z3    bi  Zi  +  b2  Z2  -|-  b3  Z3   Ci  z,  -f  C2  Z2  +  C3  Z3 


U.    8.    W. 


_.T 
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0 


^21  ^22 


*ll  ^12 


»21  3-22 


*ll  *12 


*U  I       *12      *2t  *ll  "1^21^12 

1*11  *2l  "T"*12^2        *2l       I        ^22 


^l"      I"     *2         I    ^ 

a^  hl  +  »2  b2  +  ^3  ^'. 


»1  bj  Ci  j"^ 

%  ^3  ^3 ; 

»i  bi  -|-  »2  bo  +  »3  bg 
bt^  +  V  +b,^ 


aiCi4-a2C2  +»303  ! 
bi^t  +b2C2  +  bgCa  !. 


»iCi  +»2  02  +»303     bt  Ci+b2C2  +b3C3  Ci2-|- 


^) 


a.1  b,  Ci  cl( 
a.2  bj  C2  dj 

»3  h  C3  ds 
a4  bj  C4  CI4 

bi 


xtyi 

^2  72 


»2 
b. 


a^  b^  c^  d^ 
ELc^  b2  C2  d2 
%  "3  C3  dg  I 
a4  b4  C4  d4 1 

% 
b. 


1 

0 


0 
1 


0    0 
0    0 


0    0 
0    0 

xt  yi 

^2  yj 

b4 


+  C32 


CiXi+d,y,  CjXi+djyi  CsX.+dsy,  C4X,  +  d4y, 
CiX.2  +  diy2  e2X2  +  d2y2  C3X2  +  d3y2  C4X2-f-d4y2 


12.  Erweiterung  des  Moltiplications -Verfahrens.  Eine  Determi- 


nante 


Cn  C12 


C|. 


;    C^l   Cy»     .      .     .    Cvv   i 

deren  Elemente  aus  je  zwei  Zeilen  der  »rechteckigen«  Matriäes 


aii  .  .  .  ain 


a«!!  ■  •  >  D 


und 


bii .   .  .  b 


In 


vn  , 


'  b./, .  .   .  b-. 


vn  . 


derart  componiert  sind,  dass 

Cik  =  an  bkl  +  »12  bk2  +    .    •    .    4"  »in  bkn. 

ist  gleich  der  Summe  der  1     I   Producte  von   je   zwei,   aus   correspon- 

dierenden  v  Colonnen  jeder  Matrix  gebildeten  Determinanten,  wenn 
V  <  n;  diese  Summe  zieht  sich  zu  einem  einzigen  Producte  zusammen* 
wenn  v  =  n;  die  auf  die  angegebene  Art  componierte  Determinante 
verschwindet,  wennv>n.  Der  Beweis  kann  in  speciellen  Fällen  durch 


Zerlegung  erbracht  werden. 
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Symbolisch  pflegt  man 


Cii   .    .    .  Ci, 


Cvi    .    .    .  Cvv 


an  .  .  .  aii 


avi  .   .  .  a 


bii  .  .  .  b 


In 


yn 


bui  .  .  .   b 


vn 


ZU  setzen,  wo  aber  rechts  natürlich  keine  eigentliche  Productbildung, 
sondern  nur  die  Composition  einer  Determinante  nach  derMultiplications- 
regel  gemeint  ist,  sobald  v^n. 


Beispiele. 

,^u^l2^i:i       "u  »^12  "i:j    __ 

a^i  a22  ^23         "21  "2-3  "2:i  ! 

I  ^11  ^11   ~r  *12  »^12     I"  ^13  ^13    *ll  "21   ~r  ^12  "22  ~T~  *13  "23     

'.  ^21  "11   +  »22  "12  "r  ^23  "13     ^21  ^21   -T  ^22  "22      \     ^3  "23  i 


*ll  *12 
^21  ^22 


biibi2 


^11  ^13 


2f  "22  !  **2l  «*23 


Do  4  Doo  I  a.)i  a.i' 


ß) 


a^  hl  Cj 
a2  D2  C2 


|biibi3 

"2  t  ''23 

xi  yi  zi 
X2  y2  Z2 


+ 


^12  *I3 
^22  *23 


bi2bi3 

"22  ^23 


aiXi+biYi-f  CiZi  aiX2+biy2  +  CiZ2 

SL2  Xi  -f  b2  Vi  +  C2  Zi    a2  X2  +  ^2  y2  +  ^2  Z2 

a^  Ci       Xj  Zj      ,     bi  Ci 

aLn  Cj  Xo  Z>) 


+ 


+ 


b.)  c.) 


I  aj  b.2 


XiYi 

^2  y-2 


T) 


«1  ßi  Ti 
«2  ß,  Ti 


«t  ßi  Yi  i  ^ 
.  a-i  ßj  Y2  i 


«,■'  +  ßi'  +    ^i''     «ia2  +  ßiß2  +  Y,Y2' 
!  «i  «2  +  ßl  ß2  +  Y,  Y2       «2'    +  ß2"'  +  Y2''  i 

«i  ßl  '•'_L  '  "i  Yi 

*2  ß2  *2  Y2 


"^'ß2T2' 


+ 


5) 


ai  bi  Ci  dl 

^2  ^2  ^2  ^2 
a-j  bs  c.^  d^ 


«ißiTi  81 

X,  ß2  Y2  §2 

«3  Ph  r.s  83 


aia.2  +  biP2  +  CiT2  +  di82 
a.2  0-2  +  ^2  ß2  +  ^i  T2  +  ^1  82 

%  «2  +  1^3  ß2  +  C3  T2  +  ^:^  §2 


aiai+bißi+CiYi+diSi 
a-2ai+b2ßi+C2Yi+d2  5i 
%ai+h,ßi+c,Yi+d.,8, 

aia,+biß3  +  CiY3+<ii8.^ 
a2  «3  +  b2  ß:^  +  C2  Y3  +  ^2  8a 
%  «3  +  b^  ßa  -j-  C3  Y3  +  d^  83 
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a^  bj  Ci 
^2  0.2  (^2 
%  03  C3 

a^  c^  d^ 
-\-    a2C2d2 

^3  ^'.i  ^3 


«1  ßi  Ti 

«2  ß'l  T2 
«3  ßs  T3 

«l  Tl  81 
«2  T2  ^2 
«3  T3  §3 


+ 


+ 


»1  bi  dl 
a2  b2  d2 
»3  ^3  da 

bi  Ci  dl 
bi  C2  d2 


«i  ßi  81 

«2  ß2  ^2 
«3  ß3  8a 

ßl  Yl  81 
ß2  Y2  82 
ß3  T3  83 


+ 


I  ^3  C3  d^ 

ai^  +  h,^  +  c,2  +  d,^ 
e)  a2  b2  C2  d2   =   a2  ai  -|-  bj  b^  +  C2  c^  +  d2  d^ 

^^i  +b3bi4-C3Ci  +d3di 

a-i  »2  + 1^1  ^'1  +  ®i  ^2  +  ^i  ^2  ö-i  »3  +  ^1  b3  4"  Ci  C3  -[-  dl  da 
»2^  +  ^2^  +  <^2^  +  ^2'^    a2a3  +  b2b3+C2C3+d2d3 
a3a2  +  b3b2  +  <i3<i2  +  d3d2    a32  +  bg^  4-  C32  -f   d32 


ai  bi  Ci  dl 

2 

a2  b2  C2  d2 

^3  b3  C3  d3 

^) 


ai  bi  Ci 

^2  "2  ^2 

^3  "3  C3 


+ 


ai  bi  dj 

^2  "2  U2 

^3  b3  d3 


+ 


ai  Ci  dl 

»2  C2  d2 
^3  C3  Q3 


+ 


bi  Ci  dl 
b2  C2  d2 

bg  C3  dg 


2 


aib, 

XiYi 

^2  ^2 

^2  72 

atibj 

xjys 

aiXi+biYi  aiX2  +  biy2  aiXg+bija 
a2Xi+b2yi  a2X2  +  b2y2  a2X3  +  b2y3 
a3Xi  +  b3yi   a3X2+b3y2  asXj-j-bjya 


=  0. 


3.  Absclinitt. 

Determinanten  besonderer  Art 

13.  Die  Reciproke  einer  Determinante  und  deren  Unter- 
determinanten. Werden  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  einer 
Determinante  in  derselben  Reihenfolge  zu  einer  Matrix  zusammengestellt, 
so  heißt  die  Determinante  dieser  Matrix  die  Reciproke  jener  Determi- 
nante und  steht  zu  ihr  in  einer  eigenthümlichen  Beziehung. 


a)  Es  seien 


A  = 


an  .   .   .  ain 


aQi  «   •   •  a 


nn 


All    •     •     •    Ain 

und  a  =  j  . 

I   -'^nl    •     •     •   A. 


nn 


eine  Determinante  n^®"  Grades  und   ihre  Reciproke,   femer    (Art.  11) 
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Aa  = 


n 


n 


S  aig  Aig  £  a28  Au  S  as.  Ais  .   • 
111 

n  n  n 

S  aia  A2g  S  a28  A29  ^  ag«  A28   .   . 
111 

n  n  n 

S  aig  Ass   I  a2s  Agg   I  agg  A3«  .    . 
111 


n 

•  ^  Ans  Als 

1 
n 

•  ^  ang  A2g 

1 

n 

•  ^  Ans  Agg 


n 


n 


n 


n 


S  ai8  Ans    ^  »24  Ana    S  agg  A 
111 


ns 


.        .       2j  ang  jcV. 


ns  ■"•na 


In  der  Determinante  rechts  verschwinden  sämmtliche  Elemente 
mit  Ausnahme  jener  der  Hauptdiagonale,  welche  den  Wert  A  haben 
(vergl.  Art.  6,  rf),  so  dass 


A  0  . 
0  A  . 


0 
0 


Aa  = 


A" 


und 


0  0  .   .   .  A 


a  =  A°-*, 


d.  h.    die   ßeciproke   einer   Determinante   n*®**  Grades    ist   gleich    der 
(n  —  1)*®"  Potenz  der  letzteren. 

b)  Die  Unterdeterminante  ai^  des  Elementes  Aik  der  Reciproken 
kann  als  Determinante  n**°  Grades  dargestellt  werden: 


Aji    ....  Ai^k— 1      Alk       Ai^k+i     .   .  .  .  A 


In 


Äik  = 


Ai_i^i 
0 

Ai+1^1 


.  Ai_i^k— 1  Ai_i^k  Ai_i  k-i-i 


0  1 

.  .  Ai+i^k— lAi 


0 

+  l,k    Ai  +  i^k  +  l 


Ai_i,n 

0 

Ai  +  i^n 


Anl        ....    An,k  —  1         A 


nk 


An.k-rl    .     .     .     •    A 


nn 


Die  Richtigkeit   dieser  Darstellung   zeigt    die  Entwicklung  nach 
Zeile   i.  Durch  Multiplication  mit  A  erhält  man  (vgl.  Pkt.  a) 


Badi8avljeyi6  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd. 
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i 
I 


9* 


^ 


t' 


r 


Affik  = 


iA    0  .  . 

.  .  0 

0    0... 

.0.0 

iO    A  .  . 

!      * 

• 

0    0... 

•                • 

.  0         0 

■                                 • 

• 

!    • 

0    0.. 

• 
• 

.  .A 

• 
• 

0    0... 

• 

•                                      • 

.  0         0 

1 

.    .   Hi- 

-i,k 

Äik  ai^-i^k- 

•    »n— l.kftnk 

1  0    0  .  . 

1 

•                      • 

.  .  0 

• 

0    A  .  .  . 

•          • 

.  0         0 

•                                • 

• 

ö    ö  .  . 

• 

.  .  6 

• 

•          • 

0    0... 

• 
• 

.  ö       Ä 

Durch  Entwicklung   nach    der  Colonne   des  Elementes  aik  (jetzt 
Colonne  i)  ergibt  sich,  weil  ( — 1)^+*  =  1, 

'  A  .   .   .  0 


A  .  ttik  m  aik 


=  aik  A°- 


:  0  .  .   .  A 


und 


aik=aikA°-*, 

d.  h.  die  Unterdeterminante  eines  Elementes  der  Reciproken  einer 
Determinante  ist  gleich  dem  correspondierenden  Elemente  der  letzteren, 
multipliciert  mit  ihrer  (n  —  1)**^°  Potenz. 


«) 


Beispiele. 

'  ^11  ^12  ^13  i  -^11 -^12 -^13 

A  =^     ^21  ^22  ^3    1    ^  ^^^^   I  -^21  A-22  ^23 

%l  %2  %3  ,  -^31  -^32  -^33 

A22  A 


=  A2; 


•II 


XXqo  A.' 


^32 


23 

33 


-"-ll  ^13 

1    *32  A        A 

Ä2I  -^23 


—  a.,2  A ; 


U.    8.    W. 


ß) 


A  = 


3  2  5 
2  14 
7    3    2 


a 


it 


—  10 
=  13;  a=,       11 

^  I 

;     3 

39  =  3.13;  a:,2  =  3.13;  «2,= 

U.    8.   W, 


24—1 
-29  5 
—  2  —1 
26  =  2.13 


169; 


T) 


A  = 


a,i  a(2ai3a|4 
.  a2«  a.)2  "120  ^24 1 

%1  %2  *33  ^34 
^41  ^42  ^43^44 


.  1 


OL 


All  A12  Ai3  Aj^l 
A21  A22  A23  A24 
A31  A32  A33  A34 
A41  A42  A4  3  A44 


=  A3; 
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'44 


Aj,  Ai2  A(3 
A21 A22  A23 

■^31  -^32 -^33 


—  »44  A  ;  a4,  — 


3) 


A  = 


2 
1 
3 


1 
2 
5 


3 
3 

8 


U.    8.    W. 


=  0;  a  = 


Ai2  A,3  An 

- 

A22  A23  A24 

■^32  -^33  -^34 

1     1     1 

7       7      7 

—  3 

3      3 

=  »41  A^ 


Man  sieht  —  was  auch  allgemein  bewiesen  werden  kann  —  dass  bei  einer 
verschwindenden  Determinante  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  einer  beliebigen 
Keihe  proportional  sind  den  Unterdeterminanten  der  correspondierenden  Elemente  einer 
dazu  parallelen  Reihe.  (Siehe  Art.  16,  y.) 

14.  Symmetrische  Determinanten.  Sind  in  einer  Determinante 
die  in  Bezug  auf  eine  Diagonale  symmetrisch  liegenden  Elemente 
einander  gleich,  so  wird  dieselbe  eine  symmetrische  genannt.  Der  Fall 
der  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  zweite  Diagonale  kann  auf  jenen 
in  Bezug  auf  die  erste  zurückgeführt  werden,  indem  man  die  1.  Zeile 
mit    der   n*®"*,    die    2.    mit   der  (n  —  1)^®"   u.    s.   w.   vertauscht,    wozu 


im  Ganzen,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade,        oder  - 

6t 


1 


2 


Ver- 


tauschungen nothwendig  sind,  welchen  entsprechend  das  Vorzeichen 
richtigzustellen  ist.  Die  Symmetrie  kann  auch  gleichzeitig  in  Bezug 
auf  beide  Diagonalen  vorhanden  sein. 

Im  folgenden  soll  nur  von  Determinanten  die  Rede  sein,  welche 
in  Bezug  auf  die  Hauptdiagonale  symmetrisch  sind,   bei  welchen  also 


aik 


ak 


»? 


d.  h. 


aik  =  aki;  a2k  =  ak2;  a3k  =  ak3i  •  •  •  ank  =  akn. 

Die  Elemente  einer  beliebigen  Colonne  k  sind  also  der  Reihe 
nach  gleich  den  Elementen  der  Zeile  k.  Bildet  man  daher  aus  den  k^ 
Elementen,  welche  die  Kreuzungspunkte  der  Colonnen  c,,  C2.  .  .  .  Ck 
mit  den  Zeilen  Zi,Z2,  .  .  .  Zk  einnehmen,  eine  Determinante;  und 
ebenso  eine  andere  aus  den  Elementen  der  Kreuzungspunkte  der 
Colonnen  Zj,  Z2,  .  .  .  Zk  mit  den  Zeilen  Ci,  C2,  .  .  .  Ck,  so  sind  diese 
Determinanten  gleich,  weil  die  eine  durch  Transponierung  der  anderen 
erhalten  werden  kann. 

Deshalb  sind  die  Unterdeterminanten  der  gleichen  Elemente 
a,k  und  aki  auch  einander  gleich : 

Aik  =  Aki. 

Die  Unterdeterminanteri   Aü  der  Elemente   ander  Hauptdiagonale 

sind  symmetrisch.  Es  sei  nun 

3* 
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^U           ^12    *     • 

•    •  ai^n— 1 

ain 

^21           ^22    •     • 

•                                 • 

•     •    3-2,  n  —  1 

• 

• 

• 

An  — l,ian  — 1,2 

• 

• 

-1  an  — 1^11 

Anl          8'n2    •     •     • 

•    i^n.n  — 1 

Ann 

eine  symmetrische  Determinante.  In  der  gleichfalls  symmetrischen 
Unterdeterminante  Ann  möge  die  Unterdeterminante  eines  Elementes 
aik  mit  «ik  bezeichnet  werden.  Dann  ist  (Art.  5,  d). 

k  =  n  — 1 
i  =  n  — 1 

A  =  ann  Ann S  ain  ank  «ik. 

i  =  l 
k=l 

Unter  den  Gliedern   der  Summe   rechts   kommen  solche  vor,   in 
welchen  i  =  k  und  solche,  in  welchen  i  ^  k.  Bei  den  letzteren  wieder 

ist  zufolge  der  Symmetrie  ainankOtik  =akn  an  laki..  daher 

ain  aok  «Ik  -f-  akn  anl  «kl  =  2  ain  ank  «ik  =  2  ain  akn  «ik. 

Trennt  man  beide  Kategorien  von  Gliedern,  so  wird 

k  =  n  — l 
i=n  — l  i  =  n  — l 

A  =  ann  Ann  —  S  ain^  an  —  S  2  ain  akn  «Ik. 


i  =  l 


i  =  l 
k«l 


Ist  speciell  Ann  =  0,  also  (Art.  13,  Beispiel  8,  siehe  auch  Art.  16,  g). 
OLi\  :  oCis  :  .  .  .  :  oCii :  .  .  .  :  a^k :  .  .  .  =  ocki  *  ^ks :  .  .  .  :  ^ki  •  .  .  .  *  oCkk  •  •  •• 


demnach 


oder 


so  wird 


«ii  *  «ik  =  «kl :  «kk 


«Ik  •  Ötki  =  «ik  "  =  «ki*  =  Äii  ttkk. 


A  =  —  [i:  ain*^  «ii  +  2  S  ain  «kn]  «ü  «kk  J  , 

WO  der  Ausdruck  in    der  Klammer   ein   vollständiges  Quadrat    ist,  so 
dass  schließlich 

A  =  — [ainja,,  +a8n|  «22  +  •  -  +  »ml  «11+  -  •  +an-i,ni'an-i,n-ij  • 

Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  sind  derart  zu  wählen,   dass 
1  »u  .  ^akk     -  »ik  und  nicht  etwa  =  —  a,k  wird. 


I 
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Beispiele. 

a)  In  der  symmetrischen  Determinante 


A  = 


^11  ^12  ^13  %4 
a^2  »22  ^23  3-24 

^13  *23  ^33  %4 
^14  ^24  %4  *44 


sei  A44  =  0.  Dann  ist 


A  = 


—  [»14  K«lt  +»24  ^«22  +«34  ^«33] 


ß)  In  der  symmetrischen  Determinante 

3    1     12  2 
1     3 

A  = 


ist 


1  3      16    5 
12     16     102    3 

2  5        3     7 


Aj4=r:0;  a,,  =  50-,  0,2  =  162;  «33  =  8; 


folglich 


A  =  —  [2  j/'öO  +  5  Kl62  —  3  f^Y  =  —  [10 1/2  +  45  ^2  —  6 1^2]^  =  . 
—  —  2  [10  +  45  — 6]"'  =  — 2.49*  =  — 4802. 

Die    Vorzeichen    der  Wurzeln  wurden  -|-,  -f-,  —    gewählt,  weil    aj2=~|-90; 
a,  3  =  —  20 ;  «23  =  —  36. 


4r.  Abschnitt. 

AnwendiiBgen  der  Determinanten. 

15.  Lineare  Gleichungen.   Die  allgemeine  Gleichung  1.  Grades 
mit  n  Unbekannten  kann  in  der  Form 

41X1+42X2+    .    .    .    +qiXi-)-    .    .    .    +qnXn-f- 4x1  +  1  =  0 

dargestellt   werden.    Sie  geht    durch  das  Verschwinden  des  constanten 
Gliedes  qn-f  1  in  die  homogene  Gleichung 

4i  Xi  +  q2  X2  +  .  .  .  +  qi  Xi  +   .  .  .  -f  qn  Xn  =  0 

über.  Ein  System  von  Werten  der  Unbekannten,  welche  der"  Gleichung 
genügen,  heißt  eine  Lösung  derselben.  Eine  Gleichung   mit   mehreren 
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Unbekannten  hat  unendlich  viele  Lösungen.  Wird  ein  aus  mehreren 
Gleichungen  bestehendes  System  durch  ein  System  von  Werten  der 
Unbekannten  befriedigt,  so  heißt  dieses  eine  Lösung  des  Gleichungs- 
systems. Letzteres  hat  unendlich  viele  Lösungen,  so  lange  weniger 
Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sind.  Enthält  hingegen  ein 
System  n  von  einander  unabhängige  Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  so 
hat  es  nur  eine  Lösung. 

Die  aus  mehreren  Gleichungen 

Ui=0;  U2  =  0;  .  .  .  Uk  =  0 
componierte  Gleichung 

X,  Ui  +  X2  U2  4-  •  •  •  +  ^k  ^k  =  0 

wird  von  jeder  Lösung  der  ersteren  befriedigt,  denn  durch  Einsetzung 
verschwinden  die  einzelnen  Glieder  des  Polynoms  der  componierten 
Gleichung.  Zur  Darstellung  der  Coöfficienten  eines  Systems  von 
Gleichungen  verwendet  man  zweckmäßig  einen  Buchstaben  mit  zwei 
Weisern,  von  welchen  der  erste  die  Gleichung,  der  zweite  die  Un- 
bekannte anzeigt,  zu  welcher  der  Coefficient  gehört. 

a)  In    dem  System   von  n  linearen  Gleichungen    mit   n  Un- 
bekannten 

a^iXi -[-^12X2+  •   •   •  +aikXk-j-  .   .   .  +ainXn  +  ai,n+i  =  0 

a2i  Xi -|- a22 X2 -j-  •   •   •  +a2kXk  +  .   .   .  H-agnXn -|-a2,n  +  i  =  0 


au   Xi  -[-  ^i2  ^2  4"    •     •     •    -|-  aik  Xk  -|-    •     •     •    4"  ain  Xn  -f"  ^i,n  -fl  =  0 


Änl  X^  -|- an2  X2 -j—    •     •     •      I     ankXk— p    •     •    •      T~  a-nnXn  ~j~  an,  n  +  1 ü, 

deren  Polynome  mit  u^,  U2,  .  .  .  ui,  .  .  .  Uq  bezeichnet  werden  mögen, 
bilden  die  Coöfficienten  eine  Matrix  von  n  (n  + 1)  Elementen,  welcher 
nur  eine  Zeile  fehlt,  um  quadratisch  zu  sein.  Sie  wird  es  durch  Hinzu- 
ftigung  einer  Zeile  von  Hilfscoöfficienten 

an  +  1,1,    3-04-1,25    •    •    •    an+l,k«    •    •    •    a-n-f-l^nj   8-11  +  1,11  +  Ij 

SO  dass  die  Determinante 
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a 


u 


«»: 


21 


a 
a 


12 


22 


aii        ai2 


ani       an2   • 

an  +  l,ian-f  1,2 


aik 
a2k 


aik 


ain       ai^n  +  i 

a2n  a2,n  +  l 


a 


in  ai^n-f-1 


ank ^nn  an^n-|-l 

an  +  i,k    •     •     .    an  +  l,n  ftn  +  l^n  +  l 


g-ebildet  werden  kann,  in  welcher  die  Unterdeterminanten  der  Elemente 
der  letzten  Zeile  nur  aus  Coefficienten  des  gegebenen  Gleichungssystems 
zusammengesetzt  sind.  Die  Unterdeterminante  An+i^n  +  i  des  Hilfs- 
coefficienten  an+i,n  +  i  bestellt  aus  den  Coefficienten  des  Systems  mit 
Ausnahme  der  constanten  Glieder.  Multipliciert  man  die  Elemente  ihrer 
Colonne  k  mit  Xk,  so  erhält  man: 


An-f  l,n  +  l  Xk  = 


%1    ^12 
&2i    ^22 


•  • 


aii  ai2 


•  • 


ftnl  an2 


ftlkXk    .     .     .    ain 
a2k  Xk    .     .     .    a2n 


aik  Xk  .   .   .  ai, 


ank  Xk    .    .    .   a 


nn 


femer  durch  Transformation  der  Colonne  k,  indem  man  zu  ihren 
Elementen  die  mitXi,X25  .  .  .  Xk_i5Xk4-i,  .  .  .  Xn  multiplicierten  cor- 
respondierenden  Elemente  der  Colonnen  1,  2,  ...  k  —  1,  k  -f-  1.  •  .  •  n 
addiert: 


^11  %2 


An-f  l,n-|-l  Xk  


a-ii  ai2 


.  • 


ftnl  an2 


ai^k— 1  ui  —  ai^n+i  ai^k  +  1  ...  ain 


ai^k— 1  Ui  —  ai^n^i  ai^k+i    .   .  .  a 


m 


an,  k  —  1  Un   an,  n  + 1  an,  k  + 1    •     •     •    a 


nn 


woraus  durch  Zerlegung 
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la,|  .   .   .  ai,k_i   U|  ai,k  +  i 


A„+i,„  +  ,  Xk  = 


.  ai,k-i    Uf  a[,k  +  i 


1    Unan.k. 

f  ai,k  +  , 


■  a(_k_i  aj,n-(-i   ai,k+ 


folgt.  Durch  II  —  k  Vertausehungen  lässt  sich  in  der  zweiten  Determi- 
nante rechts  die  Colonne  k  der  Elemente  ai^n  +  i  an  die  letzte  Stelle 
bringen.  Der  hiebe!  auftretende  Vorzeichenfactor  { — l)''-'^  =  ( — 1}°  +  '' 
geht  durch  Einbeziehung  des  vorgesetzten  negativen  Vorzeichens  in 
{ — l)'''+"+^über,  sodass  die  Determinante  mit  A„_)_i  k  identisch  wird. 
Somit  ist  schließlich,  für  beliebige  Xj,  Xo,  ■  .  .  Xk.  .  .  .  x„  giltig: 


A.  +  ,, 


.  ai  k— 1  Ui  ai  t 


Ist  nun  das  System  s,,  x^.  .  .  .  Xk.  .  .  -  Xn  die  Lösung  des  gegebenen 
Gleich ungsaystema,  demnach  u,  =^0;  Uj=:0; . . .  Un  =  0,  so  verschwindet 
lue  erste  Determinante  rechts  und  es  bleibt 


A.+ 


.+ixi,- 


=  A.+ 


oder 


Setzt  man  k^l,  2  .  .  .  n,  so  crhslt  man 

A„  +  ],„+l'  An  +  l,n  +  l'  An  +  i,„  +  ,  A„+i.„^., 

Die  Werte  der  Unbekannten  ergeben  sich  als  Brtiche,   die  sämmtlich 

den  Nenner   An  +  i.n+i,   hingegen   der   Reihe   nach   die   Unterdetermi- 
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nanten  An+i,!,  An  +  i^e? .  .  .  An+i,n  der  Hilfscoefiicienten  als  Zähler  haben. 
Die  Lösung  kann  auch  in  der  Form 

X|  :  X2 : .  .  .  :  Xk  : .  . .  :  Xn  :  1  =An+i,i :  Ann- 1,2  : .  .  .  :  An+i,k  :  •  •  • 

,  ,  .  '  An-|-l,  n  •  A-n-j-i^n-l-l 

dargestellt  werden. 

Charakteristisch  für  die  Beurtheilung  des  Gleichungssystems  ist 
die  als  gemeinschaftlicher  Nenner  auftretende  Determinante  An+i,n+i. 

Ist  dieselbe  verschieden  von  Null:  An  +  i^n+i^O,  so  sind  alle 
Werte  endlich,  weil  kein  Zähler  unendlich  groß  werden  kann.  Die 
Gleichungen  des  Systems  sind  dann  von  einander  unabhängig. 

Verschwindet  diese  Determinante:  An+i,n-fi=0,  so  müssen  zwei 
Fälle  unterschieden  werden: 

Im  ersten  Falle  sind  alle  Zähler,  ein  Theil  oder  mindestens  einer 
derselben  von  Null  verschieden.  Dann  ergeben  sich  für  alle  Unbekannten 
unendlich  große  Werte  oder  für  einen  Theil  oder  mindestens   für  eine 

derselben.   Den  verschwindenden  Zählern  entsprechen  in  der  Form  ^ 

auftretende,  unbestimmte  Werte;  die  Lösung  ist  der  Relation 

x^  :  X.2  :  .  .  .  :  Xt :  .  .  .  :  Xn  =  An +  1,1  :  An 4- 1^2  :  •  •  •  :  An_j-i^k  :  .  .  .  :  An-f-i^n 

unterworfen.  Das  Auftreten  unendlich  großer  Werte  der  Unbekannten 
deutet  darauf  hin,  dass  Gleichungen  des  Systems  einander  wider- 
spreeben. 

Im   zweiten   Falle   verschwinden   außer   dem   Nenner   auch    alle 
Zähler  der  Lösung:  An  +  i,i  =  0,  An-f  i,a=0,  .  .  .  An  +  i,n  =  0.  Dadurch 

nehmen  alle  Werte  der  Unbekannten  die  Form  ^  an  und  werden  un- 
bestimmt. In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  nicht  mehr  unabhängig 
von  einander,  sondern  es  sind  eine  oder  mehrere  unter  ihnen  die 
Folge  anderer  Gleichungen  des  Systems. 

Beispiele. 

a)  a^^  x^  -j-  ai2  X2  -f-  ai3  X3  -j-  r^^  =  0 

%1  ^1      \     %2  ^2  "T    ^23  ^3     T    ^24  ^^  0 
%l  ^1  "T   %2  ^2      \     ^33  ^3  ~r  %4  ^^=  ^ 


^41  ^42  ^43  ^44 


A^i  Aio 

-^l   A     "  1      "^2   A         1      ^'i 


^43 


A        1      ^2  A        f      ^'i  A 

Ä44  J\^^  ü 


44 


42 
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ß) 


C) 


h 
A 


»1 X  -f  bi  y  +  Ci  z  +  d,  =  0 
suj  X  -|-  bj  y  -)-  Cj  z  -(-  d2  =  0 
äjX  +  b3y4-C3z4-d3  =  0 


•        • 

»4 

•                 •                • 

b4 

1           •           ■ 

•        •        • 

64 

•           • 

Cl4 

•            • 

X 

A4. 

~D4' 

y  = 

-B4. 
"D4' 

z 

C4 
D4 

3x^ 

2y 

16 

—  0 

8x  — 

•           •           * 

5y 

•        • 

+    9 

•           •           •           • 

=  0 

•             • 

£t<] 


b« 


c, 


2 
5 


16 
9 


18  —  80        —62 


B,       — 


3 


y=c.:= 


3         2 

8         5 

3       16  i 

8         9 

—  15  —  16       —31 


2; 


—(27  4-128)  _  155 


8; 


31 


—  31 


=if=^- 


3x  — 7y  =0 

x  +  2y  — 13  =  0 


a. 


5) 


31 


*3'2 


a 


33 


151 

^33 


^32 


'33 


—  7  0 
2  —  13 
3 
1 

3 

1- 

13 


-7 
2 

0 
13 


=  9^7 
13        ' 


_39_o 
-l3~'*- 


4  Xj  —  3  X2  +  5  Xj  —  4  =  0 

6x1  —  5x2  —  2x3-|-5  =  0 
xi   +  X2  +   X3    —  6  =  0 


^41              ^42             ^43             ^44 

• 

«11—      3;  ai2—      8;  a^^  — 

«21  8;    a22 1;    «23 

03^ —     31;  a32         38;  «33 

11 
■  7 
-  2 

X 


1 
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A4,  =  — [-4.(— 3)  +  5.     8    — 6.   3l]  =  134; 
A42  =  — [— 4.(— 8)  +  5.(— 1)  — 6.   38  ]  =  201; 
A„  =  -[-4.    11    +5.(-7)-6.(-2)]  =  67; 
A44  =  [  1  .  31  +  1  .  38  +  1  .  C-  2)  ]  =  67; 

(vgl.  Art.  5,  e). 

_  A4,_134_  _  A4,_201_  _A43_67_i 

-  A44-  67  -'''  ""■'-  Ä44~  67  -'''  ''='-  A4;-67--^- 

H)  2xi+3x2+    x.,-2  =  0 

Xi4-    x,  +  2x.,  +  3  =  0 
4  Xj  -f-  5  X2  +  5  X3  -f- 1  =  0 


*41  *42  *43  *44 

A4i  =  15;  A42  =  —  9;  A43  =  —  3;  A44  =  0; 

Xy  =  <x>\  Xo  =  (X> ;  Xj  =  oo ; 

X«  l  Xo  •  Xo  ^'^^  X  O  t  — —  \j  l  — —  o  ^^^  O  I  ^~~  O  I  ~"~  1.  • 

-rj)  x+y-j-z  —  4  =  0 

x-i-    y-f    z  +  3  =  0 

2x-|-2y-|-3z  — 7  =  0 


• 

»4 

•      • 

•                  • 

b4 

• 

( 

•                  • 

^4 

•            • 

d4 

•            • 

A4 

V; 

B4 

-7; 

Cr- 

=  0; 

D.- 

0; 

X  = 

=  OD 

;  y= 

—  . 

—  (X) 

;  z  = 

0 
"  0' 

x:y: 

z 

7:- 

-7 

:0- 

=  1:- 

-1:0. 

*)  2x  +  3y+    4z  +  l  =  0;   u  =  0 

x-i-2y-i-    3z-|-2  =  0;   v  =  0 

5x-|-8y-i-llz-j-4  =  0-,  w  =  0 

84  b4         C4  d4 

A4  =  0;  B4  =  0;  €4  =  0;  D4  =  0; 

—  ^       _0  0 

X  —  Q  ;  y  —  Q  ;  X  _  Q-; 

—  2u  —  v-f-w  =  0;  v  =  —  2n-|-w 

(eine  Gleichung  Folge  der  anderen). 


*r        » «- 


^••T^i^ 
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h)  Ein  System  von  n  -|~  1  linearen  Gleichungen  mit  n  Un- 
bekannten, kann  nur  dann  bestehen,  d.  h.  eine  Lösung  haben,  i?renn 
mindestens  eine  Gleichung  von  allen  oder  einem  Theile  der  übrigen 
abhängt,  wenn  also  zwischen  den  Coefficienten  eine  gewisse  Beziehung 
besteht.  Diese  erhält  man  durch  Einsetzung  der  Lösung  von  n 
Gleichungen  in  die  übrigbleibende. 

Bei  dem  System 

-)-a22X2  -|-    .     .     .    -|-a2n    ^n  +»2^0  +  1         =0 


^11  ^1 


^il  ^l 


anl  X^  -[~*n2X2  -\-    -     •     •    +  ann  Xn  -(-an^n  +  l         =0 

an-f  1,1  X^ -f- an +  1,2X2  -|-    •     .     .    -|-an  +  l,nXn  -|-an-f-l,n  +  l  =  0 

kann   man  z.  B.    die  Lösung   der  Gleichungen  1  bis  n   mit  Hilfe  der 
Coefficienten  der  letzten  Gleichung  darstellen: 


_Än  +  M- 


;  X2 


An  4. 1^2 


An-f  l,n 


An  +  l,n  +  l  An  +  l,n  +  l  An+l,n-fl 

und  in  diese  einsetzen.  Multipliciert  man  dann  mit  An+i^n+i,  so  folgt 

an  +  1,1  An  +  1,1 -|-an  +  i^2  An  +  l,2-|-    •     •    •    "f"  ^  +  1,» -^»  +  1,«»  "l" 


-|-  an-f  l,n  +  l  An-|-l,n-|-l  =  05 


d.    h. 


a 

a 


11 
•21 


^12 
a22 


ain 

a2n 


ai,  n  -f  1 
a2,n  +  l 


ani        an2  •    • 

an -f  1,1  an +  1,2 


ann  an,  n  + 1 

an  +  l,n  an  +  l,n  +  l 


=  0. 


Die  gesuchte  Beziehung  besteht  also  darin,  dass  die  aus  den 
Coefficienten  der  n  -|- 1  Gleichungen  gebildete  Determinante  ver- 
schwinden muss.  Sie  ist  aus  dem  Gleichungssystem  durch  die  »Elimi- 
nation« der  Unbekannten  hervorgegangen. 


Beispiele. 

a)  Für  das  gleichzeitige  Bestehen  der  Gleichungen 

^11  ^1  1  ^12  ^2  1  ^13  ^^^  ^ 
^21  ^l  "I  ^22  ^2  I  ^3  ^^^  ^ 
^31  ^l     1~  %2  ^2     1     ^33  ^^  ^ 
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ist  erforderlich,  dass 


^11  ^12  ^13 
»21  ^22  ^23 
»31  %2  »33 


=  0. 


ß)  Die  Gleichungen 

a2  X  -f-  bi  y  +  Cj  z  -f  di  =  0 
»3  X  +  bj  y  +  C;,  z  -f  d^  =  0 
a4X  +  b4y  +  C4z4-d4  =  0 

haben  nur  dann  eine  gemeinschaftliche  Lösung,  wenn 

!  a^  bi  c^  dj  I 
»2  ^2  C2  d2  ;  _  Q 

»3  ^3  C3  dg 

a4  b4  C4  d4 

Y)  Die  Gleichungen 

4x  — 3y  +  5z—   4  =  0 
6x— 5y  — 2z-f   5  =  0 

X  -f-  y  -[-  z  —    6  =  0 
X  — 3y-8z4-15  =  0 

können  zusammen  bestehen,  weil 

4—3       5  —41 

I 
I 

=  0. 


6—5—2  ö 
1  11—6 
1—3—8     15 

Irgend  drei  derselben  haben  die  Lösung 

x  =  2;  y  =  3;  z  =  l, 

welche  auch  der  vierten  genügt. 

cj  Das  System 

^i\  Xj^  — |—  a^2  ^2    1" i~  ^1^  ^°^ 

*2l  ^l     I     »22  ^2     I \     *2n  Xn 


0 
0 


»Dl  Xi  -[-  »n2  X2  -[- -f"  *nn  Xq  =  0 

von  n  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  wird 
offenbar  immer  von  der  Lösuno: 


2  — 


=  x„=0 
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befriedigt.  Sind  alle  Gleichungen  von  einander  unabhängig,  so  können 
sie  auch  keine  andere  Lösung  haben.  Letzteres  kann  aber  möglich 
sein,  wenn  zwischen  den  Gleichungen,  also  auch  ihren  Coöfficienten 
eine  Beziehung  besteht.  Eine  solche  kann  auf  folgendem  Wege  ermittelt 
werden:  Man  dividiert  alle  Gleichungen  durch  Xn,  wodurch  sich  das 
System 


a 


11 


+ 


a 


12 


+ 


-f-      ai^n-1— ^     +       ain=0 


X 


n 


an— 1,1  "1"  3.0— 1,2    _     -T 


X, 
Xn 


+  Xn  —  1     j^ 

Xn 


=  0 


ani 


-f-  a 


n2 


"I 


+ 


+  Xn  —  1     I 

-X-n 


a 


nn 


0 


von  n  nicht  homogenen  Gleichungen  mit  den  n  —  1  Unbekannten 


Xn  — 1 


Xn       Xn 


ergibt  welches  nur  bestehen  kann,  wenn  die  Determinante  der  Coeffi- 
cienten  verschwindet.  Multipliciert  man  in  dieser  die  Elemente  der 
Colonne  k  mit  Xk  und  transformiert  sie  dann,  indem  man  die  mit  Xj, 
x.),  . .  .  Xk_i,  Xk-f  1-  ...  Xn  multiplicierten  correspondierenden  Elemente 
der  Colonnen  1,  2,  ^  .  .  k  —  1 ,  k  +  1,  •  •  .  n  zu  ihren  Elementen  addiert, 
so  folgt 


'  ^u  ^12  *   •   •  ai^k— 1 1^1  ai^k-fi  •   •   •  ain 
^21  a22  .   .   .  a2,k— i  112  a2,k-f  1   •   •   •  a2n 


i  ftnl  an2    .     .     .    an,k  — 1  Un  an,k4-l 


.  a 


nn 


=  0 


oder 


Alk  Ui  -|-  A2k  U2  -h  .   .   .  -f-  Aik  Ui  -f-  •   •   •  +  Ank  Un  =  0, 


woraus  zu  ersehen,  dass  dann  eine  Gleichung  die  Folge  der  übrigen 
oder  doch  eines  Theiles  der  übrigen,  daher  überflüssig  ist.  Scheidet 
man  diese  —  es  sei  etwa  die  letzte  —  aus,  so  ergibt  sich  für  die  übrigen: 


'1 


X., 
Xn       Xn 


Xk 
Xn 


Xn—l 


:   1  Anl  '   Anl  '.  .  .  .  I  Ank  •  .  •  '   An,n— 1  '   A. 


nn 


oder 

Xi   I  X.)  '....*,  Xk   I  ...  1  Xn  —  1  •  Xn  -—  Anl  •  'A.n2  •  .  .  •  »  Ank  •  .  .  •  -"-n,  n  —  1  •  -A-mi« 
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Also  lässt  sich  aus  n  —  1  homogenen  Gleichungen  mit  n  Un- 
bekannten das  Verhältnis  der  letzteren  bestimmen.  Ist  jetzt  m  eine 
beliebige  Zahl,  so  stellt  das  System 

xi=mAni',  X2  =  mAn2;  .  .  .  Xk  =  mAnk;  .  .  .  Xn  =  mAnn 

alle  Lösungen  derselben  vor,  deren  Anzahl  unendlich  groß  ist  und  die 
insgesammt  auch  die  n^  Gleichung  befriedigen.  Verschwinden  alle 
Unterdeterminanten  Ani,  An2.  .  .  .  Ann,  so  kann  dies  ein  ^Zeichen  sein? 
dass  die  ausgeschiedene  Gleichung  nicht  überflüssig  war,  sondern  dass 
eine  andere  hätte  ausgeschieden  werden  sollen.  Ist  das  aber  nicht  der 
Fall,   dann  ist  noch  eine  zweite  Gleichung  tiberflüssig  u.  s.  w. 


Beispiele 

a)  Das  Gleichungssystem 

^21  -^1     I     %2  ^2  ^^  ^ 
hat  nur  dann  von  Null  verschiedene  Lösung'en,  wenn 

an  ai2 


^21  ^22 


0. 


Die  erste  Gleichung  gibt 


^= ^^  oder  x^  =:  —  map2;  X2  =  ma^. 


a 


11 


Durch  ^Einsetzung  geht  die  linke  Seite  der'  zweiten  Gleichung  in 

m  B,2i  aj2  "T~  na  a^  j  a22  =  lu  (a^i^  a22  —  a^i  a^2) 

über;   die  zweite  Gleichung  wird  also  befriedigt,  wenn  die  Bedingungsgleichung  erfiillt  ist. 
ß)  Das  Gleichungssystem 

aix4-biy  +  ciz  =  0 

ä2  X  -|-  b2  y  +  C2  z  =  0 
a3X  +  b3y  +  C3Z  =  0 

hat  nur  dann  gemeinsame,  nicht  verschwindende  Lösungen,  wenn 


=  0. 


ai 

bt 

Cl 

a2 

bi 

C2 

»3 

b. 

C3 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  folgt 

X :  y  :  z  =  A3 :  B;, :  C3 


oder 


x  =  mÄ3;  y  =  mB3;  z  =  mC3 

und  weDn  man  in  die  dritte  einsetzt: 

m  (%  Aj  +  b;,  B3  4-  &,  C3)  =  0. 


48 


Erster  Theil.     4.  Abschnitt. 


Y)  Die  Gleichungen 


x4-2y  +  3z  =  0 
5x4-    y-f7z  =  0 


geben 


X :  y :  z  =  A3 :  B3  :  C3  = 


»3         bs 

2  3 

1  7 


c, 


oder 


1  3 
5  7 


1  2 
5  1 


=  11:8:— 9 


x  =  llm;  y  =  8m;  z  =  —  9m. 

S)  Bei  dem  Gleichungssystem 

x+  y  4-2z-}-5u=:0 
2x+y+    z-|-3u  =  0 

x  +  2y+2z4-  u  =0 


findet  man 


A,= 


C,  =  - 


daher 


und 


»4 

1  2  5 
113 

2  2  1 

1  1  5 

2  13 
12  1 


b* 


c. 


d4 


=  -5;  B,= 


=  -ll;D4  = 


12  5 
2  13 

1  2  1 

112 

2  11 
12  2 


=  12; 


=  3; 


y: 


:u  =  — 5:  12:  — 11:3 


x  =  —  5m;  y  =  12m;  z  =  — lim;  u=3m. 
t)  Die  Gleichungen 

2  X,  4-   5  Xj  +      Xj  -|-  3  X4  =  0;  u,  ^  0 

3  Xi  -|-  2  Xj  -f"  5  X3  -]-  X4  =  0;  U2  =  0 
7x1  +  12x2+  7x3  +  7x4  =  0;  113=0 
8  xi  +   9  X2  + 11 X3  +  5  X4  =  0;  Uj  =  0 

können  zusammen  bestehen,  weil 

2  5  13 

3  2  5      1 

7  12  7      7 

8  9  11      5 

Nach  Ausscheidung  der  letzten  Gleichung  findet  man 

X|  :  Xo  :  X3  :  x^  —  -^41  •  ■"■42  *  ■"'43  •     44  —  u  :  u  :  u  •  u^ 

was  auf  eine  zweite  überflüssige  Gleichung  schließen  lässt.  In  der  That  ist 

U3  =  2  Ui  4-  U2;  U4  =  Ui  -f  2  U2. 


=  0. 
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Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  folgt  fllr 

X3  =  a;  X4  =  ß 
Xi  :x2  1x3  :x4=  — (23a  — ß):7(a  — ß):  IIa:  11  ß, 

woraus    sich    bei    beliebigen    a  und   ß    unendlich    viele   Serien    von    Verhältniszahlen 
er<reben. 

16.  Vermischte  Aufgaben.  Bei  verschiedenen  Untersuchungen 
kommt  es  darauf  an,  Ausdrücke  in  solcher  Form  darzustellen,  dass 
srewisse  Eigenschaften  derselben  hervortreten.  Im  nachfolgenden  soll 
gezeigt  werden,  in  welcher  Art  hiebei  die  Determinanten  verwendet 
werden  können. 

aj  Durch  Entwicklung  der  Determinante 

A  = 


^1 

yii 

X2 

y2i 

^3 

y»! 

nach    den  Colonnen  findet  man  die  identischen  Ausdrücke: 

A  =  Xi  (y.^  —  73)  4-  X2  (73  —  y,)  +  X3  (yi  —  y,), 
A  =  yi  (X3  —  X2)  +  y.^  (Xi  —  X3)  -f-  y3  (x.2  —  Xi), 
A  =  (x-i  73  —  X3  y2)  +  (X3  yi  —  xi  y3)  -f  (x^  y.^  —  x.^  yj. 

i)  Durch  directe  Entwicklung  der  Determinante 

1 1  ti  ti^ 


A  = 


1   U^  t^ 
1   t3  t3 


A  = 


=  (t2-ti)(ti,-ti) 


nach  der  ersten  Colonne  findet  man 

A  =  t2  tj  (tj  —  t^)  +  tj  ti  (ti  —  tj)  +  ti  tj  (t2  —  ti). 

Hingegen   durch  Transformation   der   zweiten   und  dritten  Zeile 
1       t,  ti^ 

Ota  — ti  tj^— ti'^i 

1  t^  +  ti 

1    t3+ti 

c)  Entwickelt  man  die  Determinante 

A  =     «.,'   «2  ßi    ß-i' 
'  «3'   «3  ßs    ßs' 

nach   den  Colonnen,  so  findet  man 

BndisaTlfevic  n.  Hikntft    Leitf.  d.  bdbor.  Matb«iii.  I.  Bd. 


tj  — ti      (ti  -  ti)  (ti  +  t,)  j   ^ 
ts-ti      (t3-ti)(t3+t,)! 

=  (t2  — t,)(t3  — t,)(t3  — fcj). 
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«i^ßaPaCa-ißa  — «3  ßi)+a-2'ß3  ßi(«3 ßi -a.  W  +  «3*  ßi  ß2(aiß2— a2ßi), 

«1  ßl  («2  ß3  +  «3  ßj)  («2  ßs  —  «3  ß2)  +  «2  ß2  («3  ßl  +  «1  ß3)(a3  ßl  —«1  ß3)+ 

+  «3  ßs  («1  ß2  +  «2  ßl)  («l  ß2  —  «2  ßl)) 

ßi^a2a3(a2ß3  — «3ß2)+ß2''a3ai(a3ßi  — atß3)+ß3^ai  a2(aiß2— «2ßi)- 
Anderseits  ist  (vgl.  Art.  8) 


ßl       ßl^ 


A  =  ai   V«; 


2 


a.    OL 


2 


ßl  ß^ 

ß3      ßs'^ 
«3    «3^ 

h 

«2 


=  a.  ^  a^^  cf' 


(Pl  _  ßl  Vßs  _  ß,\  /'ß3 _  ß2\ 


-"<-'■)  ■"<-t)-<''i) 


und  schließlich  auch 

A  =  («l  ß2  —  «2  ßl)    («l  ßs  — ^^3  ßt)   («2  ßs  —  «3  ß2)- 

rfj  Wenn  die  Unterdeterminanten  der  symmetrischen  Determinante 


A44  = 


^11  *12  *13 
a-il  9-22  ^23 

%l  %2  ^33 


;  (aik  =  aki) 


mit  «iij  «12,  .  .  .  bezeichnet  werden  und  man  zerlegt  die  Determinante 


A  = 


au— p 


^12 


^13 


a. 


21 


a 


31 


^22         P        ^23 
^32        *33         P 


^11—9    «12  +  0    a,3-fO 

^21     I     ^     «-22  P     3-23     I    ^ 

«31+0   a32  +  0    a33  — p 


(aik  =  aki) 
in  acht  Determinanten  u.  s.  w.,  so  erhält  man  schließlich 

A  =  —  P^  +  (au  +  a.22  +  «33)  p2  —  (a,  i  +  a22  +  «33)  P  +  ^44- 

e)  Wenn 


au  a^2  «13 


1    ai2    8-13  I 

xjL  —    a2i   ^22  a23 '  nnd  -Ai^  —    u  a22  «">3 '  ? 

^31    3-32    «33  0    a32    a33  | 


so  findet  man 


AuAo3=:  ,0 


1 

»12 

ai3 

0 

«22 

»23 

0 

a32  -^33 

»33  -^33  1 
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und  durch  Transformation  der  dritten  Zeile,  indem  man  zu  ihren 
Elementen  die  mit  A13,  A23  multiplicierten  der  ersten  und  zweiten 
addiert 

1       ai2     ai3 

U       a22     a23 

A,3    0       A 

demnacli  (vgl.  Art.  13,  h) 

•^n  -^33      -^13  -^31  ^^  ^22  ^• 
Auf  ähnliche  Art  findet  man 


All  A33  = 


=  a22  A  +  Ai3  A 


31? 


A22    A33 

Ai3  A32  — 

A23  A32 »11  A 

A12  A33 »21  A 

U.    8.    W. 

Ist  nun  aik       Oki,  daher  Aik       Aki;  ferner  A33      0,    so   bestehen 

die   Gleichungen 

Ai3            »22-^1           -^23           ^ll-^l    -^13-^23          »12 '^• 

f)  Gegeben  sei 

^U  ^12  %3  ^14 

1    »12  »13  »14 

A  — 

»21  »22  ^23  *24 
^31  %2  %3  ^4 
»41  »42  »43  »44 

und  All  — 

0  »22  »23  ^24 
0  »32  »33  %4 
U   »42  »43  »44 

• 

Multipliciert  man  die  letzte  2ieile  von  An  mit  A4  4  und  addiert 
dann  zu  ihren  Elementen  die  mit  Au,  A24,  A34  multiplicierten  der 
1.,   2.  und  3.  Zeile,  so  erhält  man 

1      ai2  ai3  a,4 


A-ii  A44  — 


0 


»22  ^23  *24 


—  A  .  aji  -|-  Ai4  A41, 


0      a32  a33  a34 
jAi4  0    0    A 

wo   an   die  ünterdeterminante  von  an  in  A44  bedeutet.  Demnach  ist 

-^U  -^44  -^41  -^14  ^^^  *ll  ^• 

Auf  dieselbe  Art  findet  man 

-^23  -^44  -^24  -^43  =  ^^3  ^ 

U.    S.    W. 

Ist  nun   aik  =  aki,  daher  Aik  =  Aki ;    ferner    A44=0,   so   gelten 

die  Gleichungen: 

4* 
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g)  Wenn 


Ai4            «|jA;Ai4A.24           0^12  A.; 
A24             «22  A;  A14A34           «t3-^i 

-^34                   ^33-^1    -^24-^34                 *23 -^• 

^11  ^12  %3 

i 

A  — 

a2i  a22  a23 

^31  ^32  ^33 

0, 

SO  bestehen  die  drei  homogenen  Gleichungen 

^11  ^n     1"  ^12  -^12    \    ^13  -^13  =^  0? 

^21  -^u   r  ^22  -^12  ~r  ^23  -^13  ^^  0; 

%l  -^11     I     ^32  -^12     I     ^3  -^13  ^^  0 

neben  einander  und  liefern 

-^11  •  -^12  •  -^13  ^^^  -^31  •  -^32  •  -^33  ^^^  -^21  '  -^22  *  -^23 

U.    S.    W. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  leicht  verallgemeinem  und  führt  zu 
dem  Satze: 

Wenn  eine  Determinante  verschwindet,  verhalten  sich  die  Unter- 
determinanten der  Elemente  einer  Reihe  zueinander  wie  die  ünter- 
deterrainanten  der  correspondierenden  Elemente  einer  zu  ihr  parallelen 
Reihe. 


ZAVEITER  THEIL, 

Grundzüge  der  projectivischen  Geometrie. 

T,  Abf^chnitt. 

Grnndbegritte. 

1.  Einleitung.    Die  projectivisclie  Geometrie  setzt  aus  l'unkten. 
Geraden   und  Ebenen   eine  Reihe   einfacher  Gebilde  —  Grundccebüde 


:  und  untersucht  deren  gegenseitige  Beziehungen,  so  wie 
die  Eigenschaften  der  von  ihnen  erzeugten  Gebilde.  Indem  sie  die 
letzteren  wieder  mit  den  Grundgebilden  oder  untereinander  in  Beziehung 
brin^  und  auf  diesem  Wege  atimählich  fortschreitet,  bietet  sie  ein 
Mittel,  geometriache  Wahrheiten  complieierterer  Natur  durch  die  Vor- 
stellnng  zu  erfassen. 

Für  die  pracise  Darstellung  ihrer  Lehren  hat  die  projectivische 
Geometrie  eine  Anzahl  eigenthUmlicher  Begriffe  aufgestellt,  die  im 
folgenden  erörtert  werden  sollen. 

2.  Benenntingen  und  Operationen.  Ein  Punkt  kann  in  einer 
Geraden  oder  in  einer  Ebene,  eine  Gerade  in  einem  Punkte  odi^r  in  einer 
Ebene,  eine  Ebene  in  einem  Punkte  oder  in  einer  Geraden  lio;,'pn.  Von 
Geraden  und  Ebenen  sagt  man  gewöhnlich:  eine  Gerade  geht  durch  einen 
Punkt,   eine  Ebene  geht  durch   einen  Punkt  oder  durch  eim.'  Gerade. 

In  den  geometrischen  Gebilden  treten  Punkt,  Gerade  und  Ebene 
als  Elemeote  oder  als  Träger  von  Elementen  auf.  Im  ersteren  Falle 
sind  sie  die  Bestandtheile  des  Gebildes  und  werden  für  sich  allein 
gedacht,  während  sie  im  letzteren  Falle  für  die  Zusammenfassung  eines 
Complexes  von  Elementen  zu  einem  Gebilde  dienen. 

Aus  einem  Punkte  wird  ein  System  von  Punkten  und  Gernden 
durch  die  Geraden  und  Ebenen  »projiciert»,  welche  ihn  mit  den  Punkten 
nnd  Geraden  des  Systems  verbinden.  Die  G«samraheit  der  prolif-ierenden 
Geraden  und  Ebenen  heißt  der  »Scheint  des  Systems. 


^^i 


(  ■  n 
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JA 


rl. 


•fr- 


Aus  einer  Geraden  wird  ein  System  von  Punkten  durch  die 
Ebenen  projiciert,  welche  sie  mit  den  Punkten  des  Systeriis  ver- 
binden. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  und  Geraden,  nach  welchen  ein 
System  von  Geraden  und  Ebeneü  von  einer  Ebene  geschnitten  wird, 
heißt  ein  »ebener  Schnitt«  oder  kurzweg  »Schnitt«  des  Systems.  Mit 
diesem  Namen  bezeichnet  man  auch  die  Gesammtheit  der  Punkte,  in 
welchen  ein  System  von  Ebenen  oder  Geraden  von  einer  Geraden  ge- 
troffen wird. 

Ein  Punkt  ist  der  Träger  aller  Geraden  und  Ebenen,  die  in  ihm 
liegen  (durch  ihn  gehen).  Ebenso  ist  eine  Gerade  oder  Ebene  der 
Träger  aller  Punkte  und  Ebenen  oder  Punkte  und  Geraden,  die  in 
ihr  liegen. 

3.  Grundgebilde.  Man  unterscheidet  Grundgebilde  erster,  zweiter 
und  dritter  Stufe. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  einer  Geraden  heißt  eine  »Punkt- 
reihe«. Die  Punkte  sind  die  Elemente,  die  Gerade  ist  der  Träger  der 
Punktreihe. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden  eines  Punktes,  die  zugleich  in  der- 
selben Ebene  liegen,  heißt  ein  »Strahlenbüschel«.  Die  Geraden  sind 
die  Elemente  des  Strahlenbüschels  und  werden  als  solche  »Strahlen« 
genannt.  Als  Träger  des  Strahlenbüschels  kann  nach  Umständen  der 
Punkt  (Mittelpunkt)  oder  die  Ebene  gelten. 

Die  Gesammtheit  der  Ebenen  einer  Geraden  heißt  ein  »Ebenen- 
büschel«. Die  Ebenen  sind  die  Elemente,  die  Gerade  ist  der  Träger 
(die  Axe)  des  Ebenenbüschels. 

Durch  Projection  einer  Punktreihe  aus  einem  Punkte  oder  einer 
Geraden  entsteht  ein  Strahlen-  oder  ein  Ebenenbtischel,'  das  offenbar 
ebensoviel  Elemente  hat  wie  die  Punktreihe.  Man  kann  daher  allen  drei 
Gebilden  die  gleiche  Anzahl  von  Elementen  zuschreiben,  sie  auf  eine 
Stufe  stellen  und  nennt  sie  die  »Grundgebilde  erster  Stufe«  oder  auch 
die  »einförmigen  Grundgebilde«. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  heißt  das 
»ebene  System«.  Die  Ebene  ist  der  Träger  des  ebenen  Systems  und  wird 
als  solcher  auch  das  »Feld«  genannt.  Denkt  man  das  ebene  System 
bloß  aus  Punkten  oder  bloß  aus  Geraden  bestehend,  so  kann  ihm 
der  Name  »Punkt-  oder  Strahlenfeld«  gegeben  werden. 

Die  Gesammtheit  der  Strahlen  und  Ebenen  eines  Punktes  heißt 
ein  »Strahlen-  oder  Ebenenbündel«,   dessen   Träger  (Mittelpunkt)  der 
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Punkt  ist.  Man  kann  dieses  Gebilde  auch  allgemein  als  »Bündel«  be- 
zeichnen und  die  Gesammtheit  der  Strahlen  eines  Punktes  ein  Strahlen- 
bündel, die  Gesammtheit  der  Ebenen  eines  Punktes  ein  Ebenenbtindel 
nennen. 

Der  Schein  eines  ebenen  Systems  aus  einem  außerhalb  seines 
Trägers  liegenden  Punkte  ist  ein  Strahlenbtindel.  Beide  haben  daher 
gleich  viel  Elemente  und  können  auf  dieselbe  Stufe  gestellt  werden.  Da 
aber  das  erste  unendlich  viele  Punktreihen  und  Strahlenbtischel,  das 
letztere  unendlich  viele  Strahlen-  und  Ebenenbüschel  enthält,  stehen  beide 
auf  einer  höheren  Stufe  als  die  einförmigen  Gebilde.  Man  nennt  sie 
deshalb  »die  Grundgebilde  zweiter  Stufe«. 

Der  unbegrenzte  Raum  mit  allen  in  ihm  enthaltenen  Punkten, 
Geraden  und  Ebenen  heißt  das  »räumliche  System«.  Dieses  enthält 
unendlich  viele  Grundgebilde  erster  und  zweiter  Stufe  und  wird  des- 
halb das  »Grundgebilde  dritter  Stufe«  genannt. 

In  allen  Grundgebilden  sind  Geraden  und  Ebenen  unbegrenzt,  die 
Elemente  starr  und  unveränderlich  miteinander  verbunden  zu  denken. 

4.  Unendlich  ferne  Elemente.  Zwei  Geraden  einer  Ebene 
schneiden  sich  entweder  in  einem  Punkte  oder  sie  sind  parallel.  Es 
bietet  Vortheile,  diese  beiden  Aussagen  in  eine  einzige  zusammenzufassen, 
indem  man  im  letzteren  Falle  sagt,  die  Geraden  schneiden  sich  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte.  Denkt  man  eine  der  Geraden  um  einen  in 
der  Ebene  außerhalb  der  zweiten  liegenden  Punkt  gedreht,  so  entspricht 
jeder  ihrer  Lagen  ein  einziger  Schnittpunkt  auf  der  zweiten  Geraden. 
Wenn  die  sich  drehende  Gerade  zur  zweiten  parallel  wird  und  es  soll 
dieser  Lage  auch  ein  Punkt  der  zweiten  Geraden  entsprechen,  so  muss 
derselbe  in  unendlicher  Entfernung  liegend  gedacht  werden;  und  weil 
durch  den  Drehungspunkt  nur  eine  solche  Parallele  möglich  ist,  wird 
jeder  Geraden  ein  und  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt  zugeschrieben, 
dem  ein  anderer  Punkt  sich  zu  nähern  strebt,  gleichviel  nach  welcher 
Seite  er  sich  in  der  Geraden  bewegen  möge. 

Ahnliche  Erwägungen  über  zwei  sich  schneidende  oder  parallele 
Ebenen  führen  darauf,  in  jeder  Ebene  eine  unendlich  ferne  Gerade 
anzunehmen,  die  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  enthält. 

Eine  Folge  davon  ist  schließlich  die  Annahme,  dass  alle  unendlich 
fernen  Punkte  des  Raumes  in  einer  Ebene  liegen.  Diese  wird  nämlich 
von  jeder  Geraden  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  und  von  jeder 
Ebene  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten. 

Die  unendlich  fernen  Elemente  werden  auch  als  »uneigentlichc«  bezeichnet. 
Sie  entziehen  sich  der  Anschauung,  führen  aber  in  der  Anwendung  nicht  nur  zu  keinem 
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jjg  Zweiter  Theil,     1.  Abachnitt. 

WiJorKpruch,  sondern  sind  für  dco  Aufbau  der  projecti vischen  Geometrie  von  gro&eui 
Nulr.pit,  indem  sie  ^statten,  Sätze  allgemein  auBzuspreclien,  ebne  Ausnahmen  BnführeD 
zu  milsseD;  verscbicdene  Sät/e  in  einen  Satz  zuwunmeniiuziehen ;  Gebilde  in  bestttitiide 
<!rii]ipen  einzureihen  u,  a,  w.  Ein  Beispiel  mügs  dies  erläutern: 

MiJireru  parallele  Geraden  haben  äie  Kichlun);  oder  einen  unendlich  (ernen 
Punkt,  mehrere  parallele  Ebenen  die  Stellung  oder  eine  unendlich  ferne  Gerade  ge- 
meinsam. Demnach  wird  eine  Richtung'  durch  einen  unendlich  fernen  Funkt,  eine 
StollunfT  durch  eine  unendlich  ferne  Gerade  vortreten.  Die  Einführung  der  »uneigent- 
liehen:  Elemente  erlaubt  nun,  eine  Schar  paralleler  Geraden  als  ein  Strahlenbflndil 
oder  -Büschel,  die  Schar  paralleler  Ebenen  als  ein  Ebenen bUschel  anzusehen  und  xn 
Ix'handL'lii. 

5.  DaB  Beziehen  der  Grundgebilde  aufeinander.  Die  Grrundlage 
aller  lietrachtungen  der  projectiviachen  Geometrie  bilden  die  Beziehungen 
der  Gmadgebilde  zueinander.  Zwei  Gebilde  sind  aufeinander  >bezogen«, 
wenn  jedem  Elemente  des  einen  ein  Element  des  anderen  derart  zu- 
gewiesen ist,  dasa  einer  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des 
einen  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  anderen  entspricht. 
Zwei  solcbe,  zueinander  gehörige  Elemente  heißen  »einander  ent- 
sprechende» Elemente.  Es  ist  klar,  dasa  auf  diese  Art  nur  Gebilde 
gleicher  Stufe  aufeinander  bezogen  werden  können. 

Am  anschaulichsten  stellt  sich  die  Beziehung  zwischen  zwei 
GruuLigebilden  dar,  wenn  das  eine  ein  Schein  oder  Schnitt  des  anderen, 
oder  wenn  beide  Scheine  oder  Schnitte  eines  dritten  Gebildes  sind. 
Im  ersten  Falle  entspricht  jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  jenes 
Element  des  anderen,  dessen  Schein  oder  Schnitt  es  ist.  Im  zweiten 
Falle  entspechen  einander  solche  Elemente  der  beiden  Gebilde,  welche 
von  demselben  Elemente  des  dritten  Gebildes  Scheine  oder  Schnitte  sind. 

■ftd         B  PkthABCD  mPkteSpi 

t     I  S      hl     büflcb  1       ddes         -tdbh         dPkth       Sdd 

-,11  bd  dSch         dPfctABfD  phtdmPk 

Ad        toht        dmPktBd      b      blb 

SddPkhABCU  dABTD  Hhttd  ssilb 

Sllbilhl       bd  dig        dPktd       U  fd  tpid 

b         h     I       S  rahl      d      B(i3Cb  1        lA         dA         t       B         dB        fb 
U[h  ddPkA         dAB         dB 

Wrd  Srahlbhlbd  mPkt&dhdEV 

hUhlT  d  pjrtddEb  dhd       btrahl       d      Eb 

d      h  d       St    hl  b  g  ht  t  pre  I  h  d        b       d  ß 

\hhdhl(p  dPj  d&hd  gb 

1         f         dbzt^         GbldMg  B  PkthABCD 

PkdhdShIbühlbd  pj         t,l 

bd  h  PkthABCD  erh  d  wdus 

and  b    ad      d      h   d      Eb         bUsch  1t  p    j       rt  d  dfts 
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letztere  auf  die  Punktreihe  AB  CD  .  .  .  derart  bezogen,  dass  sich  die  Elemente  A 
und  «,  B  nnd  ß  u.  s.  w.  entsprechen.  Man  hätte  dieses  Verfahren  noch  beliebig'  weit 
ausdehnen  und  auf  diese  Art  eine  Reihe  von  Grundg'ebilden  erhalten  können,  von 
welchen  irg-end  zwei  »aufeinander  bezogen«  sind. 

Zwei  Strahlenbündel  als  Scheine  desselben  ebenen  Systems  erscheinen  derart 
aufeinander  bezogen,  dass  sich  je  zwei  Strahlen  oder  je  zwei  Ebenen  entsprechen, 
die  Scheine  desselben  Punktes  oder  derselben  Geraden  sind.  Es  entsprechen  einander 
aber  auch  je  zwei  Strahlen-  oder  Ebenenbilschel,  wenn  sie  Scheine  derselben  Punkt- 
reihe oder  desselben  Strahlenbüschels  sind.  Analog  sind  zwei  ebene  Systeme  als 
Schnitte  desselben  Strahlenbündels  aufeinander  bezogen.  Endlich  können  durch  wieder- 
holtes Projicieren  und  Schneiden  ganze  Reihen  von  Gebilden  zweiter  Stufe  abgeleitet 
werden,  von  welchen  irgend  zwei  aufeinander  bezogen  erscheinen. 

In  allen  diesen  Fällön  kann  es  sich  ergeben,  dass  einem  uneigentlichen  Elemente 
devS  einen  Gebildes  ein  eigentliches  Element  des  anderen  entspricht.  Ohne  Annahme 
der  uD  endlich  fernen  Elemente  würden  hier  Lücken  unvermeidlich  sein. 

6.  Das  Gesetz  der  Reciprocität.  An  geometrischen  Aussagen 
kann  die  Wahrnehmung  gemacht  werden,  dass  aus  denselben  andere, 
ebenso  richtige  Aussagen  hervorgehen,  wenn  man  darin  die  Worte 
Punkt  und  Ebene,  ferner  überhaupt  alle  Ausdrücke,  welche  mit  diesen 
Begriffen  zusammenhängen,  untereinander  vertauscht;  jene  hingegen, 
die  Geraden  betreffen,  ungeändert  lässt  oder  nur  durch  gleichbedeutende, 
aber  besser  passende  Ausdrücke  ersetzt. 

Zur  Erläuterung  mögen  folgende  Beispiele  dienen,  worin  die  zu 
vertauschenden  Ausdrücke  übereinander  gestellt  sind,  so  dass  bloß  die 
oberen  oder  bloß  die  unteren  gelesen  werden  sollen. 


,  J  Punkte  1  ,     . .  /  eine  Ebene   \     7     •   /  Punkte  1 

l  Ebenen  /  l  einen  Punkt  J  *  l  Ebenen  j 


Drei  l  C     """  ^  bestimmen^  T""  'CT"""    k    Zwei  i  "^  ""  \  be- 

f  Verbindungslinie 


.      r^       t  1.  t   M       I  Verbmdunorslmie  ] 

stimmen  eine  Uerade,  nämlich  ihre  <       n  1    ..  i-  .  /• 

l       fechnittlmie       J 

f  Ein  Punkt  \        ,     .  .  ,.    •      f  ihm  )  ,.         i     i-.       j     1 

IT?"       TTK        I  ^       ^^^^   nicht   m  <    .,      >  liegende  (ierade    be- 

/     eine  Ebene,  welche   1  ,    . ,  , 

stimmen  J     .         t^     ,  /       i  i       ?  beiden  anffehört. 
(  einen  Punkt,  welcher  j  ^ 

„     .  ^       ,         T      f  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  \  , 
Zwei  (jreraden,  die   <       .      ^       .      ,    «,.  ,      ^-,1  r  besitzen, 

l     eine  gememschaitliche  Ebene     J 

,  ,  ,    r    eine  Ebene    \ 

naben  auch  <     .         ^     ^  .   }  ffemem. 
l  einen  Punkt  j  ^ 


Die   Gesammtheit   der 

Punktreihe     1 
Ebenenbüschel  ) 


{ 


Punkte 
Ebenen 


}. 


einer   Geraden   heißt 


{ei: 
ei 


eine 
ein 
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Zweiter  Theil.    1.  AbBchaltt. 

Die  Gesammtheit  der  \  ,„  ,  und  Geraden  {    .       _     ,       \ 

\  hbenen  I  (  einen  runKtes  I 

,    ,^  t  ebenes  System  l 

'""'■'  ""'  i  StfUenbündel  1" 

Dieser  Erscheinung  liegt  das  Gesetz  der  >Reciproeität«  oder 
•  Duy.liiat'  zugrunde,  nach  welchem  sich  im  Räume  Punkt  und  Ebene 
gegenüberstehen,  'reciproke»  Begriffe  sind.  Der  Geraden  hingegen 
steht  wieder  die  Gerade  reeiprok  gegenüber,  was  damit  erklärt  werden 
küim,  dass  dieselbe  zwei  Punkte  (als  Verbindungslinie)  oder  zwei 
Ebenen  (als  Schnittlinie)  gleichsam  zu  vertreten  vermag.  Durch  das 
Gesetz  der  Reciprocität  wird  der  Stoff  der  projecti  vischen  Geometrie 
in  zwei  einander  gegenüberstehende  Gruppen  getheilt,  deren  eine  sich 
aus  der  anderen  ergibt. 

Bei  Gebilden  einer  Ebene  treten  nur  Punkte  und  Geraden  als 
Elemente  auf,  während  die  Ebene  als  Element  entfilllt.  Hier  sind  Punkt 
und  Gerade  reciproke  Begriffe,   wie   aus   folgenden  Beispielen  erheUt: 


',    „        ,       1  einer  riueue    uesummeu  ■;    .         -n     >     i- 
(  Geraden  )  { emen  Punkt  I 

Eine  ebene  Curve  kann  als  der  Inbegriff  aller  ihrer  ■!„,  , 

(langentenj 

aufeefasst  werden.  Bewegt  sich  {     .      „  >  auf  der  Curve  gegen 

^  "  \  eine  Tangente )  °  ° 

f   einen  festen  Punkt  »  ■  i>    f    ■  l>  /  *^'^  Verbindungslinie»,    ., 

i  eine  feste  Tangente  /'  I     der  Schnittpunkt     / 

(         der  Tangente  in  dem  festen  Punkte        l        ,  _  ,,       , ,-  nt-  i 
i         D    »i.  I .    ■    j     r    .      H'  .    (  ""^  *^ällt  schließlich  mit 

(dem  Berüiirungspunkte  m  der  testen  langente) 

(  derselben  ] 
l  demselben  I 


\  zusammen. 


Bei  Gebilden  eines  Punktes  (im  Strahlenbündel)  treten  hingegen 
nur  Gerade  und  Ebene  als  Elemente  auf  und  stehen  sieh  reeiprok 
gegenüber,  während  der  Punkt  entfällt: 

„     .  f  Strahlen  I   ,       .  (  eine  Ebene   | 

^""^^i    t-u  f  bestimmen'^    .  ,,    . 

'    Ebenen   '  I  einen  btranl  I 

Eine  Kegelfläche  kann  als  Inbegriff  aller  ihrer  ■!  „  °     i  i 

"  "  I  iangentenebenen  I 

anfgeftsst  werden  u,  s.  w. 
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7.  Vielecke  und  Vielseite;  Vielkante  und  Vielflache.  Besonders 
deutlich  tritt  die  Reeiprocität  hervor  bei  den  Vielecken  und  Vielseiten. 
In  der  Geometrie  der  Alten  wird  bloß  das  Vieleck  betrachtet,  worunter 
man  ein  durch  gerade,  aufeinander  folgende  Linienstücke  begrenztes  Stück 
der  Ebene  versteht  und  verschlungene  Figuren  in  der  Regel  ausschließt. 
In  der  projecti vischen  Geometrie  werden  einfache  und  vollständige 
Vielecke  unterschieden,  zu  welchen  als  reciproke  Figuren  die  einfachen 
und  die  vollständigen  Vielseite  treten.  Verschlungene  Figuren  sind  nicht 
ausgeschlossen  und  die  Geraden  sind  unbegrenzt  gedacht. 

f  n-Eck  1 
a)    Man   versteht   unter   einem   einfachen   ebenen  <       n  •    /  ein 

l  n-Seit  J 

System  von  n  {  p       j        \  einer  Ebene  —  in  gegebener  Reihenfolge 


—  und  den 


»{ 


Geraden  oder  Seiten        \        ,  ,  .  -       n  • 

^     ,  IT-.!         1  .       r-  welche  le  zwei  auiein- 

Jrunkten  oder  Eckpunkten  )  *^ 

Punkten 


j       r  ^       j       I  l^unkten  1  .    , 

ander  tolgenden  ^  p       ^        ]  gemeinsam  smd. 


Ist   insbesondere   n   eine   gerade   Zahl,   so   nennt   man   einander 

(n  V°  /n  V®° 

9  "H  1  I    5  ^^^  2.  und  I  —  -|-  2  I    etc. 

(n  V®  /n  V® 

-^  -\-  l\    ,  die  2.  und  I  —  -[-  2  I    etc.  Seite. 


">i 


{n-Eck  ) 
^  .     >  versteht   man    ein 

System  von  n  <   ^       ,      >  der  Ebene  mit  ihren  sämmtlichen  <  ^  ,    . 
-^  {  Geraden  J  l  Schnitt- 

bindunffslinienl        i  i     j.     f     Seiten     ]   _,  „  ^^.    ,.         fn-Eckes 

,  >,  welche  die  <t^  ,         ,      >  des  vollständigen  <      o  •.  o 

punkten       j'  (Eckpunkte  j  ^       (  n-Seites  J 


bilden  und  deren  Zahl 


Q)  beträgt. 


Die  wichtigste  Rolle  spielen  die  Vierecke  und  Vierseite,  welchen 
deshalb  eine  besondere  Beschreibung  gewidmet  werden  soll. 


■fi 


M 


Ein  vollständiges <^.        .  >  besteht 


aus  vaer 


rEckp  unkten  A,  B,  C,  D 
1       Seiten  a,b,c,d 
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(Fie.  1)1        ,  ,      ,    .  Ti  .  (Geraden  £■.  gl',  ff, e'^.  ff-,g.,'. 

(Fig.  2)).  "•■'">■■'  ■""'  P""'  gemem..mer  {j,,,^^,p%°.'f^lV  ^'J^ 


drei  i 


Schnittpunkte  Q^Qj,  Q3  1 

Verbindungslinien  q,,q2,  q^f 

Diaffonalpunkte  l  ,  „         .-        i   Viereckes  1    ,    .„ 

Dkfonllen      r«"  ™""^°'^'S'°  i    Viersete.  )    ■"»"»■      ^ie 

(  Verbindunirslinien  q,  q,.  q.,|  ,     ,  ,  1    Diagonalen       1 

1   iz  1    -,.       1  ,     ,^    X    A     Wer  letzteren  nennt  man  J  ,^.    ^    ,         ,1 
I  bclmittpunkte  Qi,  Q^,  Q;,  /  \Diagonalpunkte/ 

n  11.,,    1-       (  Viereck)  ,    j         ■  r    u     (Vierecke  AH  CD 

Das  volJstKndifre  i  ,,.        .    }  enthillt  drei  einfache  ■!,,.., 

(   Vierseit  )  l   Vierseite  ab  cd 


i'T^IJX»^ 


Zweiter  ITioil.  2.  Abschnitt.    Untersuch,  d.  Grundgebilde  erster  Stufe  etc.         gl 


ABDC  und  ADBC  \  ( 

a  b  d  c  und  a  d  b  c     i '  l 

selten  i    ,         „        ,.         (  Viereckes 


}y 


•  T^        I  Geffen- 
zwei  Jraar  '        ^ 


punkte  I 


y  des  vollständigen  < 


Seiten 
Eckpunkte  i  *'"  """*  \  Gegen- 

\  sind.     In   {  J^.^7  ^i^T'^*^- 
}  ^    leder  Diagro- 


Vierseites 


jeder  Diag 

punkte)  ,.  .     ^        f     Diagonalen     1       ,    .    t>        f  Gegenseiten 

^      ,      >  liefft  em  raar  <^.      °  ,       ,     >  und  ein  raar  {^  ,  , 

nale    J  l  Diagonaipunktel  IGegenpunkte 

von  welchen  das  eine  Paar  durch  das  andere  getrennt  wird. 

b)  Den  Vielecken  und  Vielseiten  in  der  Ebene  stehen  die  Viel- 
kante und  Vielflache  im  Strahlenbündel  gegenüber,  welche  durch  Pro- 
jection  der  ersteren  aus  einem  beliebigen,  nicht  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Punkte  erhalten  werden  können,  wie  auch  ihre  Beschreibung  aus  jener 
der  entsprechenden  ebenen  Figuren  leicht  abgeleitet  werden  kann. 


M 


2.  Abschnitt. 

Untersuchung  der  Grundgebilde  erster  Stufe,  ihrer  Eigenschaften 

und  gegenseitigen  Beziehungen. 

8.  Die  Punktreihe.  Zwei  Punkte  A  und  B  einer  Punktreihe 
bestimmen  die  Strecke  AB.  Die  Punkte  B  und  A  bestimmen  die 
Strecke  BA.  Durchläuft  ein  Punkt  zuerst  die  Strecke  AB  und  dann 
die  Strecke  B  A,  so  gelangt  er  wieder  zu  jenem  Punkte,  von  welchem 
er  ausgegangen.  Dieses  kann  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden, 
dass  man  AB  undB  A  als  entgegengesetzt  gleiche  Größen  ansieht,  so  dass 

AB  =  — BA  und  AB  +  BA  =  0. 
Unter   dieser  Voraussetzung   gilt  für  drei  Punkte  A,  B,  C  immer 
die  Beziehung 

AB  +  BC  =  AC  oder  AB  +  BC  +  CA  =  0, 
mag  sich  der  Punkt  C   innerhalb  oder  außerhalb  der  Strecke  A  B  be- 
finden. Daraus  folgt  auch,  dass  für  drei  beliebige  Punkte  L,  M,  N  stets 

MN=:LN  — LM. 
wie  immer  dieselben  in  der  Geraden  liegen. 

Bei  irgend  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  ist 

AB+BC=AC 

AD=AB+BD 
nnd  daraus  folgt 

AB.AD-f  BC.AD  =  AC.AB  +  AC.BD, 
AB(AD  — AC)  +  BC.AD  — AC.BD  =  0 


--«V* 


r  Theil.     2.  Abschnitt. 


oder 


AB.CD  +  BC.AD  +  CA.BD  =  0. 
In  der  projectiviBclien  Geometrie  wird  die  Lage  eines  Pnnktes  C 
durcli  ila3  sogenannte  Streckentheilverhältnis  in    Bezug  auf  zwei  feste 
Punkte  A  und  B,  welche  Fundameotalp unkte  heißen,  bestimmt.  Es  ist 
das  Verhältnis  seiner  Abstände    von   den  beiden  Fundamentalpnnfcten, 
wobei    immer   eine   bestimmte    Reihenfolge   der    letzteren   festgehalten 
wird.  Dasselbe  wird  symbolisch  mit  (ABC)  bezeichnet,  so  dass 
AC 
'  BC 


(ABC)  = 


I  )a8  Streekentheilverhältnia  iat  hinreichend,  um  den  Punkt  daraus  zu 
cnnsti-uteren.  Zunächst  ist  klar,  dass  es  positiv  oder  negativ  sein  mnss,  je 
nachdem  C  außerhalb  oder  innerhalb  der  Strecke  A  B  lie^.  Sein  absoluter 


Wert  ist  größer  oder  kleiner  als  die  Einheit,  je  nachdem  C  nSher  an  B  oder 
näher  im  A  liegt.  Die  Construction  erfolgt,  indem  man  durch  die  Fanda- 
mentalpunkte  zwei  Parallelen  zieht,  die  entsprechenden  Verhaltniszahlen 
aufträgt  und  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  der  so  erhaltenen 
Punkte  mit  der  Geraden  aufsucht.  Das  Auftragen  geschieht  nach  der- 
selben iider  nach  entgegengesetzten  Seiten,  je  nachdem  der  Punkt  C 
außerhalb  oder  innerhalb  der  Strecke  AB  liegt.  In  Fig.  3  ist  die 
(.'onstruetion  der  Punkte  mit  den  Streckentheilverhflltnissen 

3E}=:-  ^;  (ABF)  =  --| 
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dargestellt.  Für  den  Halbierungspunkt  M  der  Fundamentalstrecke  A  B 

ist  offenbar  (ABM)= — 1,  während  für  den  unendlich   fernen  Punkt 

U  der  Geraden  (A  B  U)  =  +  1  ist. 

Zwei  Punkte  C  und  D  sind  zu  den  Fundamentalpunkten  A  und  B 

harmonisch,  wenn  die  Streckentheilverhältnisse  entgegengesetzt   gleich 

sind: 

(ABC)  =  — (ABD). 

Die  Punktepaare    A.  B   und  CjD    die   einander  immer  trennen, 
werden  harmonisch  conjugierte  Punktepaare  genannt.  Die  Construction 

derselben  zeigt  Fig.  4  für  (A  B  C)  =  -^  und  (A  B  D)  =  —  ^ .  Für  harmo- 


-  «Vi 


m 


Fijr.  4. 


J5 

•»-3 


niseh  conjugierte  Punktepaare   bestehen   außer  der   Beziehung,    durch 

welche  sie  definiert  wurden,  noch  andere  Relationen,  deren  wichtigste 

hier  angeführt  werden  soll. 

Ist  M  (Fig.  4)  der  Halbierungspunkt  der  Fundamentalstrecke  A  B, 

so  folgt  aus 

AC  __  AD 

BC~       BD' 

wenn  die  Abstände  sämmtlicher  Punkte  von  M  eingeführt  werden: 

MC  — MA__MD~MA 
MC  — MB~      MD  —  MB 

oder,  weil  MA  =  —  AM;  MB  =  AM 
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ferne  Punkt  der  Geraden  ; 


mo+am_     md+am 
m"c~äSi~  "mi>— am' 

woraaB  sich  nach  entsprechender  Reduction  ergibt: 

MC.  MD  --AM'  =BM'. 
Dem  Halbierungapunkte  der  Fundamental  strecke  entspricht  der  nnendlicli 
"     '      "       "       '  i  eonjugierter  Punkt. 

9.  Das  StraUen- 
büschel  nnd  das  Ebe- 
nenbnschel.  Zwei 
Strahlen  a  und  b  eines 
Strahlenbüschels  be- 
stimmen den  Winkel  ab. 
der  dem  Winkel  ba 
entgegengesetzt  gleich 
ist,  so  dass 

a  b  ^  —  b  a  und 
ab  +  ba  =  0. 
Die  Lage  eines 
Strahles  c  wird  durch 
das  sogenannte  Sinus- 
theilverhaltnis  in  Bezug 
auf  zwei  Fundamental- 
strahlen a  und  b  be- 
stimmt. Bezeichnet  man 
dieses  symbolisch  mit 
(abc)  so  ist 


{abc)  = 


n  ac 
n  bc' 
Aus  seinem  Sinas- 
theilverhältnis  kann  eiu 
Strahl  leicht  construiert 
werden,    weil   die  Ab- 
*         '  stände  irgend  eines  sei- 

ner Punkte  von  den 
Fundamentalstrahien  proportional  sind  den  Sinus  der  Winkel,  welche  der- 
selbe mit  den  Fundamentiilstrahlen  bildet:  man  hat  daher  nur  nöthig, 'in 
entsprechenden  Abstanden  Parallele  zu  den  Fundamentalstrahlen  zu  ziehen 
und  hiebei  das  Vorzeichen  des  Sinustheilverhaltnisses  zu  berücksichtigen. 
In  Fig.  6    sind   die  Strahlen  mit   den  T  heil  Verhältnissen   (abc)  =  -'; 


(«bd): 


üatersuchnng  der  Gruadg^bililc 


^(abe)  =  -4;(abf)  =  ~- ^ 


1 


I  constrniert.     Für  den 


5'  ^  3^  '---'  4~        2  ' 

Strahl   m,  welcher   den    Fandamental winket   ab  halbiert,   ist   offenbar 
(abai)=  — 1  und  für  jenen  m,  des  Kebenwinkcls  (abm,)  — +  1. 

Zwei  Strahlen  c  nnd  d  sind  zu  dt-n  Fundamentalstrahlen  a  und  b 

harmonisch,  wenn  ihre  Sinustheilverhältnisae  entgegengesetzt  gleich  sind: 

(abc)  =  — (abd). 

Die  Strahlenpaare  a,  b  nnd  c,  d,  die  einander  gegenseitig  trennen. 

werden  harmonisch  eonjugierte  Strahlen p:kire  genannt.  Die  Conatruction 

derselben  zeigt  Fig.  6  fUr  (abc)= 


Fig.  B. 


ind  (abd)  =  - 

Die  Winkelhal- 
bierungsstrahlea  m  und 
m,  sind  zu  den  Funda- 
mentalstrahlen a  und  b 
harmonisch. 

Die  Bestimmung 
eines  Strahles  im  Strah- 
lenbUschel    durch    das 

SinuBtheilverhältnis 
kann  direct  auf  die  Be- 
stimmung einer  Ebene 
imEbenenbllachel  über- 
tragen werden,  indem 
man  hiebei  die  Winkel, 
welche  die  Ebenen  mit 
einanderbilden,  in  einem 
Normalstrahlenbüschel  misat  —  dem  Scbnitt  des  EbenenbUschels  mit 
irgend  einer,  zu  seiner  Axe  senkrechten  Ebene.  Demnach  bedeutet 


(«ßT)  = 


u?v 


das  Sinustheilverhftltnis  der  Ebene  y  in  Bezug  auf  die  Fundamental- 
ebenen  a  und  ß.  Zu  den  letzteren  sind  die  Ebenen  -f  und  ö  harmonisch, 
wenn 

(aßY)  =  — (^ß5). 

10.  Einförmige  Grundgebilde  in  perspectivischer  Lage.  Die 

zwischen  den  einförmigen  Grandgebilden  bestehenden  Beziehungen 
lassen  sich  leicht  aus  der  perspectiviecben  Lage  derselben  ableiten.  Es 
liegen  perspectivisch: 
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a)  Zwei  Punktreihen ,  wenn  sie  Schnitte  desselben  Strahlen- 
!>Ü3cbels  sind. 

b)  ZweiEbenenb4^chel,  wenn  sie  Scbeine  desselben  StraMenbUachels 
sind. 

c)  Zwei  Strablenbtlschel,  wenn  sie  Scheine  derselben  Punktreihe 
oder  Schnitte  desselben  Ebenenb  tisch  eis  sind. 

d)  Eine  Punktreihe  und  ein  EbeaenbUschel,  wenn  die  erstere  ein 
Schnitt  des  letzteren  ist. 

e)  Ein  StrahlenbüBchel  und  eine  Pnnktreihe,  wenn  diese  ein 
Schnitt  des  erste ren  ist. 

/)  Ein  Strahlenbüscbei  und  ein  EbenenbUschel,  wenn  jenes  ein 
Schnitt  des  letzteren  ist. 

Durch  die  perspectiv! sehe  Lage  sind  zwei  Gebilde  derart  auf- 
einajider  beze<ren,  dass  jedem  Elemente  des  einen  ein  Element  des 
anderen  entspricht  (Art,  5).  In  dem  gemeinsamen  Element  der  Träger 
von  zwei  gleichartigen  Gebilden  sind  zwei  entsprechende  Elemente 
der  letzteren  vereinigt;  man  sagt,  die  Gebilde  haben  ein  Element  »eni- 
sprechend  gemein«.  Zwei  perspeetiviache  Punktreihen  haben  den  Schnitt- 
punkt, zwei  porspectivische  Ebenenb  üschel  die  Verbin dnngsebene  der 
Träger;  zwei  jierspectivische  Strahlenb üschel  derselben  Ebene  den 
Verbind ungs strahl  ihrer  Mittelpunkte;  zwei  perspectivische  Strahlen- 
biisehel  desselben  Punktes  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  entsprechend 
gemein.  Bei  ungleichartigen  Gebilden  liegen  die  Elemente  des  einen 
in  den  ihnen  entsprechenden  Elementen  des  anderen. 

11.  Beziehungen  zwischen  perspectlTischen  einförmigen 
Grundgebilden    Doppelverhältnisse.   Wenn   das  Strahlenbuachel  U 

(ab  cd...)  perspectivisch  ist  zu  der  in  seiner  Ebene  liegenden  Punktr 
reihe  u  (AB  C!  0  . .  .},  so  besteht  zwischen  irgend  vier  Strahlen  des 
ersteren  und  den  ihnen  entsprechenden  Punkten  des  letzteren  eine 
wichtige  Beziehimg,  welche  die  Grundlage  aller  folgenden  Unter- 
suchungen  bilden  wird.  Aus  den  Dreiecken  UAC  und  UBC  (Fig.  7) 
findet  man 

UA 


A  ( '  =  -. —  ,  ein  a  e:  B  C  = 


sin  f 


-  sin  b  c ; 


AC_ 
BC^ 


sin  ac 

■  TiiThT 


(ABC)  = 


:  (abc) 
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Fig.  7. 


und  erkennt,  dass  die  Theil Verhältnisse  der  Punkte  A,  B,  C  und  der 
ihnen  entsprechenden  Strahlen  a,  b,  c  im  allgemeinen  nicht  einander 
gleich  sind,  sondern  in 
einer,  von  der  gegen- 
seitigen Lage  beider 
Gebilde  abhängigen  Be- 
ziehung stehen.  Nur 
wenn  UA=UB,  findet 
(Gleichheit  der  Theil- 
verhältnisse  statt. 

Zieht  man  aber 
ein  weiteres  Paar  ent- 
sprechender Elemente 
D,  d  in  Betracht  und 
ermittelt  auf  dieselbe  Art 

(ABD)  =^(abd), 

SO    erhält    man    durch 
Division  die  Relation 

(ABC)  _  (abc)  ■ 
(ABD)"~  (abd)' 

welche  zeigt,  dass  der  Quotient  der  Streckentheilverhältnisse  der 
Punkte  C,  D  in  Bezug  auf  die  Punkte  A,  B  gleich  ist  dem  Quotienten 
der  entsprechenden  Sinustheil  Verhältnisse  der  Strahlen  c,  d  in  Bezug 
auf  die  Strahlen  a,  b,  und  zwar  unabhängig  von  der  Lage,  welche  die 
beiden  perspectivischen  Gebilde  zu  einander  haben. 

Man  nennt  solche  Quotienten  »Doppel Verhältnisse«  und  stellt  zur 
Abkürzung  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  A,B,  C,D  einer 
Punktreihe  durch  das  Symbol  (AB CD),  der  vier  Strahlen  a,b,c, d 
eines  Strahlenbüschels  durch  (abc d),  der  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  8  eines 
Ebenenbtischel^  durch  (aßyS)  dar,  so  dass 


(AB  C D)  =  (AB  C) :  (AB  D)  =  .^ 


AC     AD 


(ab cd)   =  (abc)    :   (abd)  = 


BC  •  BD' 
sin  ac     sin  ad 

« • 

sin  bc  '  ein  bd' 


X^i 


'i--" 


(aßTS)    =    («ß-r)  :  (aß8)=  -,- 


sin  ay     sin  aS 
sin  ß  Y     sin  ß  8 


5* 


..^j 


t  I* 
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also  der  Aufeinanderfolge  der  Zeichen  in  dem  Symbol  eine  bestinmite 
Bedeutung  zukommt  und  eine  Änderung  derselben  auch  die  Bedeutung 
<ies  Symbols  ändert,  z.  B. 

(CADB)  =  (CAD):(CAB)  =  ^^:^; 

^j  (DABC)  =  (DAB):(DAC)=^|:5C 

u.  s.  w. 


JVEt  Hilfe  dieser  Einführung  kann  man  nun  den  Satz  aussprechen: 
\  Wenn   ein   Strahlenbüschel    und  eine  Punktreihe    perspectivisch   sind 

i  und    es    entsprechen    den   Strahlen   a.  b,  c,  d    die    Punkte    A,  B,  C.  D, 

•i  so  ist 

I  fABCD)  =  (abcd), 

i 

d.  h.  das  Doppelverhältnis  von  vier  beliebigen  Punkten  der  Punktreihe 
ist  gleich  dem  in  demselben  Sinne  genommenen  Doppelverhältnisse  der 
vier  ihnen  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlenbüschels. 

V  Daraus  ergeben  sich  direct  die  Folgerungen: 

!  Haben    zwei   Punktreihen  Ui  und  Uj    perspectivische    Lage   und 

entsprechen  den  Punkten  K^.  Lj.  M|,  N,  die  Punkte  Ko.  Lj,  M25  Ng  so  ist 

l  (Kl  L,"  Ml  X, )  =  (K2  L2  M,  N^;.. 


. ) 


i  Haben  zwei  Strahlenbüschel  Ui  und  U2  perspectivische  Lage  und 

I  entsprechen   den  Strahlen  ki.  li,  mi,  n^  die  Strahlen  k2,  l^.  mj,  Uo,  so  ist 


(^ki  li  mj  ni)  =  (k.>  U  nio  n^  ■• 

Sind  zwei  Strahlenbüschel  Schnitte  desselben  Ebenen btischels,  so 
sind  sie  auch  Scheine  derselben  Punktreihe:  ist  eines  derselben  ein 
Normalstrahlenbüschel,  in  welchem  die  Winkel  der  Ebenen  gemessen 
werden,  so  lässt  sich  daraus  erkennen,  dass  bei  vier  beliebigen  Ebenen 
x.X,jJuv  und  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  klmn  eines  durch 
einen  beliebigen  Schnitt  erzeugten  Btischels  wieder  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  besteht : 

(x)v;jLv)  =  ^^klmn\ 

Haben  demnach  zwei  Ebenenbüschel  perspectivische  Lage  (sind 
sie  Scheine  desselben  Strahlenbüschels)  und  entsprechen  den  Ebenen 
XpA..,  jjLpVj  des  einen  die  Ebenen  x,.  z-^- Phi- ^2  ^^^  anderen,  so  ist 

x,Aia,  V,    =  x.).,a2V,\ 


j 
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Entsprechen  endlich  den  Ebenen  %,  X,  [i,  v  eines  Ebenenbtischels  die 
Punkte  K,  L,  M,  N  einer  dazu  perspectivischen  Punktreihe  und  denkt  man 
durch  den  Träger  der  letzteren  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  so  schneidet 
diese  das  Ebenenbüschel  nach  einem  Strahlenbtischel,  das  sowohl  zum 
Ebenenbüschel,  als  auch  zu  der  Punktreihe  perspectivische  Lage  hat. 
Also  ist 

(%X|xv)  =  (KLMN). 

12.  Zusammenhang  zwischen  den  bei  vier  Elementen 
möglichen  24  Doppelverhältnissen.  Durch  Permutation  der  vier 
Elemente  A  B  C  D  kann  man  24  Doppel  Verhältnisse  ableiten,  deren 
Werte  sich  durch  den  irgend  eines  von  ihnen  ausdrücken  lassen.  Setzt 
man  speciell  (ABCD)  =  K,  so  findet  man 

I.  (ABCD)  =  (BADC)  =  (CDAB)  =  (DCBA)  =  K. 

IL  (ABDC)  =  (BACD)  =  (DCAB)  =  (CDBA)  =  4- 

IIL  (ACBD)  =  (CADB)  =  (BDAC)  =(DBCA)  =  1-K. 

IV.  (ACDB)  =  (CABD)  =  (DBAC)  =  (BDCA)=  — ^. 

1  — Jv 

K  — 1 

K  "  • 

K_ 

K— r 

BezUglieh  der  Serien  I  und  II  ist  die  Richtigkeit  direct  einzu- 
sehen.  Jene  der  Serie  III  folgt  aus  der  Gleichung  (Art.  8) 

AB.CD  +  BC.  AD  +  CA.BD  =  0, 

aus  welcher  man  durch  Division  mit  B  C  .  A  D 

AB.CD   ,    ,    ,   CA.BD       _ 


V.  (ADBC)  =  (DACB)  =  (BC AD)  =  (CBD A)  = 
VI.  (A  D  C  B)  =  (D  A  B  C)  =  (C  B  A  D)  =  (B  C  D  A)  = 


B  C .  AD 


BC.AD 


AB       AD   ,    ,    ,   — AC     AD       ^ 


C  B     CD 


BC  ■  BD 


<j 


der 


—  (ACBD)  +  1  — (ABCD)  =  0, 


also 


(ACBD)=  1  — K 
erhält.  Die  Serie  IV  folgt  aus  III,  wie  II  aus  I.  Femer  V  aus  II,  wie 


III  aus  I,  weil  — :^-  =  1 


^,.  Endlich  VI  aus  V,  wie  II  aus  I. 
K 


•1' 
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Das3  zwischen  den  verschiedenen  Doppelverbahnissen  für  vier 
Strahlen  eines  Strahlenbtlschels  oder  vier  Ebenen  eines  Ebenen bUschele 
dieselben  Beziehungen  bestehen,  ^rd  klar,  sobald  man  das  Büschel 
durch  eini:  Gerade  geschnitten  denkt  u.  s.  w.  (Art.  11.) 

13.  Die  projeotivische  Verwandtschaft  einförmiger  Grund- 
gebilde. Durch  fortgesetztes  Projicieren  und  Schneiden  Ifisst  sich  eine 
Reibe  von  Gebilden  erster  Stufe  ableiten,  von  welchen  irgend  zwei 
im  allgemeinen  nicht  mehr  die  perspectivische  Lage  haben,  die  aber 
zu  einander  in  der  Beziehung  stehen,  dass  das  Doppelverhältnis  von 
vier  beliebigen  Elementen  des  einen  gleich  ist  dem  Doppel  Verhältnisse 
der  entsp  reell  enden  Elemente  des  anderen.  Aach  wenn  bei  zwei  per- 
speetivisch  liegenden  Gebilden  die  perspeetivische  Lage  aufgehoben 
wird  und  dieselben  in  eine  beliebige  (allgemeine)  Lage  zu  einander 
gelangen,  bleibt  jene  Beziehang  zwischen  denselben  aufrecht,  welche 
durch  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  entsprechender  Elemente- 
grappen  (Würfe)  gekennzeichnet  ist.  Man  nennt  diese  Beziehung  »pro- 
jectivische  Verwandtschaft«  und  sagt:  >Zwei  Gebilde  sind  projectiviscli. 
wenn  das  eine  aus  dem  anderen  durch  eine  der  eben  beschriebenen 
Operationen  abgeleitet,  oder  wenn  das  Doppel  Verhältnis  von  vier  be- 
liebigen l''.lGmenten  des  einen  gleich  ist  dem  Doppelverhültnisse  der 
entsprechenden  Elemente  des  anderen.« 

Specielle  Fälle  der  projectiviscben  Verwandtschaft  zwischen  ein- 
förmigen Grundgebilden  sind  die  Ähnlichkeit  und  die  Gleichheit. 

Zwei  Punktreihen  sind  projectivisch  ähnlicb,  wenn  das  Strecken- 
theil v  erb  Ultnis  von  drei  Elementen  der  einen  gleich  ist  dem  Strecken- 
theilverhältnid  der  entsprechenden  Elemente  des  anderen.  Ähnliche 
Punktreihen  entstehen,  wenn  ein  beliebiges  Strahlenbüschel  durch 
zwei  parallele  Geraden  oder  ein  Parallelstrahlenblischel  durch  zwei 
.  beliebige  Geraden  geschnitten  wird;  in  denselben  entsprechen  sich  die 
unendlich  feinen  Punkte. 

Zwei  Punktreihen,  Strahlenbüschel  oder  Ebenenbüschel  sind  pro- 
jectivisch gleich,  wenn  die  einander  entsprechenden  Strecken  oder 
Winkel  gleich  sind. 

14.  Verschiedene  Anwendnngen.    Auf  die   bis    nun  erhaltenen 

Ergebnis.se  stutzen  sich  folgende  Anwendungen: 
a]   Die  Beziehung 

(ABCD)^(BADC)  =  (CDAB)  =  (DCBA) 
{Art.  12)  lässt  sich  leicht  auf  geometrischem  Wege  ableiten. 


UaterBuclinng  dar  (iriimlg^bildc 
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Projiciert  man  nämlicli  (Fig.  8)  die  Punkte  A,  B.  0,  L)  aus 
irgend  einem  Punkte  U  durch  die  Strahlen  a.  b,  c,  d  auf  eine  durch  A 
gehende  Gerade  u,  in  den  Punkten  A,,  B,,  C,,  D,,  so  ist 

(ABCD)  =  (A,B,C|D,)- 
Projiciert   man    femer   diu    Punkte  A,  B,  C,  D,    aus  D    auf  den 
Stratl  b.  BO  folgt 
(A,  B,  CiDi)=(BB,PU). 
Projiciert  man  schließ- 
lich  die  Punkte  B,  Bj,  P,  U 
aus  C|  auf  u,  ao  erhält  man 
(BB,PU)=(BADC). 

Daher  ist 
{ABCD)  =  (BADC). 
Analog     erhält     man 
(Fig.  9)    durch   Projicieren 


aus  U  auf  Ol,   aua  D  auf 
und   auB  Bi  auf  u 


(A  B  C  D)  =  (A,  B,  C,  D, )  =  i'C  P  C,  U)  =  i.C  D Ä  15) 
und  (Fig.  10)  durch  Projicieren   ;ius  U  auf  u,.  .lus  I)  auf  c  und  au.s  A, 
auf  u  : 

(ABCD)  =  (A,B,  CiD,)  =  (,PCC,  U)  =  (L)CBAi. 
b)  Wenn  die  Punkte  C  und  D  harmonisch  sind  zu  den  Punkten  A 
ond  B,  so  ist  (Art.  8) 
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{ABC)  =  — (ABD), 

daher  (Art.  12) 

(ABCni  =  (BADC)  =  (CDAB)=(DCBA)  =  (ABDC)  = 
=  (BACD)  =  (DCAB}  =  (CDBA)  =  — 1, 
alao  können  bei  zwei  Paaren  harmonisch  conjugierter  Paokte,  sowohl 
die  Punkte  eines  jeden  Paares,  als  auch  die  beiden  Paare  Tertauscht 
werden,  ohne  daaa  dadurch  die  harmonische  Beziehung  an%elioben 
würde.  Dasselbe  gilt  für  harmonische  Strahlen  und  Ebenen.  Ferner 
ist  klar,  dass  in  projectivischen  Gebilden  vier  harmonischen  Elementen 
wieder  vier  harmonische  Elemente  entsprechen. 

Hierauf  beruhen  die  Constructionen.  harmonischer  Punkte  und 
Strahlen  auf  Grund  der  Tbatsache,  dass  dem  Halbierungspankte  einer 
Strecke  der  unendlich  ferne  Punkt  harmonisch  zugeordnet  ist. 

Fig.  IIa  zeigt  die  Construction  des  vierten  harmonischen  Punktes D 
in  Bezug  auf  den  innerhalb  der  Strecke  AB  liegenden  Punkt  C.  Anf 


einem  beliebigen,  durch  C  gezogenen  Strahl  sind  die  gleichen  Strecken  CN 
und  C  N'  nach  entgegengesetzten  Richtungen  aufgetragen  worden.  Die  zu 
diesem  Strahl  durch  den  Schnittpunkt  S  von  AN  und  N'B  gezogene 
Parallele  sebneidet  die  Gerade  u  in  dem  gesuchten  Punkte  D. 

Wäre  aber  der  Punkt  D  gegeben,  so  zieht  man  (Fig.  IIb)  durch  B 
einen  beliebigen  Strahl  und  macht  auf  diesem  B  M  =  M  N,  ferner  durch  D 
eine  Parallele  zu  diesem  Strahl,welcbevon  AN  in  S  geschnitten  wird.  Von 
der  Verbindungslinie  S  M  wird  u  in  dem  gesuchten  Funkte  C  getroffen. 


Unterguchuug'  der  *GTundge  bilde  e 


Tax  einem  Strahl  o  findet   man  den  in  Bezug  auf  die  Strahlen  a 
und  b  harmonischen  Strahl  d,  indem  man  (Fig.  12)  durch  ii^end  einen 


Punkt  von  c  Parallelen  zu  a 
und  b  zieht.  Es  entsteht  ein 
Parallelogramm,  dessen  eine 
Diagonale  c  ist.  Die  Parallele 
dareh  S  zu  derzweiten  Diagonale 
ist  der  gesuchte  Strahl  d. 

Die  Constrnction  harmo- 
nisch conjugierter  Ebenenpaare 
ira  EbenenbüHchel  kann  auf  jene 
harmonischer  Ponktepaare  zu- 
rückgeführt werden, 

15.  Harmonische  Funkte 
und  Strahlen  an  den  voll- 
ständigen Viereckennnd  Vier- 
seiten.  An  den  vollständigen 
Vierecken  und  Vierseiten  läast  sich  daa  Auftreten  harmonischer  Elemente 
zeigen.  Dazu  soll  hier  das  vollständige  Viurseit  (Fig.  13)  in  Betracht 
gezogen  werden.  Zwischen  den  Punkten  Qj.Qi.P^.P'j  der  Diagonale  q^ 
und  Q^ijQjjP',,?!  der  Diagonale  q,  bestehen  die  Beziehungen: 

(Q,Q,P,P'.)  =  «,Q,i",P,), 
(Q.,Q,P',P.)  =  ('i.Q,P'ii'A 

welche  sich  ergeben,  wenn  man  dieselben  als  Elemente  persjiectiviscb 
liegender  Punktreihen  mit  den  Projectioiist-entren  P'^  und  P.,  auffasst. 


Zweiter  Thoü.  2.  Abachtvitt.  Unterauch.  d,  (Jrnndgob.  erster  Stnfe  e 
Daraus  fol<rt 

(Q.Q,P!P'i)  =  (Q.Q,P',P,); 
(ft, Q. F.)  _  (<i,Q, py 
(Q.«,P',)      (Q,Q,PJ' 

(Q.Q,P!)  =  ±(Q.Q,P,), 

rig.  je.  /    - 


worin  Dur  d;is   untere  Zeichen  gelten   kann,  weil  sonst  die  Punkte  Pj 
und  P'.,  "zusaniiuenfallen  mUssten.  Daher  ist 

{QjQ,P2)=-(QaQ,P',), 
d.  h.  die  Punkte  Pj  und  P'j  sind  harmonisch  eonjugiert  in  Bezug  anf 
die  Punkte  (^-,  und  Q,. 

Daraus  ful^t  unmittelbar,  daas  auch  Q^,  Qj,  P,,  P*!  vier  harmoniscbe 
Punkte  sind  u.  s.  w.,  daher  der  Satz  gilt: 

•  ]3ei  einem  Tollständigen  Vierseit  sind  je  zwei  Diagonal  punkte 
harmonisch  getrennt  durch  die  beiden  Gegenpunkte,  welche  in  der 
ihnen  gemeinschaftlichen  Diagonale  liegen.« 

Der  reciproke  Satz  hiezn  für  das  vollständige  Viereck  lautet: 

•Bei  eiuciii  vollständigen  Viereck  sind  je  zwei  Diagonalen  har- 
monisch getruiiut  durch  die  beiden  Gegenseiten,  welche  in  dem  ihnen 
gemeinsohaftliulK^n  Diagonalpunkte  liegen.« 

Durch  diese  wichtige  Eigenschaft  der  vollständigen  Vierecke  und 
Vierseite  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  bei  geometrischen  Untersuchungen 
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harmoniache  Elemente  zu  erkenneD,  ferner  solche  mit  dem  Lineal  allein 
ZQ  construieren. 

Soll  z.  B.  zu  dem  (Fig.  14)  innerhalb  A  B  liegenden  Punkte  C 
der  harmonische  Punkt  D  conatruiert  werden,  so  nimmt  man  P  beliebig 
an,  zieht  PA,  P  B,  PC;  verbindet  ferner  den  beliebig  auf  PC  an- 
genommenen Punkt  Q  mit  A  und  B  und  erhält  die  Punkte  M  und  N. 
Die  Gerade  M  N  schneidet  A  B  in  dem  gesuchten  Punkte  D.  "Wie  man 
umgekehrt  zu  dem  Punkte  D  den  harmonisch  conjugierten  Punkt  C 
finden  kann,  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Da  dem  Halbierunfce- 
punkte  einer  Strecke  A  B 
der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Geraden  liamioniaeh  con- 
jiii^iert  iat,  kennen  mittelst 
der  angegebenen  CoDstruction 
folgende  Aufgaben  mit  einem 
Lineal  allein  gclOst  werden: 

Gegeben  sind  zwei 
parallele  Goraden  nnd  auf 
dnei  davon  die  Punkte  A, 
B.  Die  Strecke  AB  zn  hal- 

Gegeben  »ind  zwei 
Pimtte  A,  B  und  der  Hal- 
bierungspunkt der  Strecke 
A  B.  Durch  irgend  einen 
Puokt  eine  Parallele  zu  der 
Geraden  A  B  zu  ziehen. 

Nach  Lciaung  der  vorhergehenden  Aufgaben  die  Strecke  A  B  i 
nichrmala  hintereinander  aufzutragen. 


3.  Abschnitt. 

Gnmdoperationen  mit  projectivischen  einförmigen  Gebilden. 

16.  FundamentalBatz  der  projectiTischen  Geometrie.  ^Vie 
bereits  gezeigt  worden,  können  durch  wiederholtes  Projicien^ii  und 
Schneiden  projectivische  Grnndgebilde  erster  Stufe  in  beliebiger  Anzahl 
abgeleitet  werden.  Man  kann  nun  fragen,  ob  zwei  projectivische  Gvund- 
geMde,  sie  mögen  wie  immer  entstanden  sein,  in  die  perspectivische 
Lage  gebracht  werden  können,  ferner  ob  es  möglich  ist,  durch  Eiu- 
äclialtung  von  Hilfsgebilden  die  geometrische  Ableitung  des  einen  .aus 


1 


76  Zweiter  Theil.     3.  Abichnitt. 

dem  anderen  ersichtlicli  zu  machen.  Die  Beantwortung  dieser  Fragen 
kann  auf  folgenden  Satz  gestützt  werden: 

■  Haben  zwei  gleichartige  projectiviBche  Grandgebilde  erster  Stafe 
drei  Elemente  entsprechend  gemein,  so  fällt  überhaupt  jedes  Element 
des  einen  auf  das  entsprechende  Element  des  anderen.* 

Es  genügt,  diesen  Satz  an  zwei  projectiviachen  Punktreihen  zn 
beweisen. 

Die  projectiviachen  Funktreihen  A,  BiC^  .  .  .  X,  .  .  .  und 
Aj  Bj  C.^  .  .  .  X,  ,  .  .  (Fig.  15)  mögen  derart  auf  demselben  Träger  u 

Fig.  IS. 


Ai  B,         C.  X»        '"• 

liegen,  dass  die  einander  entsprechenden  Punkte  A,  und  Aj,  B,  und  B<.  C, 
und  (.'2  zusammenfallen.  Dann  kann  gezeigt  werden,  dass  irgend  zwei 
einander  entsprechende  Punkte  Xj  und  X.^  auch  zusammenfallen  müssen. 
Ea  ist  nämlich  zufolge   der  vorausgesetzten    projecti  vi  sehen  Beziehung 

(A,  B,C,X,)  =  (AjB2CiX2) 

oder  weil  man  hier  statt  A^B^C^  auch  A,BiC|  setzen  darf 

{A,B,C,X,)=:(A,B,C,Xi); 

(A|  B|  C|)  _  (A|  B,  C,) 
(A,B,  X,)~  (A,B,Xj)' 
daher 

(A,  B,X,)=(A,  B,X,,). 

Demnach  haben  die  Punkte  X,  und  Xj  gleiche  Theil  Verhältnisse  in 

Bezug  auf  dieselben  Fundamentalpunkte,  fallen  also  zusammen.  Damit 
ist  der  angeführte  Satz  bewiesen,  denn  zwei  Strahlen-  oder  Ebenen- 
bUschel,  welche  drei  Strahlen  oder  Ebenen  entsprechend  gemein  haben. 
braucht  man  bloß  durch  eine  Gerade  zu  schneiden  u.  s.  w. 

Eine  h'olge  dieses  Satzes  ist  der  folgende: 

•  Sind  zwei  ungleichartige,  einförmige  Grundgebilde  projectivisch 
und  liegen  drei  Elemente  des  einen  in  den  ihnen  entsprechenden  Ele- 
menten des  anderen,  so  trifft  dieses  überhaupt  bei  allen  Elementen  zu.» 

Gehen  z.  B.  drei  Strahlen  eines  Büschels  durch  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  einer  dazu  projectivischen  Punktreihe,  so  geben 
alle  Strahlen  des  ersteren  durch  die  entsprechenden  Punkte  der  letzteren. 
Denn    der  Träger   der   Punktreihe   schneidet  das  Büschel  nach  einer 
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zweiten,  zur  gegebenen  projectiviachen  Punktreihe.  so  dass  beide  drei 
and  folglich  alle  Pankte  entsprechend  gemein  haben. 

17.  Hersiellnng  der  perBpectivischen  Lage,  a)  Um  bei  z^el 
projecti viachen  Punktreihen  die  perspectivische  Lage  herzustellen,  hat 
man  sich  daran  zu  erinnern,  dass  perapectivische  Punktreihen  einen 
Punkt  entsprechend  gemein  haben  und  zu  untersuchen,  ob  umgekehrt 
die  perspectivische  Lage  eintritt,  wenn  man  zwei  entsj)reehende  Punkte 
zusammenfallen  lasst.  Die  projectivischen  Punktrcihen 

Ä,B,C,  .  .  .  X,  .  .  .  und  A1B2C2  .  .  .  X,  .  .  . 

mögen  derart  gelegt  werden,  daas  die  Punkte  A,  und  A-^  (Fig.  16) 
zusammenfallen.  Die 
Verbiudungstrahlen  b 
und  c  der  Paare  ent- 
sprechender Punkte  B, 
and  Bj,  Ci  und  C^ 
mögen  sich  in  dem 
Punkte  U  schneiden. 
Projiciert  man  nun 
beide  Punktreihen  aus 
dem  Punkte  U,  so  erhält 
man  zwei  proj  ecti  vis  che 
Strahlenb  lisch  el,  welche 
drei  Strahlen  entspre- 
chend gemein  haben, 
nämlich  die  Strahlen  b, 
c  und  den  Strahl  a, 
welcher  die  zusammen- 
fallenden Punkte  A|  und 
Aj  aus  U  projiciert.  Die  beiden  Büschel  haben  miiliin  alle  Strahlen  ent- 
sprechend gemein  und  die  Punktreihen  sind  Schnitte  desselben  Strahlen- 
büschels,  also  perspectiviach. 

Überhaupt  sind  zwei  proj  ecti  vische  Punktreilicn  auch  perspectivisch, 
wenn  die  Verbindungslinien  von  drei  Paaren  ontsprechonder  Punkte 
durch  einen  Punkt  gehen,  denn  sie  werden  aus  dem  letzteren  durch 
zwei  projectiviache  Strahlenbüschel  projiciert,  ivelche  drei,  also  alle 
Strahlen  entsprechend  gemein  haben. 

b)  Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei  in  einer  Ebene 
liegende  StrahlenbUachel  perspectiviach  aind,  sobald  .sie  einen  Strahl 
entsprechend  gemein  haben.   Dieaelben  mögen  so  gelegt  sein,  dass  die 
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Strahlen  a,  und  a^ zusammenfallen  (Fig.17).  DieentsprecliendenStrahleiib, 
und  1)^,  ci  und  c^  mSgen  eich  in  den  Punkten  B  und  C  schneiden.  Die 
Verbindnngalinie  n  dieser 
Punkte  schneidet  die  Bü- 
schel   nach    zwei  projec- 

ti  vi  sehen  Punktreihen. 
welche  drei  Punkte  ent- 
sprechend gemein  haben, 
nämlich  die  Punkte  B.C 
und  den  Punkt  A.  in 
welchem  die  zusammen- 
falleoden  Strahlen  a,  unda.. 
von  u  geschnitten  werden. 
Die  beiden  Punktreihen 
haben  mithin  alle  Punkte 
entsprechend  gemein  und 
die  Büschel  sind  Seheine 
derselben  Pnnktreihe,  also 
perspectivisch.  Die  Gerade 
u  wird  der  »perspectiv! sehe 
Durchschnitt«  der  beiden  StrahlenbUschel  genannt.  Dreht  man  das  eine 
derselben  um  die  Gerade  u  aus  der  Ebene  des  anderen  heraus,  so  bleibt 
die  per.^jiectivische  Beziehung  aufrecht,  die  beiden  Büschel  können  aber 
nun  als  Schnitte  eines  EbenenbUschels  angesehen  werden,  dessen  Axe 
ihre  Mittelpunkte  verbindet. 

Zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  welche  den  Mittelpunkt  und 
eineu  Strahl  entsprechend  gemein  haben,  aber  nicht  in  einerlei  Ebene 
liegen,  sind  gleichfalls  Schnitte  desselben  EbenenbUschels.  Legt  man 
nämlich  durch  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  Ebenen,  so  schneiden 
sich  diese  in  einer  Geraden,  die  mit  den  übrigen  Strahlen  der  Büschel 
zwei  Ebenenbüschel  bestimmt,  welche  drei,  also  alle  Ebenen  ent- 
sprechend gemein  haben  u.  s.  w.  Man  kann  aber  auch  beide  Büschel 
durch  eine  beliebige,  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  nicht  enthaltende 
Ebene  schneiden,  wodurch  man  zwei  perspectivische  Punktreihen  erhält 


l'berhaupt  sind  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  auch  per- 
Hpectivisch,  wenn  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  sich  in  Punkten 
einer  Geraden  schneiden  oder  in  Ebenen  einer  Geraden  liegen. 

c)  Zwei  projectivische  EbenenbUschel,  welche  eine  Ebene  ent- 
sprechend gemein  haben,   deren  Äxen    sich  also  schneiden,   sind  per- 
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spectivisch.  Zwei  Paare  entsprechender  Ebenen  bestimmen  nämlich 
zwei  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Axen  gehen,  daher 
durch  eine  Ebene  verbunden  werden  können.  Diese  schneidet  die 
beiden  Ebenenbüschel  nach  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln, 
welche  drei,  also  alle  Strahlen  entsprechend  gemein  haben.  Daher  sind 
die  Ebenenbüschel  Seheine  desselben  Strahlenbüschels  und  somit  per- 
spectivisch. 

18.  Ermittlung  entsprechender  Elemente  von  projectivischen 
einförmigen  Gebilden  in  allgemeiner  Lage.  Wenn  zwei  einförmige 
Gebilde  projectivisch  aufeinander  bezogen  werden  sollen,  so  können 
drei  Paare  entsprechender  Elemente  willkürlich  angenommen  werden. 
Irgend  einem  vierten  Element  des  einen  Gebildes  entspricht  aber  dann 
ein  ganz  bestimmtes  Element  des  anderen,  weil  die  Doppelverhältnisse 
gleich  sein  müssen.  Behufs  Ermittlung  anderer  Paare  entsprechender 
Elemente      könnten 

die  Gebilde  in  per-  ""'''  '«• 

spectivischeLage  ge- 
bracht werden,  was 
nach  den  vorher- 
gehenden Ausfüh- 
rungen (Art.  17) 
immer  möglich  ist. 
Zweckmäßiger  ist  es 
jedoch,  durch  pas- 
send gewählte  Hilfs- 
gebilde die  unter  sich 
und  mit  den  gegebe- 
nen Gebilden  in  Be- 
ziehung gesetzt  wer- 
den, dieses  Ziel  zu 
erreichen,  ohne  die 
bereits  vorhandene 
Lage  der  letzteren  zu 
ändern.  Dieses  Ver- 
fahren hat  bei  Ge- 
bilden einer  und  derselben  Ebene  den  Vorzug,  mit  Hilfe  eines  Lineals 
allein  durchführbar  zu  sein. 

Zunächst  mögen  die  in  einer  Ebene  liegenden  Punkreihen  u^  und  U2 
(Fig.  18)  dadurch  projectivisch  aufeinander  bezogen  werden,  dass  den 
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willkürlich  angenommenen  Punkten  Ai,Bi,Ci  der  ersten  die  ebenfalls 
willkürlich  angenommenen  Punkte  A2, 62,0.2  der  zweiten  entsprechen 
sollen.  In  der  Verbindungslinie  von  zwei  entsprechenden  Punkten, 
etwa  A^  A2,  nimmt  man  beliebig  die  Punkte  U^  und  U2  an  und  pro- 
jiciert  aus  JJ^  die  Punktreihe  Uj,  aus  U2  die  Punktreihe  U2.  Dadurch 
entstehen  die  Strahlenbüschel  a^  b^  c^  .  .  .  und  a2  b2  C2  . . .,  die  projectivisch 
sind,  weil  die  Punktreihen  u^,  U2  auch  projectivisch  vorausgesetzt 
wurden.  Die  Strahlen  a^  und  a2  fallen  in  der  Geraden  U^  U2  zusammen, 
so  dass  die  Büschel  perspectivisch  liegen,  mithin  Scheine  derselben 
Punktreihe  u  sind,  welche  wieder  zu  beiden  gegebenen  Punktreihen 
perspectivisch  ist.  Um  nun  zu  irgend  einem  Punkte  X^  den  entsprechen- 
den Punkt  X2  zu  finden,  bestimmt  man  den  Strahl  x^  in  Up  den 
Punkt  X  in  u,  den  Strahl  Xj,  in  U2  und  damit  den  Punkt  X2  in  u,. 

Eine  Vereinfachung   dieser  Construction.  besteht  darin,  dass  man 
(Fig.  19)    die  Punkte   U^  und  U2    mit   den   Punkten   A2  und  A^   zu- 


Fig.  19. 


sammenfallend  annimmt.  Dann  entsprechen  den  Schnittpunkten  61 
und  F.,  der  Geraden  u  mit  den  Geraden  u^  und  U2  die  im  Schnittpunkte 
der  letzteren  vereinigten,  einander  nicht  entsprechenden  Punkte  G. 
und  Fl ;  auch  schneiden  sich  die  Geraden  C,  B2,  Bj  C2  auf  u. 
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Die  Aufgaben,  zwei  Strahlenbüschel,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
oder  zwei  Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  in  einem  Pankte  schneiden, 
projeetivisch  aufeinander  zu  beziehen,  wenn  jedes  Gebilde  durch  drei 
willkürlich  angenommene 

Elemente     bestimmt     ist,        ,„  ^*»-  20. 

lassen  sich  aus  der  eben  ^"^i 
behandelten  mit  Hilfe  des 
Gesetzes  der  Reciprocität 
direct  ableiten.  Der  Wich- 
tigkeit halber  soll  die  erste 
hier  behandelt  werden, 
während  die  zweite  dem 
Lernenden  zur  Übung  in 
der  Anwendung  jenes  Ge- 
setzes zur  Ausführung  über- 
lassen bleibe. 

Es  mögen  die  in 
einer  Ebene  liegenden 
Strahlenbüschel  Ui  und 
U2(Fig.20)  dadurch  pro- 
jeetivisch aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  den 
willkürlich  angenomme- 
nen Strahlen  ai,bi,Ci  des 
ersten  die  ebenfalls  will- 
kürlich angenommenen  Strahlen  &27  ^29  ^2 
sollen. 


des    zweiten    entsprechen 


In  dem  Schnittpunkte  von  zwei  entsprechenden  Strahlen,  etwa  at,a.2, 
nimmt  man  zwei  beliebige  Geraden  u^,  U2  an  und  schneidet  mit  U| 
das  Strahlenbüschel  U^,  mit  Uj  das  Strahlenbüschel  U2.  Dadurch  ent- 
stehen die  Punktreihen  A^  B^  C^  .  .  .  und  A2  B2  C2  .  .  .  die  projee- 
tivisch sind,  weil  die  Strahlenbüschel  U^  und  U2  auch  projeetivisch 
vorausgesetzt  wurden.  Die  Punkte  A^  und  A2  fallen  in  dem  Punkte  u^  U2 
zusammen,  so  dass  die  Punktreihen  perspectivisch  liegen,  mithin  Schnitte 
desselben  Strahlenbüschels  U  sind,  welches  wieder  zu  beiden  gegebenen 
Strahlenbüscheln  perspectivisch  ist.  Um  nun  zu  irgend  einem  Strahl  x^ 
den  entsprechenden  Strahl  X2  zu  finden,  bestimmt  man  den  Punkt  Xj 
in  Uj,  den  Strahl  x  in  ü,  den  Punkt  X2  in  U2  und  damit  den  Strahl  X2 
in  U2. 

Badi8avljevi6  u.  Mlkata,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  6 
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Eine  Vereinfachung  dieser  Construction  besteht  darin,  dass  man 
(Fig.  21)  die  Geraden  U|  und  U2  mit  den  Strahlen  &2  ^^^  ^''i  zusammen- 


Fig.  21. 


fallend  annimmt.  Dann  entsprechen  den  Verbindungsstrahlen  g^  und  f2 
des  Punktes  U  mit  den  Punkten  U^  und  U2  die  im  Verbindungsstrahle 
der  letzteren  vereinigten,  einander  nicht  entsprechenden  Strahlen  g^ 
und  f^. 

Auf  die  eben  behandelten  lassen  sich  alle  anderen  Aufgaben 
dieser  Art  zurückführen. 

19.  Besondere  Elemente  einförmigelr  Gebilde.  Wenn  zwei 
Puhktreihen  u^  und  U2  aufeinander  projectivisch  bezogen  sind,  entspricht 
im  allgemeinen  dem  unendlich  fernen  Punkte  Q^  der  ersten  ein  im 
endlichen  Bereiche  liegender  Q2  der  zweiten  und  dem  unendlich  fernen 
Punkte  R2  der  Punkt  R^  Die  unendlich  fernen  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  der  projecti vischen  Punktreihen  sind  als  besondere 
Punkte  anzusehen;  die  letzteren  hängen  von  der  angenommenen  pro- 
jectivischen  Beziehung  ab,  während  die  ersten  hievon  ganz  unabhängig 
sind.  Bringt  man  die  Punktreihen  in  perspectivische  Lage,  so  ergeben 
sich  die   Punkte  R^  und  Q2    direct   als  die  Schnittpunkte  der  zu  den 
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Trägern  u^  und  U2  (Fig.  22)  Parallelen  q  und  r  durch  das  Projections- 
centrum  U.  Werden  außer  denselben  noch  die  Punkte  A^^B^  und  die 
ihnen  entsprechenden  A2,  B2  in  Betracht  gezogen,  so  ist 


Fig.  8S. 


oder 


und  da 


(AiB,RiQi)  =  (A2B2RjQ2) 


(Ai  Bi  R,) :  (Ai  Bi  Qi)  =  (A^  B^  R^) :  (A^  B^  Q^), 


ergibt  sich  daraus 


demnach 


(A,  Bi  Qi)  =  (A^  B2  Ri)  =  1 

At  Rt  B2  Q2 

BjRi  ~  A2Q2' 

E-i  Aj .  Q2  A2  =  Rj  Bj .  Q2  B. 


als  besondere  Relation  für  projectivische  Punktreihen. 

Unter  den  Strahlen  eines  Büschels  ist  keiner  vorhanden,  welcher  gleich 
dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Punktreihe  als  besonderes  Element  an- 
gesehen werden  könnte.  Wenn  aber  zwei  Strahlenhüschel  Uj  und  U2  pro- 
jectivisch  aufeinander  bezogen  sind,  kann  nach  entsprechenden  rechten 

Winkeln  gefragt  werden,  und  die  Strahlen  qi,  r^;  q2,  r2,  welche  dieselben 

6* 
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einschließen,   sind  als  besondere,  jedoch  von  der  angenommenen  pro- 
jectivischen  Beziehung  abhängige  Elemente  anzusehen.  Man  construiert 

Fig.  23. 


fiie  mit  Hilfe  eines  Kreises,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  in 
perspectivische  Lage  gebrachten  Büschel  geht  und  dessen  Mittelpunkt  C 
Auf  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt  u  liegt  (Fig.  23). 

Auf  dieselbe  Art  lassen  sich  bei  zwei  projectivischen  Ebenen- 
büscheln zwei  entsprechende  rechte  Winkel  mit  Hilfe  von  Normal- 
jStrahlenbUscheln  ermitteln. 


4r.  Absch.nitt. 

Aufeinander  liegende  einförmige  Grundgebilde. 

20.  Doppelelemente.  Unter  den  verschiedenen  Lagen,  welche  zwei 
gleichartige,  projectivische  Gebilde  gegen  einander  haben  können,  ist 
jene  besonders  bemerkenswert,  wenn  deren  Träger  zusammenfallen, 
also  zwei  Punktreihen  auf  derselben  Geraden  liegen,  zwei  Strahlen- 
büschel derselben  Ebene  concentrisch  oder  zwei  Ebenenbüschel  coaxial 
sind.  Dann  können  entsprechende  Elemente  aufeinander  zu  liegen 
kommen,  doch  darf  die  Zahl  der  Elemente,  welche  die  Gebilde  ent- 
sprechend gemein  haben,  nicht  mehr  als  zwei  betragen,  wenn  (Art.  16) 
diese  nicht  identisch  sein  sollen.  Die  Doppelelemente  (Doppel- 
punkte,   Doppelstn\hlen,   Doppelebenen)    werden   am  einfachsten  bei 
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zwei  Strahlen büBch ein  ermittelt,  indem  man  sich  hiesu  eines  beliebigen. 
durch  den  gemeinsamen  Mittelpnnkt  U  derselben  (Fig.  24)  gelegten 
Kreises  bedient  Schneidet  dieser  nftmlich  die  Strahlen  a[,b,,  Ct>  ■  ■  ■  ^^^  ^-ij 
li.^,e2, ...  in  den  Punkten  Ai,B|,C„  .  .  .  und  A.^,  B^,  C^, .  .  .,  ao  erhalt 
man  dnrch  Yerbindong  der  ersteren  mit  Ä^,  der  letzteren  mit  Ä,  zwei 
projectivisohe  Strahlenbflschel  a',  b'i  c',  .  .  .  und  a'j  b'j  c'j  .  .  ,,  weil 
das  erste  mit  dem  Büschel  a,  bj  c,  . . .,  das  zweite  mit  dem  Büschel 
a.j  bj  Cj  . . .  projectivisch  gleich  ist.  Da  die  entsprechenden  Strahlen  a', 
und   a'2    zaaanuuenfalleii, 

haben  jene   Büschel   per-  m.  «. 

spectiTische  Lage,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  A,  B,  C, .  .  . 
entsprechender  Strahlen 
liegen  alle  auf  einer  Gre- 
raden  u,'  Zwei  Strahlen  x', 
und  x'j,  die  sich  in  einem 
Punkte  X  dieser  Geraden 
schneiden,  treffen  den  Kreis 
in  den  Punkten  X,  und  Xj 
and  diese  bestimmen  wieder 
uwei  entsprechende  Strah- 
len X,  und  Xj  der  ge- 
gebenen Büschel.  Sobald 
nnn  der  Punkt  X  auf  einen 
der  Schnittpunkte  M  oder 
N  der  Geraden  n  mit  dem 
Kreise  zu  liegen  kommt, 
fallen  in  ihm  die  Punkte 
X,,  X2  und  folglich  die 
Strahlen  Xj  nndx^  mit  einem  der  Strahlen  m^m,  =;m2  oder  E  =  n|  =  n2 
zusammen,  welche  die  Punkte  M  oder  N  mit  U  verbinden. 

Diese  Strahlen  m  und  n  sind  also  die  gesuchten  Doppelatrahlen  der 
wneentriachen  Strahlenbttschel.  Je  nachdem  die  Gerade  u  den  Kreis 
schneidet,  berührt  oder  nicht  sehneidet,  existieren  zwei  Doppelatrahlen 
oioi  nur  ein  solcher  oder  es  gibt  keine  Doppelstrahlen, 

Die  Ermittlung  der  Doppelpunkte  von  zwei  aufeinander  liegenden 
Punktreihen  und  der  Doppelebenen  von  zwei  coaxialen  EbenenbUscheln 
redaciert  sich  auf  die  eben  behandelt«  Au%abe,  wenn  man  die  Punkte 
reihe  aus  einem  Punkte  projiciert,  die  EbenenbUschel  durch  eine  Ebene 
sehneidet  u.  s.  w. 
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Hieher  gehört  auch  die  Aufgabe,  bei  zwei  ungleichartigen,  projectivischen  Gebilden 
jene  Elemente  des  einen  zu  bestimmen,  welche  in  den  ihnen  entsprechenden  Elementen 
des  anderen  liegen,  und  zwar  bei  einer  Punktreihe  und  einem  Strahlen-  oder  Ebenen- 
büschel ;  bei  einem  Strahlenbüschel  und  einem  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  durch  den 
Mittelpunkt  des  ersteren  geht. 

Wenn  ein  Doppelpunkt  gegeben  ist,  kann  der  zweite  durch  lineare  Construction 
gefunden  werden,  indem  man  auf  eine  durch  denselben  gezogene  Gerade  eine  der 
beiden  Punktreihen  aus  einem  beliebigen  Punkte  projiciert.  Die  erhaltene  Punktreihe 
ist  auch  zu  der  zweiten  der  aufeinander  liegenden  perspectivisch  und  bestimmt  ein 
Projectionscentrum,  welches  mit  jenem  Punkte  verbunden  wird.  Der  zweite  Doppelpunkt 
liegt  auf  der  Verbindungslinie. 

Wie  gestaltet  sich  diese  Construction  bei  zwei  ähnlichen,  aufeinander  liegenden 
Punktreihen? 

21.  Imaginäre  Elemente.  Im  Vorhergehenden  wurde  die  Er- 
mittlung der  Doppelstrahlen  von  zwei  eonoentrischen  Strahlen- 
büscheln auf  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einem  Kreise  zurückgeführt.  Die  reine  Anschauung  leitet  zu  dem  Er- 
gebnis, dass  die  Gerade  den  Kreis  in  zwei  Punkten  schneiden,  in  einem 
Punkte  berühren  oder  auch  gar  nicht  treflfen  kann,  so  dass  entweder 
zwei  Doppelstrahlen  oder  nur  ein  solcher  oder  gar  keine  Doppelstrahlen 
vorhanden  sind.  Die  Anwendung  der  analytischen  Geometrie  würde 
durch  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  zweiten  Grade  zu  demselben 
Ziele  führen  und  in  der  BeschaflFenheit  der  Wurzeln  dieser  Gleichung 
das  Kennzeichen  liefern,  welcher  von  den  genannten  Fällen  vorliegt. 
Zwei  reale  Wurzeln  würden  den  ersten,  zwei  gleiche  Wurzeln 
den  zweiten,  zwei  imaginäre  Wurzeln  den  dritten  Fall  anzeigen. 
Während  nun  im  ersten  Falle  zwischen  der  Anschauung  und  dem 
analytischen  Kennzeichen  volle  Übereinstimmung  besteht,  mangelt 
letztere  im  zweiten  und  dritten  Falle;  es  liegt  nahe,  dieselbe  hier  und 
überall  dadurch  herbeizuführen,  dass  man  im  zweiten  Falle  von  zwei 
zusammenfallenden,  im  dritten  von  zwei  imaginären  Schnittpunkten 
des  Kreises  mit  der  Geraden  spricht  und  eine  solche  Ausdrucksweise 
auf  die  geometrische  Deutung  beliebiger  Gleichungen  ausdehnt.  Zu- 
sammenfallende Punkte  sind  der  Anschauung  noch  insofern  zugänglich, 
dass  man  durch  Bewegung  einer  Geraden  ihre  Schnittpunkte  mit  einem 
Kreise  oder  irgend  einer  Curve  einander  beliebig  nähern  kann,  hin- 
gegen entziehen  sich  ihr  die  imaginären  Punkte  vollständig.  Dies  hindert 
jedoch  nicht,  dass  ihre  Einführung  und  ebenso  jene  imaginärer 
Strahlen,  Ebenen,  Linien  und  Flächen  von  großem  Vortheile  ist,  welcher 
auch  Anlass  gegeben  hat,  diese  Einführung  auf  die  projectivische 
Geometrie  zu  übertragen.  Sie  gestattet  die  Beseitigung  von  Ausnahmen, 
so  dass  man  z.  B.   einem  Kreise   und   einer  Geraden  immer  zwei  ge- 


Aufeinander  liegende  einförmige  Grandgebilde. 


87 


meinsame  Punkte  zuschreiben,  darf,  die  real  getrennt,  real  zusammen- 
fallend oder  imaginär  sein  können.  Von  den  Doppelelementen  pro- 
jectivisoher  Gebilde  kann  man  demnach  auch  sagen,  dass  sie  immer 
paarweise  auftreten  und  real  getrennt,  real  zusammenfallend  oder 
imaginär  sind. 

22.  Aufgaben  zweiten  Grades.  Aufgaben  zweiten  Grades  sind 
jene,  welche  zwei  Lösungen  zulassen.  Durch  die  Ermittlung  der  Doppel- 
elemente wurde  eine  solche  gelöst.  Andere  werden  sich  im  Verlaufe 
der  Untersuchungen  einstellen.  Hier  soll  eine  kleine  Auswahl  zu  dem 
Zwecke  vorgeführt  werden,  die  Bedeutung  der  Doppelelemente  durch 
verschiedene  Anwendungen  derselben  zu  erläutern. 

a)  Ein  Dreieck  zu  construieren,  -  dessen  Eckpunkte  auf  den  Seiten  eines  ge- 
gebenen Dreieckes  P^  P,  P3  liegen,  während  seine  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte 
QuQjjQs  gehen. 

Fig.  25. 


=-V 


Zieht  man  (Fig.  25)  durch  Qi  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  die  Seiten  Pg  P3 
und  P3  Pj  in  den  Punkten  A^,  Aj  trifft,  femer  Q2  A2  bis  A3  auf  Pj  P2  und  Q3  A3  bis  A4 
auf  P2  P3,  80  wäre  die  Aufgabe  gelöst,    wenn    die  Punkte  Aj   und  A4  zusammenfallen 
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würden,  was  aber  nur  zufällig  eintreten  könnte.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
erhält  man  die  Punkte  B^,  C4  .  .  .  auf  PjPs.  Die  auf  demselben  Träger  befindlichen 
Punktreihen  A^  B^  Cj  .  .  .  und  A^  B4  C^  .  .  .  sind  projectivisch,  weil  die  letztere  aus 
der  ersteren  durch  fortgesetztes  Projicieren  abgeleitet  wurde.  Die  Doppelpunkte  M^ 
und  N]  sind  Eckpunkte  von  Dreiecken  der  verlangten  Beschaffenheit.  Die  Aufgabe  hat 
also  zwei  Lösungen,  die  auch  in  eine  einzige  zusammenfallen  oder  imaginär  sein 
können. 

b)  Auf  zwei  gegebenen  Geraden  u,  und  Uj  je  einen  Punkt  zu  finden,  so  dass 
aus  zwei  gegebenen  Punkten  U,  und  U2  die  Strecke  zwischen  jenen  Punkten  unter 
einem  rechten  Winkel  erscheint.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  A,  von  u^  mit 
U]  und  U3  (Fig.  26),  zieht  zu  den  Verbindungsstrahlen  a\,  af\  die  Senkrechten  a'j,  a'^ 

Fig.  26. 


durch  Uj  und  U2,  welche  die  Gerade  u»  in  den  Punkten  A'j  und  A'^j  treffen,  so  wäre 
die  Aufgabe  gelöst,  wenn  diese  Punkte  zusammenfallen  würden  u.  s.  w. 

c)  Gegeben  sind  vier  Geraden,  von  welchen  keine  zwei  sich  schneiden.  Es  soll 
eine  Gerade  gefunden  werden,  welche  alle  vier  Geraden  schneidet.  Projiciert  man  aus 
zwei  der  Geraden  alle  Punkte  der  dritten,  so  erhält  man  zwei  projectivische  Ebenen- 
bUschel.  Diese  bestimmen  auf  der  vierten  Geraden  zwei  projectivische,  aufeinander  liegende 
Punktreihen.  Durch  jeden  Doppelpunkt  der  letzteren  geht  eine  Gerade  von  der  gesuchten 
Beschaffenheit.  Man  erhält  sie  als  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen,  welche  jene  zwei 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Doppelpunkte  verbinden. 

23.  Involution.  Wenn  zwei  projectivische  Punktreihen  auf- 
einander liegen,  so  mnss  jeder  Punkt  des  gemeinsamen  Trägers  doppelt 
gedacht  werden,  je  nachdem  er  zu  der  einen  oder  zu  der  anderen 
Punktreihe  gerechnet  wird.  Entsprechen  einander  die  vereinigten 
Punkte,  so  hat  man  es  mit  einem  Doppelpunkte  zu  thun,  was  höchstens 
zweimal  vorkommen  kann,  wenn  die  Punktreihen  nicht  identisch  sein 
sollen.  Im  allgemeinen  werden  sich  also  die  in  einem  Punkte  des 
Trägers  vereinigten  Punkte  der  beiden  Punktreihen  nicht  entsprechen, 
sondern  es  werden  denselben  andere  Punkte  zugewiesen  sein,  die  nicht 
vereinigt  zu  sein  brauchen.  Sind  sie  es  aber  ebenfalls,  dann  haben  die 
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Punktreihen  eine  eigenthtimliche  Lage  zu  einander,  welche  im  folgenden 
näher  untersucht  werden  soll. 

Es  mögen  die  Punktreihen  A^  B^  . .  X^  Y|  . .  und  A2  B2  .  .  X2  Y2  . . 
derart  auf  dem  Träger  u  (Fig.  27)  liegen,  dass  den  vereinigten  Punkten 
Ai,B2  die  vereinigten  Punkte  A2,Bi  entsprechen.  Mit  dem  Punkte 
Xi  falle  der  Punkt  Y2  zusammen.  Die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
X2  und  Yi  ergibt  sich  aus  der  projectivischen  Beziehung 

(A,BiX,Y,)  =  (A,BjX,Y,); 


ng.  27. 
Ai  B,  X,  Y, 

H 1 \ H- 

B2  A,  Ya 


fui 


2 


da  man  nämlich  statt  A2,B2,  Y2  auch  B^,  A^X^  schreiben  darf,  so  erhält 
man  daraus 

(Ai  Bi  Xi  YO  =  (B,  A,  X,  Xi)  =  (A,  B,  X,  X^) 

(Art.  12)  oder 

(Ai  Bi  X,)       (Ai  Bi  X,) 


und  daraus  folgt 


(Ai  Bi  Yi)  -  (A,  B,  X,)' 
(A,  B,  YO  =  (Ai  B,  X,), 


d.  h.   die  Punkte  Y^  und  X2    haben   in  Bezug  auf  dieselben  Funda- 
mentalpunkte gleiche  Theilverhältnisse,  sie  fallen  zusammen. 

Sobald  also  bei  zwei  aufeinander  liegenden  Punktreihen  irgend 
zwei  vereinigten  Punkten  wieder  zwei  vereinigte  Punkte  entsprechen 
findet  dieses  wechselseitige  doppelte  Entsprechen  durchwegs  statt;  zwei 
solche,  einander  doppelt  entsprechende  Punkte  werden  conjugierte 
Punkte  und  das  ganze  System  derselben  ein  »Punktsystem«  oder  »eine 
Involution  von  Punktepaaren«  genannt.  Man  pflegt  conjugierte  Punkte 
auch  durch  einzelne,  die  Zusammengehörigkeit  zum  Ausdruck  bringende 
Buchstaben  zu  bezeichnen:  A,A';  B,  B';  C,  C; . . .  X,  X';  . . .,  so  dass 
den  Punkten  A,  B,  C,  X  .  .  .  die  Punkte  A',  B',  C,  X' .  .  .,  aber  auch  z.  B. 
den  Punkten  A,  A',  B,  X',  .  .  .  die  Punkte  A',  A,  B',  X,  .  .  .  entsprechen. 
Für  die  Bestimmung  eines  Punktsystems  genügt  die  Annahme  von 
zwei  Paaren  conjugierter  Punkte.  Denn  sind  A  und  A',  B  und  B'  ge- 
geben, so  findet  man  zu  dem  bekannten  Punkt  X  den  conjugierten  X' 
aus  der  Beziehung 

(AA'BX)  =  (A'AB'X') 
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oder 

(AA^B)_  (A^ABQ 

(AA'X)~(A'AX') 
durch  sein  Theilverhältnis 

( A'  A  X')  =       ^,  g.- .  ( A  A'  X). 

Da  bei  zwei  projecti vischen  Gebilden  je  drei  Elemente  willkürlich 
angenommen  werden  dürfen,  so  hat  es  den  Anschein,  dass  mit  der 
Annahme  von  zwei  Paaren  conjugierter  Punkte,  also  von  je  vier 
Punkten  der  Punktreihen,  zu  viel  geschehen  sei.  Das  ist  aber  nicht 
der  Fall,  denn  durch  die  Annahme  der  Paare  A,A';B,B'  ist  aus- 
gesprochen, dass  den  Punkten  A,A',B,B'  die  Punkte  A',A,B',B  pro- 
jectivisch  entsprechen  sollen,  dass  also 

(AA'BB')  =  (A'AB'B) 

und   die  Gleichheit   dieser  Doppelverhältnisse  besteht  (Art.   12)  schon 
an  und  für  sich. 

Da  bei  zwei  involutorisch  liegenden  Punktreihen  die  unendlich 
fernen  Punkte  Q^  und  R2  beide  auf  dem  unendlich  fernen  Punkte 
des  gemeinsamen  Trägers  liegen,  also  als  vereint  anzusehen  sind, 
fallen  auch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  R^  und  Q2  (siehe 
Fig.  22)  aufeinander.  Der  Punkt,  in  dem  die  letzteren  zusammenfallen, 
wird  das  Centrum  der  Involution  genannt.  Derselbe  soll  mit  0  und 
der  ihm  conjugierte  unendlich  ferne  Punkt  mit  0'  bezeichnet  werden. 
Sind  dann  X  und  X',  Y  und  Y'  zwei  Paare  conjugierter  Punkte  der 
Involution,  so  ist 

'  (XYOO0=(X'Y'O'O) 

oder 

(XYO)  _  (X'  Y'  OQ 
(XYO')~  (X'Y'O)' 

und  weil  (X  Y  0')  =  (X'  Y'  0')  =  1,  so  folgt  daraus 

(^^^)=(x4'ö) 

oder 

xo  _yo 

YO  ~X'0' 
woraus  sich  die  Beziehung 

OX.OX'  =  OY.OY' 
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zwischen  dem  Involutionscentrum  und  irgend  zwei  Paaren  conjugierter 
Punkte   ergibt,   nach  welcher  also  für  die   conjugierten  Punktepaare 

OA.OA'  =  OB.OB'  =  OC.OC'=  .  .  .  =  +  a2, 

wenn  unter  a  eine  Constante  verstanden  ist,  welche  aus  der  Lage 
eines  beliebigen  Paares  conjugierter  Punkte  zum  Involutionscentrum  folgt. 
Die  Doppelpunkte,  welche  hier  den  Namen  Ordnungspunkte  oder 
Asymptotenpunkte  führen,  können  auf  dem  bekannten  Wege  (Art.  20) 
ermittelt  werden.  Je  nachdem  sie  real  getrennt,  real  zusammenfallend 
oder  imaginär  sind,  nennt  man  das  Punktsystem  ein  hyperbolisches, 
parabolisches  oder  ein  elliptisches.  Bei  dem  hyperbolischen  Punktsystem 
sind  die  Paare  conjugierter  Punkte  zu  den  Doppelpunkten  harmonisch. 
Werden  nämlich  diese  mit  M  und  N  bezeichnet  und  ist  X,  X'  ein  con- 
jugiertes  Paar,  so  hat  man 

(MNXXO  =  (MNX'X) 
oder 

(MNX)  _  (M N XQ 
(MNXO  ""  (MNXy 

also 

(MNX}2  =  (MNX')2, 

(MNX)  =  +  (MNX') 

und  da  diese  Theil  Verhältnisse  nicht  gleich  sein  können,  weil  die  Punkte  X 
und'X'  getrennt  sind,  ist 

(MNX)=:  — (MNXO, 

womit  die  Behauptung  erwiesen  erscheint. 

Da  das  Centrum  der  Involution  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
auch  harmonisch  sind  in  Bezug  auf  die  Ordnungspunkte,  so  halbiert 
jenes  die  von  den  letzteren  bestimmte  Strecke  und  hat  von  beiden 
die  Entfernung  a;  denn  es  ist 


OA.OA'=  .  .  .  =0M"  =  0N'  =  a2. 

Ein  besonderer  Fall  des  hyperbolischen  Punktsystems  tritt  ein, 
wenn  ein  Ordnungspunkt  (und  mit  ihm  das  Centrum)  in  unendliche 
Entfernung  rückt.  Der  im  endlichen  Bereiche  bleibende  Ordnungs- 
punkt halbiert  dann  die  Strecke  zwischen  irgend  zwei  conjugierten 
Punkten.  Ein  solches  Punktsystem  wird  ein  gleichseitig  hyperbolisches 
genannt. 
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Bei  dem  parabolisclien  Punktsystem  fallen  die  Ordnungspunkte 
mit  dem  Centrum  zusammen  und  da  von  zwei  conjugierten  Punkten 
der  eine  zwischen  den  Ordnungspunkten  liegen  muss,  fällt  er  nun 
auf  das  Centrum,  so  dass  dieses  allen  Punkten  des  Systems  con- 
jugiert  ist. 

Bei  dem  elliptischen  Punktsystem  ist 

OA.OA'  =  OB.OB'=  .  .  .  =ÖM^=ON-=  — a2 

zu  setzen,  damit  die  Ordnungspunkte  M  und  N  imaginär  werden. 
Obwohl  sich  diese  der  Anschauung  entziehen,  sagt  man  doch  zur 
Herstellung  des  Einklanges,  dass  sie  harmonisch  sind  zu  irgend  einem 
Paar  conjugierter  Punkte  und  das  die  zwischen  ihnen  befindliche  Strecke 
von  dem  Involutionscentrum  halbiert  wird.  Hier  existieren  zwei  con- 
jugierte  zum  Centrum  symmetrisch  liegende  Punkte. 

Die  Beziehung 
OA.OA'=OB.OB'=  .  .  .  =  OX.OX'=  .  .  . 

in  Verbindung  mit  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises  liefert  ein 
sehr  anschauliches  Mittel  zur  Darstellung  und  Beurtheilung  eines  Punkt- 

Fig.  28. 


Systems   mit   seinem  Centrum   und    seinen   Ordnungselementen.    Eine 
Schar   von  Kreisen,   die   alle   durch   zwei  gegebene  Punkte  P  und  Q. 
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gehen,   wird   von   einer  beliebigen   Geraden  u  (Fig.  28)   nach   einem 
Punktsystem  geschnitten. 

Die  Kreise  Kla,  Kb,  Kc,  . . .  Kx,  . .  .  der  Schar  bestimmen  auf  der 
Geraden  die  conjugierten  Pnnktepaare  A,A';  B,B';  C,  C;  .  .  .X,X';  .  .  ., 
die  Verbindungslinie  P  Q  trifft  die  Gerade  in  dem  Involutionscentrum  O. 
Die  von  der  Geraden  u  tangierten  Kreise  K«  und  Kn  geben  in  ihren 
Berührungspunkten  M  und  N  die  Ordnungspunkte  an.  Denn  es  ist 

OP.OQ  =  OA.OA'  =  OB.OB'=OC.OC'  = 
.  .  .  =0X.0X'  =  0M2  =  0N'^ 

u.  s.  w. 

Liegen  die  Punkte  P  und  Q  auf  derselben  Seite  der  Geraden  u, 
so  sind  zwei  berührende  Kreise  möglich,  es  existieren  zwei  Ordnungs- 
pnnkte  und  das  Punktsystem  ist  ein  hyperbolisches;  speciell  gleichseitig 
hyperbolisch,  wenn  die  Verbindungslinie  P  Q  zu  der  Geraden  u  parallel  ist. 

Die  berührenden  Kreise  fallen  zusanmien  und  das  Punktsystem  ist 
parabolisch,  wenn  einer  der  Punkte  P  oder  Q  auf  u  liegt. 

Schließlich  sind  keine  berührenden  Kreise  möglich,  das  Punkt- 
system ist  elliptisch,  wenn  die  Punkte  P  und  Q  durch  die  Gerade  u 
getrennt  werden. 

Soll  umgekehrt  ein  durch  zwei  Paare  conjugierter  Punkte  A,A'; 
B,B'  gegebenes  Punktsystem  dargestellt  und  beurtheilt  werden,  so  hat 
man  durch  die  Punkte  A,  A'  und  B,B'  je  einen  Kreis  zu  legen.  Die 
Schnittpunkte  P  und  Q  der  beiden  Kreise  bestimmen  durch  ihre  Ver- 
bindungslinie das  Centrum  und  kennzeichnen  durch  ihre  Lage  die 
Gattung  des  Punktsystems.  Man  erkennt  leicht,  dass  ein  hyperbolisches 
Punktsystem  dann  vorliegt,  wenn  sich  die  Punkte  A  und  A'  beide 
innerhalb  oder  beide  außerhalb  der  Strecke  B  B'  befinden,  ein  elliptisches 
hingegen,  wenn  die  Strecke  des  einen  Punktepaares  durch  einen  Punkt 
des  anderen  unterbrochen  wird. 

Zwei  projectivische  concentrische  Strahlenbtischel  derselben  Ebene 
oder  zwei  projectivische  coaxiale  Ebenenbüschel  können  ebenso  wie 
dies  bei  zwei  projectivischen,  aufeinander  liegenden  Punktreihen  gezeigt 
wurde,  die  eigenthümliche  Lage  erhalten,  dass  irgend  zwei  vereinigten 
Elementen  wieder  zwei  vereinigte  Elemente  entsprechen.  Solche  Systeme 
werden  Strahlsysteme,  Ebenensysteme  oder  auch  Involutionen  von 
Strahlenpaaren,  Ebenenpaaren  genannt.  Man  könnte  an  denselben  die 
früher  durchgeführten  Untersuchungen  wiederholen,  doch  genügt  es, 
die  beim  Punktsystem  gewonnenen  Ergebnisse  zu  verwerten,  indem 
man  das  Strahlsystem  oder  das  Ebenensystem  durch  Projeetion  eines 
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Punktsystems  aus  einem  Punkte  oder  einer  Geraden  ableitet  und  be- 
achtet, dass  hiebei  das  Centrum  und  der  unendlich  ferne  Punkt  im 
allgemeinen  nicht  durch  besonders  ausgezeichnete  Strahlen  oder  Ebenen 
projiciert  werden,  hingegen  dem  Auftreten  rechtwinkeliger  conjugierter 
Elemente  die  Aufmerksamkeit  zugewendet  werden  muss.  Da  femer  das 
Ebenenbttschel  durch  ein  Normal-Strahlenbüschel  vertreten  werden 
kann,  gelten  die  am  Strahlsystem  durchgeführten  Untersuchungen  auch 
für  das  Ebenensystem. 

Die  Doppelelemente  einer  Involution  von  Strahlen-  oder  Ebenen- 
paaren werden  Ordnungselemente  oder  Asymptotenelemente  genannt: 
Ordnungsstrahlen,  Ordnungsebenen ;  Asymptoten,  Asymptotenebenen . 
Je  nachdem  sie  real  getrennt,  real  zusammenfallend  oder  imaginär  sind, 
heißen  die  Systeme  hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch. 

In  jedem  Strahlsystem  sind  zwei  zueinander  senkrechte  conjugierte 
Strahlen,  in  jedem  Ebenensystem  zwei  solche  Ebenen  vorhanden.  Denkt 
man  sich  nämlich  das  Strahlsystem  als  Schein  eines  Punktsystems 
und  das  letztere  durch  eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt,  die  alle  durch 
den  Mittelpunkt  des  Strahlsystems  und  irgend  einen  zweiten  Punkt  gehen, 
so  ist  immer  ein  Kreis  der  Schar  zu  ermitteln,  dessen  Mittelpunkt 
auf  dem  Träger  des  Punktsystems  liegt  u.  s.  w. 

Wenn  aber  ein  Strahlsystem  zwei  Paare  conjugierter,  aufein- 
ander senkrechter  Strahlen  enthält,  so  sind  überhaupt  alle  conjugierten 
Strahlenpaare  rechtwinkelig;  denn  irgend  ein  Punktsystem,  deren  Schein 
das  Strahlsystem  ist,  kann  nun  durch  eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt 
werden,  die  alle  ihre  Mittelpunkte  auf  dem  Träger  haben,  sobald  die 
Schar  durch  die  beiden  Kreise  bestimmt  wird,  welche  den  Mittelpunkt 
des  Strahlsystems  gemein  haben.  Dieses  wird  ein  Kreissystem  genannt; 
es  ist  elliptisch,   weil  es  keine  Ordnungsstrahlen  haben  kann. 

Sind  die  Ordnungsstrahlen  eines  Strahlsystems  zu  einander 
senkrecht,  so  heißt  dasselbe  ein  hyperbolisch  gleichseitiges.  Irgend 
zwei  conjugierte  Strahlen  sind  dann  symmetrisch  zu  den  Ordnungs- 
strahlen. Dieses  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  das  Strahlsystem 
durch  eine  Gerade  parallel  zu  einem  Ordnungsstrahl  geschnitten  denkt. 
Dadurch  ensteht  ein  hyperbolisch  gleichseitiges  Punktsystem,  dessen 
im  endlichen  Bereiche  vorhandener  Ordnungspunkt  anf  dem  zweiten 
Ordnungsstrahl  liegt  und  die  Strecke  zwischen  irgend  zwei  conjugierten 
Punkten  halbiert  u.  s.  w. 

Eine  Involution  von  Strahlen-  oder  Ebenenpaaren  ist  ebenso  wie 
eine    Involution    von   Punktepaaren    durch    zwei    Paare    conjugierter 
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Elemente  bestimmt.  Ein  drittes  Paar  kann  nicht  mehr  willkürlich 
angenommen  werden. 

Man  pflegt  nun  drei  Paare  conj  agierter  Elemente  irgend  einer  In- 
volution in  beschränkterem  Sinne  selbst  eine  Involution  zu  nennen, 
weil  deren  Auftreten  bei  verschiedenen  geometrischen  Figuren  beob- 
achtet worden  ist. 

Ungleichartige  örundgebilde  haben  involutorisehe  Lage,  wenn  zwei 
einander  nicht  entsprechenden  Elementen,  von  welchen  das  eine  in  dem 
anderen  liegt,  zwei  einander  nicht  entsprechende  Elemente  zugewiesen 
sind,  deren  eines  wieder  in  dem  anderen  liegt,  also  z.  B.  bei  einer 
Punktreihe  und  einem  Strahlenbüschel  der  Punkt  X^  auf  dem  Strahle 
y2  und  der  Punkt  Xj  auf  dem  Strahle  y^  u.  s.  w. 

Den  Ausführungen  über  die  Involution  sei  noch  eine  Anzahl  von  Aufgaben  an- 
geschlossen. 

a)  Zwei  projectivische  Punktreihen  in  involutorisehe  Lage  zu  bringen.  Man  legt 
dieselben  derart  aufeinander,  dass  die  den  unendlich  fernen  Punkten  entsprechenden 
Punkte  sich  decken.  Zwei  Lösungen,  davon  eine  hyperbolisch  und  eine  elliptisch. 

Wie  verhält  es  sich  bei 

Fl  ff    S9 

zwei  projectivisch  ähnlichen  oder 
gleichen  Punktreihen?    . 

b)  Zwei  projectivische 
Strahlen-  oder  Ebenenbüschel  in 
involutorisehe  Lage  zu  bringen. 
Man  legt  dieselben  derart  auf- 
einander,  dass  zwei  entsprechende 
gleiche  Winkel  (z.  B.  die  ent- 
sprechenden rechten  Winkel) 
sich  decken,  jedoch  verkehrt 
aufeinander  liegen  u.  s.  w.  Zwei 
Lösungen. 

cj  Einen  Punkt  zu  finden, 
aus  dem  ein  elliptisches  Punkt- 
system durch  ein  Kreissystem 
projiciert  wird.  Denkt  man  sich 
das  gegebene  Punktsystem  durch 
eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt, 
deren  Mittelpunkte  auf  dem 
Träger  liegen,  so  haben  die 
gemeinsamen  Punkte  P  und  Q 
der  Kreise  die  verlangte  Be- 
schaffenheit. 

d)     Zwei     projectivische 
Strahlenbüschel    einer  Ebene  durch   eine  Gerade  derart   zu  schneiden,    dass  die  ent- 
stehenden Punktreihen  sich  in  Involution  befinden. 

Jede  Gerade,    die    einen  Punkt  (xj  yj)    mit    dem  Punkte  (Xjy.)    verbindet,  ent- 
spricht der  Aufgabe.  Unendlich  viele  Geraden  möglich,  die  einem  bestimmten  Strahlen- 
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Punktsystems  aas  einem  Punkte  oder  einer  Geraden  ableitet  und  be- 
achtet, dass  hiebei  das  Centrum  und  der  unendlich  ferne  Punkt  im 
allgemeinen  nicht  durch  besonders  ausgezeichnete  Strahlen  oder  Ebenen 
projiciert  werden,  hingegen  dem  Auftreten  rechtwinkeliger  conjugierter 
Elemente  die  Aufmerksamkeit  zugewendet  werden  muss.  Da  femer  das 
Ebenenbüschel  durch  ein  Normal-Strahlenbüschel  vertreten  werden 
kann,  gelten  die  am  Strahlsystem  durchgeführten  Untersuchungen  auch 
für  das  Ebenensystem. 

Die  Doppelelemente  einer  Involution  von  Strahlen-  oder  Ebenen- 
paaren werden  Ordnungselemente  oder  Asymptotenelemente  genannt: 
Ordnungsstrahlen,  Ordnungsebenen;  Asymptoten,  Asymptotenebenen. 
Je  nachdem  sie  real  getrennt,  real  zusanmienfallend  oder  imaginär  sind, 
heißen  die  Systeme  hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch. 

In  jedem  Strahlsystem  sind  zwei  zueinander  senkrechte  conjugierte 
Strahlen,  in  jedem  Ebenensystem  zwei  solche  Ebenen  vorhanden.  Denkt 
man  sich  nämlich  das  Strahlsystem  als  Schein  eines  Punktsystems 
und  das  letztere  durch  eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt,  die  alle  durch 
den  Mittelpunkt  des  Strahlsystems  und  irgend  einen  zweiten  Punkt  gehen, 
so  ist  immer  ein  Kreis  der  Schar  zu  ermitteln,  dessen  Mittelpunkt 
auf  dem  Träger  des  Punktsystems  liegt  u.  s.  w. 

Wenn  aber  ein  Strahlsystem  zwei  Paare  conjugierter,  aufein- 
ander senkrechter  Strahlen  enthält,  so  sind  überhaupt  alle  conjugierten 
Strahlenpaare  rechtwinkelig;  denn  irgend  ein  Punktsystem,  deren  Schein 
das  Strahlsystem  ist,  kann  nun  durch  eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt 
werden,  die  alle  ihre  Mittelpunkte  auf  dem  Träger  haben,  sobald  die 
Schar  durch  die  beiden  Kreise  bestimmt  wird,  welche  den  Mittelpunkt 
des  Strahlsystems  gemein  haben.  Dieses  wird  ein  Kreissystem  genannt; 
es  ist  elliptisch,  weil  es  keine  Ordnungsstrahlen  haben  kann. 

Sind  die  Ordnungsstrahlen  eines  Strahlsystems  zu  einander 
senkrecht,  so  heißt  dasselbe  ein  hyperbolisch  gleichseitiges.  Irgend 
zwei  conjugierte  Strahlen  sind  dann  symmetrisch  zu  den  Ordnungs- 
strahlen. Dieses  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  das  Strahlsystem 
durch  eine  Gerade  parallel  zu  einem  Ordnungsstrahl  geschnitten  denkt. 
Dadurch  ensteht  ein  hyperbolisch  gleichseitiges  Punktsystem,  dessen 
im  endlichen  Bereiche  vorhandener  Ordnungspunkt  auf  dem  zweiten 
Ordnungsstrahl  liegt  und  die  Strecke  zwischen  irgend  zwei  conjugierten 
Punkten  halbiert  u.  s.  w. 

Eine  Involution  von  Strahlen-  oder  Ebenenpaaren  ist  ebenso  wie 
eine    Involution    von   Punktepaaren    durch    zwei    Paare    conjugierter 
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Elemente  bestimmt.  Ein  drittes  Paar  kann  nicht  mehr  willkürlich 
angenommen  werden. 

Man  pflegt  nun  drei  Paare  conjugierter  Elemente  irgend  einer  In- 
volution in  beschränkterem  Sinne  selbst  eine  Involution  zu  nennen, 
weil  deren  Auftreten  bei  verschiedenen  geometrischen  Figuren  beob- 
achtet worden  ist. 

Ungleichartige  Grrundgebilde  haben  involutorische  Lage,  wenn  zwei 
einander  nicht  entsprechenden  Elementen,  von  welchen  das  eine  in  dem 
anderen  liegt,  zwei  einander  nicht  entsprechende  Elemente  zugewiesen 
sind,  deren  eines  wieder  in  dem  anderen  liegt,  also  z.  B.  bei  einer 
Punktreihe  und  einem  Strahlenbüschel  der  Punkt  X|  auf  dem  Strahle 
y.,  und  der  Punkt  Xj  auf  dem  Strahle  y^  u.  s.  w. 

Den  Ausfohrnngen  über  die  Involution  sei  noch  eine  Anzahl  von  Aufgaben  an- 
geschlossen. 

a)  Zwei  projectivische  Ponktreihen  in  involutorische  Lage  zu  bringen.  Man  legt 
dieselben  derart  aufeinander,  dass  die  den  unendlich  fernen  Punkten  entsprechenden 
Punkte  sich  decken.  Zwei  Lösungen,  davon  eine  hyperbolisch  und  eine  elliptisch. 

Wie  verhält  es  sich  bei 
zwei  projectivisch  ähnlichen  oder 
gleichen  Punktreihen? 

b)  Zwei  projectivische 
Strahlen-  oder  Ebenenbüschel  in 
inTolatorische  Lage  zu  bringen. 
Man  legt  dieselben  derart  auf- 
einander, dass  zwei  entsprechende 
gleiche  Winkel  (z.  B.  die  ent- 
sprechenden rechten  Winkel) 
sich  decken,  jedoch  verkehrt 
aufeinander  liegen  u.  s.  w.  Zwei 
Lösungen. 

e)  Einen  Funkt  zu  finden, 
ans  dem  ein  elliptisches  Punkt- 
system durch  ein  Kreissystem 
projiciert  wird.  Denkt  man  sich 
das  gegebene  Punktsystem  durch 
eine  Schar  von  Kreisen  erzeugt, 
deren  Mittelpunkte  auf  dem 
Tri^er  liegen,  so  haben  die 
gemeinsamen  Punkte  F  und  Q 
der  Kreise  die  verlangte  Be- 
schaffenheit. 

d)    Zwei    projectivische 
Strahlenbüschel    einer  Ebene  durch   eine  Gerade  derart   zu  schneiden,    dass  die  ent- 
stehenden Funktreihen  sich  in  Involution  befinden. 

Jede  Gerade,    die    einen  Punkt  (xj  yj)    mit    dem  Punkte  (Xj  y.)    verbindet,  ent- 
spricht der  Aufgabe.  Unendlich  viele  Geraden  möglich,  die  einem  bestimmten  Strahlen- 
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Fig.  80. 


büschel  angehören  (vgl.  Art.  18,  Fig.  21),  rorausgesetzt,  dass  die  Büschel  nicht  perspec. 
tivisch  sind.  Was  trifft  im  letzteren  Falle  ein?  Wie  lässt  sich  diese  Aufgabe  auf  die  Con- 
struction  eines  durch  zwei  conjugierte  Panktepaare  gegebenen  Ponktsystems  anwenden 
mit  Hilfe  eines  Lineals  allein?  Wie  laatet  die  (in  der  Ebene)  reciproke  Angabe? 

e)  Die  drei  Paare  Gegenseiten  g,,  g\  ;  g,,  g\ ;  gj.  g'3  eines  vollständigen  Viereckes 
AB  CD  (Fig.  29)  werden  durch  eine  Gerade  u  in  drei  Pnnktepaaren  P^P', ;  P2,P'2i 
P3,  P'3  geschnitten.  Man  soll  die  Beziehung  finden,  welche  zwischen  den  letzteren  besteht. 
Betrachtet  man  nacheinander  die  Punkte  A  und  D  als  Projectionscentra,  so  findet  man: 

(Pi  P,  P3  P-s)  =  (B  C  Q3  P'3)  =  (P',  P\  P,  F,) , 

daher  auch  (Art.  12) 

d.  h.  man  kann  die  Punkte  Pj,P2,P3,P'3  und  P',,P'^,P'3,P3  als  entsprechende  Punkte 

von  zwei  aufeinander  liegen- 
den projectivischen  Punktreihen 
betrachten,  bei  welchen  sich 
die  Punkte  Pj  und  P'3  wechsel- 
seitig doppelt  entsprechen,  welche 
demnach  eine  Involution  mit 
den  conjugierten  Paaren  Pi,P'i ; 
1*2»  P'j;  PaiP's  bilden. 

Wie  lässt  sich  dieses  Er- 
gebnis auf  die  lineare  Constrac- 
tion  einer  Involution  von  6  Punk- 
ten anwenden,  von  welcher  zwei 
conjugierte  Paare  und  ein  Punkt 
gegeben  sind,  z.  B.  A,  A';  B,  B' 
und  C? 

Man  behandle  die  reci- 
proke Aufgabe  (Fig.  30),  indem 
man  die  drei  Paare  Gegenpunkte 
eines  vollständigen  Vierseites 
a  b  c  d  aus  einem  Punkte  U  pro- 
jiciert  u.  s.  w. 


5.  Abschnitt. 

Erzeugnisse  projectivischer  einförmiger  Grundgebilde  und  die 

wichtigsten  Eigenschaften  derselben. 

24.  Projectivische  Grnndgebilde  in  allgemeiner  Lage.  Be- 
kanntlich sind  zwei  projectivische  Grundgebilde  derart  aufeinander  be- 
zogen,  dass  jedem  Elemente   des  einen  ein  Element  des  anderen  und 
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jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  einen  Gebildes  eine 
ebensolche  des  anderen  entspricht.  Die  perspectivische  Lage  von 
zwei  Grundgebilden  erscheint  dadurch  charakterisiert  (Art.  10),  dass 
entweder  sämmtliche  Elemente  des  einen  in  den  entsprechenden  Ele- 
menten des  anderen  liegen  oder  dass  die  Paare  entsprechender  Elemente 
eine  stetige  Folge  neuer  Elemente  bestimmen,  die  wieder  ein  ganz  be- 
stimmtes, einförmiges  Grundgebilde  zusammensetzen,  welches  zu  jenen 
zwei  Gebilden  ebenfalls  perspectivisch  ist.  So  liegen  die  Punkte  einer 
Punktreihe  z,  B.  in  den  entsprechenden  Ebenen  eines  dazu  per* 
spectivischen  Ebenenbtischels;  hingegen  bilden  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  zweier  Punktreihen  oder  die  Schnittlinien  ent- 
sprechender Ebenen  zweier  Ebenenbüschel  bei  perspectivischer  Lage 
derselben  ein  Strahlenbüschel,  die  Schnittpunkte  oder  Verbindungsebenen 
zweier  perspectivischer  Strahlenbüschel  eine  Punktreihe  oder  ein 
Ebenenbüschel  u.  s.  w. 

Haben  aber  die  beiden  projectivischen  Grundgebilde  allgemeine 
Lage  zueinander  und  werden  überhaupt  durch  die  Paare  entsprechender 
Elemente  neue  Elemente  bestimmt,  so  bilden  diese  wohl  noch  immer 
eine  stetige  Folge,  sind  aber  jetzt  nicht  mehr  die  Bestandtheile  eines 
einförmigen  Grundgebildes,  sondern  sie  gehören  einem  neuen,  gesetz- 
mäßig entstandenen  Gebilde  an,  dessen  Elemente  Punkte,  Geraden  oder 
Ebenen  sind,  dessen  Träger  hingegen  eine  krumme  Linie  oder  Fläche  ist, 
auf  der  die  Elemente  liegen  oder  die  sie  umhüllen.  Diese  neuen  Gebilde 
sieht  man  als  Erzeugnisse  der  projectivischen  Grundgebilde  an;  ihre 
Träger  bedürfen  schon  für  sich  einer  besonderen  Untersuchung  und 
können  auch  —  wie  hier  geschehen  wird  —  für  sich  allein  als  Er- 
zeugnisse der  projectivischen  Gebilde  aufgefasst  werden.  Die  wichtigste 
Rolle  spielen  die  Erzeugnisse  von  zwei  projectivischen  Strahlenbtischeln 
oder  Punktreihen  derselben  Ebene.  Auf  ^eren  Untersuchung  kann  jene 
der  anderen  Gebilde  gegründet  werden. 

25.  Linien  zweiter  Ordnung.  Zwei  projectivische,  nicht  con- 
centrische  und  nicht  perspectivische  Strahlenbüschel  U^  und  U2  der- 
selben Ebene  (Fig.  31)  erzeugen  eine  Linie  zweiter  Ordnung,  die 
nämlich  mit  einer  Geraden  ihrer  Ebene  zweiPunkte  gemein  hat,  welche  real 
getrennt,  zusammenfallend  oder  imaginär  sein  können.  Denn  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  bilden  eine  stetige  Folge  von  Punkten, 
die  laut  Voraussetzung  nicht  auf  einer  Geraden  liegen  können,  demnach  auf 
einer  Curve  liegen  müssen;  von  irgend  einer  Geraden  ihrer  Ebene  werden 
die  Büschel  nach  zwei  projectivischen,  aufeinander  liegenden  Punkt- 
reihen  geschnitten,   deren  Doppelpunkte   zugleich  Schnittpunkte   ent- 
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sprechender  Strahlen,  also  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Curve 
sind.  Diese  geht  durch  die  Mittelpunkte  Uj  und  U.)  der  erzeugenden 
Strahlenbüschel  und  wird  in  ihnen  von  den  Strahlen  g^  und  £3  berührt, 
welche  den  in  der  Verbindungslinie  U|  U^  vereinigten  Strahlen  g., 
und  fi  entsprechen;  denn  die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  den  ihnen 
entsprechenden  Strahlen  g^  und  fj  sind  mit  den  Punkten  Uj  und  U.> 
identisch;  nähert  sich  ferner  ein  Punkt  Z  der  Curve  dem  Punkte  Uj. 


Fig.  81. 


so  nähert  sich  von  den  ihn  bestimmenden  Strahlen  der  Büschel  der 
Strahl  Zj  der  Tangente  in  U^,  der  Strahl  z^  der  Verbindungslinie  Ui  U2. 
bis  sie  endlich  mit  diesen  zusammenfallen  und  da  der  Strahl  z.^ 
dann   identisch  wird   mit  g.^,   so  muss  die  Tangente  in  Ui    identisch 

sein  mit  g^. 

Die  Aufgabe,  Punkte  der  Linie  zweiter  Ordnung  zu  finden,  fällt 
mit  der  Aufgabe  zusammen,  entsprechende  Strahlen  der  projectivischen 
Büschel  zu  construieren  (Art.  18).  Im  vorliegenden  Falle  bedient  man 
sich  hiezu  mit  Vortheil  der  durch  den  Schnittpunkt  A  irgend  eines 
Paares  entsprechender  Strahlen  a^  und  a2  nach  den  beliebigen  Punkten  B 
und  C  der  Curve  gezogenen  Geraden  u^  und  U2.  auf  welchen  die  er- 
zeugenden Büschel  die  projectivischen  Punktreihen  A^  B^  C^  .  .  .  und 
A2B2C2  .  .  .  ausschneiden.  Diese  haben  den  Punkt  A,  in  dem  die 
Punkte  Ai  und  A2  zusammenfallen,  entsprechend  gemein,  sind  also 
perspectivisch  und  Schnitte  eines  Strahlen büschels  U.  Daher  schneidet 
irgend  ein  durch  U  gelegter  Strahl  x  die  Geraden  u^  und  U2    in  den 
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entsprechenden  Punkten  X^  und  X2,  welche  wieder  die  entsprechenden 
Strahlen  X|  und  X2  der  erzeugenden  Büschel,  sowie  in  deren  Schnitt- 
punkt X  einen  neuen  Punkt  der  Linie  zweiter  Ordnung  bestimmen. 
Aus  dieser  Construction  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 
a)  Hält  man  auf  der  durch  die  Strahlenbttschel  U^  und  U2  er- 
zeugten Linie  zweiter  Ordnung  die  beliebig  gewählten  Punkte  B,  C 
und  X  fest,  bewegt  aber  den  Punkt  A  auf  der  Curve,  so  beschreiben 
die  Geraden  u^  und  Uj  in  den  Punkten  B  und  C  zwei  Strahlenbtischel, 
die  man  derart  aufeinander  beziehen  kann,  dass  die  einander  in  A 
schneidenden  Strahlen  sich  entsprechen.  Die  Punkte  X^  und  X2,  durch 
welche  zwei  solche  Strahlen  gehen,  bewegen  sich  hiebei  auf  den  festen 
Strahlen  Ui  X  =  Xj  und  U2  X  =  X25  während  sich  ihre  Verbindungs- 
linie X  um  den  ebenfalls  festen  Punkt  U,  nämlich  den  Schnittpunkt  der 
festen  Strahlen  Uj  C  =  Cj  und  Uj  B  =  b2  dreht.  Die  Punkte  X^  und  X2 
beschreiben  daher  zwei  perspectivische  Punktreihen,  die  Geraden  u^ 
und  U2  also  zwei  projectivische  Strahlenbüschel.  Daraus  folgt  der  Satz: 

»Die  Punkte  einer  Linie  zweiter  Ordnung  werden  aus  irgend 
zwei  derselben  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  projiciert, 
von  welchen  sich  jene  Strahlen  entsprechen,  welche  denselben  Punkt 
projicieren. « 

Hiedurch  wird  der  besondere  Charakter  der  Punkte  Ui  und  U2 
als  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlenbüschel  aufgehoben,  da  die- 
selben durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Curve  ersetzt  werden  können, 
wodurch  auch  die  Möglichkeit  geboten  ist,  in  jedem  Punkte  die  Tan- 
gente zu  construieren. 

h)  Die  Punkte  A,  B,  U2,  X,  Ui,C  können  als  die  Eckpunkte  eines 
der  Curve  eingeschriebenen  einfachen  Sechseckes  angesehen  werden, 
bei  welchem  die  Seiten  A  B  und  X  U^ ;  BU2  und  Ui  C;  U2X  und  CA 
gegenüberliegende  Seiten  sind;  die  Schnittpunkte  Xj,U  und  X2  dieser 
drei  Paare  liegen  auf  dem  Strahle  x.  Daraus  folgt  der  Satz: 

»Die  Schnittpunkte  der  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten 
eines  einfachen  Sechseckes,  welches  einer  Linie  zweiter  Ordnung  ein- 
geschrieben ist,  liegen  in  einer  Geraden.« 

Dieser  Satz  führt  nach  seinem  Entdecker  den  Namen  »Pascals 
Satz«.  (Vgl.  Fig.  32.) 

c)  Da  für  die  Feststellung    der  projectivischen  Beziehung  zweier 

Strahlenbtischel    die  Annahme   von  je    drei,    einander   entsprechenden 

Strahlen  derselben  genügt,  so  ist  durch  fünf  Punkte,  von  welchen  keine 

drei  in   einer  Geraden  liegen,    eine  Linie   zweiter  Ordnung  bestimmt 

7* 
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Denn    man    kann   zwei  derselben  als  Mittelpunkte  der  zwei  Strahlen- 
büschel  wählen,  jeden  mit  den  übrigen  drei  Punkten  verbinden,  wodurch 


Fig.  32 


sich  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  ergeben  u.  s.  w.  Es  könnte 
scheinen,  dass  vermöge  der  verschiedenen  Combinationen.  welche  hiebei 
möglich  sind,  auf  diese  Art  mehrere  Curven  erzeugt  werden  können, 
die  alle  durch  die  gegebenen  fünf  Punkte  gehen;  doch  kann  leicht 
gezeigt  werden,  dass  diese  nur  eine  Linie  zweiter  Ordnung  bestimmen. 
Nimmt  man  nämlich  an,  dass  durch  die  fünf  Punkte  Uj,U2,A,B,C  zwei 
von  einander  verschiedene  Curven  gehen  und  projiciert  die  Punkte 
dieser  beiden  aus  Uj  durch  ein  Strahlenbüschel,  so  würde  diesem  für 
jede  Curve  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  in  U2  entsprechen,  so 
dass  sich  in  diesem  Punkte  zwei  projeetivische  Büschel  ergeben  müssten. 
Diese  aber  hätten  laut  Voraussetzung  die  drei  Strahlen  U2  A,  U2  B 
und  U2  C  entsprechend  gemein,  wären  daher  identisch  u.  s,  w. 

Denkt  man  zwei  von  den  fünf  Punkten  zusammenfallend,  so  kann 
dieses  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  einen  Punkt  und  die 
Tangente  in  demselben  annimmt.  Demnach  ist  durch  vier  Punkte  und 
die  Tangente  in  einem  von  ihnen  oder  durch  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zwei  von  denselben  eine  Linie  zweiter  Ordnung  ebenfalls 
bestimmt.  Wären  z.  B.  die  Punkte  Ui,U2,  A,B  und  die  Tangente  t^ 
in  Uy  gegeben,  verlegt  man  dann  die  Mittelpunkte  der  erzeugenden 
Büschel  nach  U|  und  U2,  so  entsprechen  den  Strahlen  U^A;  Ü^B;  tj 
des  Büschels  U|  die  Strahlen  U2A;  U2B;  U2Ui  des  Büschels  U^,  so 
dass  die  projeetivische  Beziehung  bei  dieser  Annahme  ebenso  bestimmt 
ist,  wie  durch  fünf  Punkte. 
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26.  Linien  zweiter  Classe.  Zwei  projectivische,  nicht  aufeinan- 
der liegende  und  nicht  perspectivische  Punktreihen  Uj  und  U2  derselben 
Ebene    (Fig.    33)    erzeugen    eine    Linie    zweiter    Classe,    an    welche 


Fig.  88. 


nämlich  aus  einem  Punkte  ihrer  Ebene  zwei  Tangenten  gelegt  werden 
können,  die  entweder  real  getrennt,  zusammenfallend  oder  imaginär 
sind.  Denn  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  bilden  eine 
stetige  Folge  von  Strahlen,  die  laut  Voraussetzung  nicht  durch  einen 
Punkt  gehen  können,  demnach  eine  Curve  umhüllen;  aus  irgend  einem 
Punkte  werden  die  Punktreihen  durch  zwei  projectivische,  concentrische 
Strahlenbtischel  projiciert,  deren  Doppelstrahlen  zugleich  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte,  also  Tangenten  aus  dem  Punkte  an 
die  Curve  sind.  Diese  berührt  die  Träger  u^  und  U2  der  erzeugenden 
Punktreihen  und  hat  auf  ihnen  die  Berührungspunkte  G^  und  F.,. 
welche  den  im  Schnittpunkte  u^  Uj  vereinigten  Punkten  G2  ^^^  ^i  ®^^' 
sprechen;  denn  die  Verbindungslinien  der  letzteren  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden Punkten  G^  und  F2  sind  mit  den  Geraden  u^  und  U2 
identisch.  Nähert  sich  ferner  eine  Tangente  z  der  Curve  der  Tangente  u^, 
so  nähert  sich  von  den  sie  bestimmenden  Punkten  der  Punktreihe  der 
Punkt  Z^  dem  Berührungspunkte  in  u^,  der  Punkt  Z2  dem  Schnitt- 
punkte Ui  U2,  bis  sie  endlich   mit   diesen   zusammenfallen    und  da  der 


102  Zweiter  Theil.     5.  Abschnitt. 

Punkt  Z2  dann  identisch  wird  mit  G25  muss  der  Berührungspunkt  in  u, 
identisch  sein  mit  Gj.' 

Die  Aufgabe,  Tangenten  der  Linie  zweiter  Classe  zu  finden,  fällt 
mit  der  Aufgabe  zusammen,  entsprechende  Punkte  der  projectivischen 
Punktreihen  zu  construieren  (Art.  18).  Im  vorliegenden  Falle  bedient 
man  sich  hiezu  mit  Vortheil  der  auf  der  Verbindungslinie  a  irgend 
eines  Paares  entsprechender  Punkte  A^  und  A2  durch  irgend  zwei 
Tangenten  b  und  c  der  Curve  ausgeschnittenen  Punkte  Uj  und  U2, 
aus  welchen  die  erzeugenden  Punktreihen  durch  die  projectivischen 
Strahlenbüschel  a^  bi  c^  .  .  .  und  a2  b2  C2  .  .  .  projiciert  werden.  Diese 
haben  den  Strahl  a,  in  dem  die  Strahlen  a,  und  a2  zusammenfallen, 
entsprechend  gemein,  sind  also  perspectivisch  und  Scheine  einer  Punkt- 
reihe u.  Daher  wird  ein  auf  u  liegender  Punkt  X  aus  den  Punkten  U^ 
und  U2  durch  die  entsprechenden  Strahlen  x^  und  X2  projiciert,  welche 
wieder  die  entsprechenden  Punkte  X^  und  X2  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen, sowie  in  deren  Verbindungslinie  x  eine  neue  Tangente  der 
Linie  zweiter  Classe  bestimmen. 

Aus  dieser  Construction  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 

a)  Hält  man  auf  der  durch  die  Punktreihen  u^  und  U2  erzeugten 
Linie  zweiter  Classe  die  beliebig  gewählten  Tangenten  b,  c  und  x  fest, 
bewegt  aber  die  Tangente  a  auf  der  Curve,  so  beschreiben  die  Punkte  Ui 
und  U2  in  den  Tangenten  b  und  c  zwei  Punktreihen,  die  man  derart 
aufeinander  beziehen  kann,  dass  sich  die  auf  a  liegenden  Punkte  ent- 
sprechen. Die  Strahlen  x^  und  X2,  auf  welchen  zwei  solche  Punkte 
liegen,  drehen  sich  hiebei  um  die  festen  Punkte  u^  x  ^  X^  und  U2  x  =  X2, 
während  sich  ihr  Schnittpunkt  X  auf  der  ebenfalls  festen  Geraden  u, 
nämlich  der  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  u^  c  ^  C^  und  U2  b  =  B2 
bewegt.  Die  Strahlen  x^  und  X2  beschreiben  daher  zwei  perspectivische 
Strahlenbüschel,  die  Punkte  Ui  und  U2  also  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen. Daraus  folgt  der  Satz: 

»Die  Tangenten  einer  Linie  zweiter  Classe  werden  durch  irgend 
zwei  derselben  nach  zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten,  von 
welchen  sich  die  Punkte  entsprechen,  welche  auf  derselben  Tangente 
liegen.« 

Hiedurch  wird  der  besondere  Charakter  der  Geraden  u^  und  U2 
als  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  aufgehoben,  da  dieselben  durch 
zwei  beliebige  Tangenten  der  Curve  ersetzt  werden  können,  wodurch 
auch  die  Möglichkeit  geboten  ist,  in  jeder  Tangente  den  Berührungs- 
punkt zu  construieren. 
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Fig.  84. 


b)  Die  Tangenten  a,b,  u.2,  x,  Ui,c  können  als  die  Seiten  eines  der 
Curve  umsckpiebenen  einfachen  Seehsseites  angesehen  werden,  bei 
welchem  die  Eckpunkte  ab  und  x  Uj;  b Uj  und  Uj  c;  U2  x  und  c a  gegenr 
überliegende  Eckpunkte  sind;  die  Verbindungslinien  x^jU  und  X2  dieser 
drei  Paare  gehen  durch  den  Punkt  X. 

Daraus  folgt  der  Satz: 

»Die  Verbindunglinien  der  drei 
Paare  gegenüber  liegender  Eckpunkte 
eines  einfachen  Seehsseites,  welches  einer 
Linie  zweiter  Classe  umschrieben  ist? 
gehen  durch  einen  Punkt.« 

Dieser  Satz  führt  nach  seinem  Ent- 
decker den  Namen:  »Brianchons  Satz«. 
(Vgl.  Fig.  34.) 

c)  Da  für  die  Herstellung  der  pro- 
jectivischen  Beziehung  zweier  Punkt- 
reihen die  Annahme  von  je  drei,  ein- 
ander entsprechenden  Punkten  derselben 
genügt,  so  ist  durch  fünf  Tangenten,  von 

welchen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  eine  Linie  zweiter  Classe 
bestimmt.  Denn  man  kann  zwei  derselben  als  Träger  der  zwei  Punkt- 
reihen wählen,  jede  durch  die  übrigen  drei  schneiden  lassen,  wodurch 
sich  drei  Paare  entsprechender  Punkte  ergeben  u.  s.  w.  Es  könnte 
scheinen,  dass  vermöge  der  verschiedenen  Combinationen,  welche  hiebei 
möglich  sind,  auf  diese  Art  mehrere  Curven  erzeugt  werden  können, 
die  alle  von  den  gegebenen  fünf  Tangenten  berührt  werden;  doch  kann 
leicht  gezeigt  werden,  dass  diese  nur  eine  Linie  zweiter  Classe  bestimmen. 
Nimmt  man  nämlich  an,  dass  durch  die  fünf  Geraden  u^,  U2,  a,  b,  c 
zwei  von  einander  verschiedene  Curven  berührt  werden  und  schneidet 
die  Tangenten  dieser  beiden  durch  üy  nach  einer  Punktreihe,  so  würde 
dieser  für  jede  Curve  eine  projectivische  Punktreihe  auf  U2  entsprechen, 
so  dass  sich  auf  dieser  Geraden  zwei  projectivische  Punktreihen  ergeben 
mtissten.  Diese  aber  hätten  laut  Voraussetzung  die  drei  Punkte  U2a, 
u^bjUjC  entsprechend  gemein,  wären  daher  identisch  u.  s.  w. 

Denkt  man  zwei  von  den  fünf  Tangenten  zusammenfallend,  so 
kann  dieses  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  eine  Tangente 
und  den  Berührungspunkt  in  derselben  annimmt.  Demnach  ist  durch 
vier  Tangenten  und  den  Berührungspunkt  in  einer  derselben  oder  durch 
drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  in  zwei  derselben  eine  Linie 
zweiterClasse  ebenfalls  bestimmt.  Wären  z.B.  dieTangenten  u^,  U2,  a,  b  und 
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der  Berührungspunkt  T^  in  u^  gegeben,  verlegt  man  dann  die  Träger  der 
erzeugenden  Punktreihen  auf  u^  und  U2,  so  entsprechen  den  Punkten 
Ui  a,  u^  b,  Tj  der  Punktreihe  u^  die  Punkte  U2  a,  U2  b,  U2  Uj  der  Punkt- 
reihe  U2,  so  dass  die  projectivische  Beziehung  bei  dieser  Annahme 
ebenso  bestimmt  ist,  wie  durch  fünf  Tangenten. 

29.  Eegelflächen  zweiter  Ordnung.  Zwei  projectivische  Ebenen- 
büschel, welche  weder  die  Axe  gemeinsam  haben,  noch  perspectivisch 
sind,  deren  Axen  sich  aber  schneiden,  erzeugen  eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung,  die  nämlich  mit  einer  Ebene  ihres  Mittelpunktes  zwei  Strahlen 
(Erzeugende)  gemein  hat,  welche  real  getrennt,  zusanmienfallend  oder 
imaginär  sein  können.  Denn  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
bilden  eine  den  Schnittpunkt  der  Axen  enthaltende  stetige  Folge  von 
Strahlen,  die  laut  Voraussetzung  nicht  in  einer  Ebene  liegen  können,  dem- 
nach auf  einer  Kegelfläche  liegen  müssen,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Axen  identisch  ist;  von  irgend  einer  Ebene  ihres  Mittel- 
punktes werden  die  Ebenenbtischel  nach  zwei  projectivischen,  con- 
centrischen  Strahlenbtischeln  geschnitten,  deren  Doppelstrahlen  zugleich 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen,  also  Schnittlinien  der  Ebene  mit 
der  Kegelfläche  sind. 

Von  einer  beliebigen  Ebene,  welche  den  Mittelpunkt  nicht  ent- 
hält, werden  die  erzeugenden  Ebenenbtischel  nach  zwei  projectivischen, 
nicht  perspectivischen  Strahlenbtischeln  geschnitten,  welche  eine  in  der 
schneidenden  Ebene  liegende  Linie  zweiter  Ordnung  bestimmen.  Die 
Punkte  der  letzteren  gehören  den  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
der  Ebenenbtischel  an,  daher  ist  die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  der 
von  ihrem  Mittelpunkte  aus  erhaltene  Schein  einer  Linie  zweiter 
Ordnung  und  es  können  die  bei  letzterer  gewonnenen  Untersuchungs- 
ergebnisse der  ersteren  (zum  Theil)  angepasst  werden.  Man  gelangt 
dadurch  zu  folgenden  Sätzen: 

Die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  geht  durch  die  Axen  der  er- 
zeugenden Ebenenbtischel  und  wird  in  diesen  von  den  Ebenen  bertihrt, 
welche  den  in  der  Verbindungsebene  der  Axen  vereinigten  entsprechen. 
Sie  hat  mit  einer  den  Mittelpunkt  nicht  enthaltenden  Geraden  zwei 
reale  getrennte,  zusammenfallende  oder  imaginäre  Punkte  gemein. 

Die  Erzeugenden  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  werden  aus  irgend 
zwei  von  ihnen  durch  zwei  projectivische  Ebenenbtischel  projiciert. 

Die  Schnittlinien  der  drei  Paare  gegenüberliegender  Seitenflächen 
eines  einfachen  Sechskantes,  welches  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
eingeschrieben  ist,  liegen  in  einer  Ebene. 
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Eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  ist  bestimmt  durch  fünf  Strahlen 
eines  Punktes,  von  welchen  keine  drei  in  einer  Ebene  liegen,  oder 
durch  vier  Strahlen  und  die  Tangentenebene  in  einem  derselben,  oder 
durch  drei  Strahlen  und  die  Tangentenebenen  in  zwei  derselben. 

28.  Kegelüächen  zweiter  Classe.  Zwei  concentrische  projectivische 
Strahlenbtischel,  welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen  und  nicht  per- 
spectivisch  sind,  erzeugen  eine  Kegelfläche  zweiter  Classe,  an  welche 
nämlich  aus  einer  Geraden  ihres  Mittelpunktes  zwei  reale  getrennte, 
zusanmienfallende  oder  imaginäre  Tangentenebenen  gelegt  werden 
können.  Denn  die  Verbindungsebenen  entsprechender  Strahlen  bilden 
eine,  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Büschel  enthaltende,  stetige  Folge 
von  Ebenen,  die  laut  Voraussetzung  nicht  durch  eine  Gerade  gehen 
können,  demnach  eine  Kegelfläche  umhüllen  müssen,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  beider  Strahlenbüschel  identisch  ist. 
Aus  irgend  einer  Geraden  ihres  Mittelpunktes  werden  die  Strahlenbüschel 
durch  zwei  coaxiale  Ebenenbüschel  projiciert,  deren  Doppelebenen 
zugleich  Verbindungsebenen  entsprechender  Strahlen,  also  Tangenten- 
ebenen aus  der  Geraden  an  die  Kegelfläche  sind. 

Von  einer  beliebigen  Ebene,  welche  den  Mittelpunkt  nicht  enthält, 
werden  die  erzeugenden  Strahlenbüschel  nach  zwei  projectivischen, 
nicht  perspectivischen  Punktreihen  geschnitten,  welche  eine  in  der 
schneidenden  Ebene  liegende  Linie  zweiter  Classe  bestimmen.  Die 
Tangenten  der  letzteren  gehören  den  Verbindungsebenen  entsprechender 
Strahlen  der  Strahlenbtischel  an,  daher  ist  die  Kegelfläche  zweiter 
Classe  der  aus  ihrem  Mittelpunkte  erhaltene  Schein  einer  Linie  zweiter 
Classe  und  es  können  die  bei  letzterer  gewonnenen  Untersuchungs- 
ergebnisse der  ersteren  (zum  Theil)  angepasst  werden.  Man  gelangt 
dadurch  zu  folgenden  Sätzen: 

Die  Kegelfläche  zweiter  Classe  wird  von  den  Ebenen  der  er- 
zeugenden Strahlenbüschel  tangiert,  und  zwar  längs  der  Strahlen,  welche 
den  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  vereinigten  Strahlen  entsprechen. 
Sie  wird  aus  einem  mit  dem  Mittelpunkte  nicht  zusammenfallenden 
Punkte  durch  zwei  Tangentenebenen  berührt. 

Die  Tangentenebenen  einer  Kegelfläche  zweiter  Classe  werden 
durch  irgend  zwei  von  ihnen  nach  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln 
geschnitten. 

Die  Verbindungsebenen  der  drei  Paare  gegenüberliegender  Kanten 
eines  einfachen  Sechsflaches,  welches  einer  Kegelfläche  zweiter  Classe 
umschrieben  ist,  gehen  durch  eine  Gerade. 
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Eine  Kegelflächc  zweiter  Classe  ist  bestimmt  durch  fünf  Ebenen 
eines  Punktes,  von  welchen  keine  drei  durch  eine  Gerade  gehen,  oder 
durch  vier  Ebenen  und  den  Berührungsstrahl  in  einer  derselben  oder 
durch  drei  Ebenen  und  die  Bertihrungsstrahlen  in  zwei  derselben 

Ein  Strahlenbüschel  und  eine  zu  ihm  projectivische,  nicht  in  seiner 
Ebene  liegende  Punktreihe  erzeugen  im  allgemeinen  auch  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Classe. 

29.  Regelflächen.  Zwei  projectivische  Punktreihen,  deren  Träger 
nicht  in  einer  Ebene  liegen  oder  zwei  projectivische  Ebenenbüschel, 
deren  Axen  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  erzeugen  eine  Regelfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  nämlich  im  allgemeinen  von  einer  Geraden 
in  zwei  (realen  getrennten,  vereinigten  oder  imaginären)  Punkten  ge- 
trojffen  wird.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Punkt- 
reihen oder  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  Ebenenbüsehel 
bilden  die  stetige  Folge  der  Erzeugenden  der  Fläche,  von  welchen 
keine  zwei  einander  schneiden  können,  weil  sonst  —  gegen  die  Voraus- 
setzung —  die  Träger  der  Punktreihen  in  der  Verbindungsebene  dieser 
Erzeugenden  liegen  oder  die  Axen  der  Ebenenbüschel  durch  den 
Schnittpunkt  derselben  gehen  müssten. 

Die  erzeugenden  Punktreihen  werden  —  jede  aus  dem  Träger 
der  anderen  —  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  projiciert,  so 
dass  die  Schnittlinie  eines  Paares  entsprechender  Ebenen  der  letzteren 
zugleich  die  Verbindungslinie  eines  Paares  entsprechender  Punkte  der 
ersteren  ist,  also  die  Punktreihen  durch  die  Ebenenbüschel  ersetzt  werden 
können.  Und  die  erzeugenden  Ebenenbüschel  werden  —  jedes  von  der 
Axe  des  anderen  —  nach  zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten, 
so  dass  die  Verbindungslinie  eines  Paares  entsprechender  Punkte  der 
letzteren  zugleich  die  Schnittlinie  eines  Paares  entsprechender  Ebenen  der 
ersteren  ist,  daher  die  Ebenenbüschel  durch  die  Punktreihen,  vertreten 
werden  können.  Damit  ist  die  Identität  der  Erzeugnisse  bewiesen. 

Der  Schein  aller  Erzeugenden  einer  Regelfläche  aus  einem  Punkte 
besteht  im  allgemeinen  aus  allen  Tangentenebenen  einer  Kegelfläche 
zweiter  Classe;  denn  die  erzeugenden  Punktreihen  werden  aus  diesem 
Punkte  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  projiciert  u.  s.  w. 

Eine  Regelfläche  wird  von  einer  Ebene  im  allgemeinen  nach  einer 
Linie  zweiter  Ordnung  geschnitten;  denn  die  Ebene  schneidet  die  erzeu- 
genden Ebenenbüschel  nach  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  u.  s.  w. 

30.  Pol  und  Polare  einer  Linie  zweiter  Ordnung.  Tangenten 
und  Berührungspunkte.   In  der  Ebene  einer  Linie  zweiter  Ordnung 
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sei  ein  beliebiger  Punkt  ü  gegeben  (Fig.  35  a  und  36  b).  Durch  den- 
selben seien  zwei  beliebige  Strahlen  p  und  q  gezogen,  welche  die  Curve 


Fig.  S5a. 


/     - — *'i 


V 


in  den  Punktepaaren  A,B  und  C,  D  schneiden.  Die  vier  Punkte  A, 6,0,0 
bestimmen  ein  vollständiges  Viereck,  von  dem  U  ein  Diagonalpunkt 
ist.  Die  beiden  anderen  Diagonalpunkte  V  und  W  haben  die  Dia- 
gonale u  zur  Verbindungslinie,  welche  im  Diagonaldreieck  dem  Dia- 
gonalpankte  U  gegenüber  liegt.  Der  Punkt  U  und  die  Gerade  u  werden 
Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die  Linie  zweiter  Ordnung  genannt. 

Von  der  Polare  u  werden  die  Strahlen  p  und  q  in  den  Punkten  R 
und  S  geschnitten,  welche  zufolge  der  Eigenschaft  des  vollständigen 
Viereckes  harmonisch  conjugiert  sind  dem  Pole  U  in  Bezug  auf  die 
Punktepaare  A,B  und  0,D.  Zieht  man  femer  in  A  und  B  die  Tangenten 
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der  Curve,   so  Hegt   deren  Schnittpunkt  P   auf  der  Polare  u.   Denkt 
man   nämlich   die  Linie   zweiter  Ordnung   durch   zwei   projectivische 


Fig.  86  b. 


Strahlenbüschel  erzeugt,  deren  Mittelpunkte  A  und  B  sind,  so  ent- 
sprechen bekanntlich  den  Tangenten  a^  und  b2  dieser  Punkte  die  in  A  B 
vereinigten  Strahlen  a^  und  b^.  Ferner  entsprechen  den  Strahlen  Ci=AC 
und  dl  =  A  D  des  Büschels  A  die  Strahlen  Cj  =  B  C  und  dj  =  B  D 
des  Büschels  B.  Mithin  besteht  die  Relation 

(ai  bi  Ci  dl)  =  (a2  bj  Cj  da), 
und  weil  (siehe  Art.  12) 

(a2  hl  C2  dl)  =  (^2  ^2  ^  ^2\ 
ist  auch 

(ai  bi  Ci  dl)  =  (ba  äj  da  Ca), 

d.  h.  die  Büschel  A  und  B  sind  auch  dann  projectivisch,  wenn  den 
Strahlen  ai,  bi,  Cj,  di  die  Strahlen  b^,  a^,  da,  Ca  zugewiesen  werden.  Bei  dieser 
Zuweisung  haben  sie  überdies  perspectivische  Lage,  weil  die  jetzt  ein- 
ander entsprechenden  Strahlen  bi  und  aa  zusammenfallen.  Die  Schnitt- 
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punkte  entsprechender  Strahlen  liegen  also  in  einer  Geraden^  d.  h.  der 
Punkt  aib2  =  P  liegt  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  Cid2  =  V 
und  dl  C2  ^  W,  welche  mit  der  Polare  u  identisch  ist.  Ebenso  kann 
gezeigt  werden,  dass  auch  der  Schnittpunkt  Q  der  Tangenten  in  C 
and  D  auf  u  liegen  rauss. 

Da  die  Polare  einerseits  durch  die  Punkte  P  und  R,  anderseits 
durch  die  Punkte  Q  und  S  geht,  von  welchen  das  erste  Paar  durch 
den  Strahl  p,  das  zweite  durch  den  Strahl  q  vollkommen  bestimmt 
ist,  so  kann  sich  ihre  Lage  nicht  ändern,  wenn  einer  dieser  Strahlen 
festgehalten,  der  andere  aber  um  den  Pol  U  gedreht  wird,  sondern 
es  können  sich  nur  auf  ihr  die  Punktepaare  V,  W  sowie  entweder 
Q,  S  oder  P,  R  verschieben.  Daraus  folgt,  dass  auch  aufeinander  folgende 
Drehungen  beider  Strahlen  p  und  q  die  Lage  der  Polare  nicht  zu 
ändern  vermögen,  oder  dass  man  dieselbe  Polare  erhält,  wie  immer 
auch  jene  Strahlen  angenommen  worden  seien.  Die  Polare  ist  also  eine 
ganz  bestimmte  zum  Pol  gehörige  Gerade.  Jeder  durch  den  Pol  gelegte 
Strahl  bestimmt  auf  der  Polare  einen  Punkt,  welcher  zum  Pol  har- 
monisch conjugiert  ist  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  des  Strahles 
mit  der  Curve  und  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  letzteren 
liegt  auf  der  Polare;  auf  dieser  liegen  auch  zwei  Diagonalpunkte  eines 
jeden  vollständigen  Viereckes,  dessen  Eckpunkte  Punkte  der  Curve 
sind  und  dessen  dritter  Diagonalpunkt  der  Pol  ist.  Geht  eine  Tan- 
gente der  Curve  durch  den  Pol,  so  geht  die  Polare  durch  deren  Be- 
rührungspunkt; denn  in  diesem  fallen  die  zwei  Schnittpunkte  der 
Tangente  mit  der  Curve  zusammen,  zwischen  welchen  der  Schnittpunkt 
der  Tangente  mit  der  Polare  als  vierter  harmonischer  Punkt  liegen 
muss  (Fig.  35  a).  Daher  gehen  durch  einen  Punkt  im  allgemeinen  zwei 
Tangenten  einer  Linie  zweiter  Ordnung  und  die  Polare  ist  die  zu- 
gehörige Berührungssecante.  Wenn  die  Curve  von  der  Polare  nicht  ge- 
schnitten wird  (Fig.  35  b),  spricht  man  der  Vollständigkeit  wegen  von 
imaginären  Schnittpunkten  und  von  imaginären  Tangenten.  Ist  der  Pol 
ein  Punkt  der  Curve,  so  fallen  die  aus  ihm  an  dieselbe  gezogenen 
Tangenten  in  der  Tangente  jenes  Punktes  zusammen  und  vereinigen 
sich  daselbst  mit  der  Polare.  Für  jeden  Punkt  der  Curve  ist  also  dessen 
Tangente  die  Polare. 

Die  Construction  der  Tangenten  aus  irgend  einem  Punkte  an 
eine  Linie  zweiter  Ordnung  ist  nach  dem  vorigen  auf  die  Ermittlung 
der  Polare  zurückgeführt  und  diese  lässt  sich,  wenn  die  Curve  ge- 
zeichnet vorliegt,  mit  Hilfe  eines  Lineals  allein  bewerkstelligen. 
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Zu  einer  gegebenen  Geraden  u  wird  umgekehrt  der  Pol  gefunden, 
wenn  man  die  den  zwei  beliebigen  Punkten  P  und  Q  derselben  zuge- 
hörigen Berührungssecanten  (Polaren)  p  und  q  zum  Schnitt   bringt. 

In  dem  für  die  Construction  der  Polare  eines  Punktes  ver- 
wendeten vollständigen  Viereck  AB  CD  waren  der  Diagonalpunkt  U 
und  die  Diagonale  u  Pol  und  Polare.  Aus  demselben  Grunde  sind  die 
Diagonalen  U  V  =  w  und  U  W  =  v  die  Polaren  der  Diagonalpunkte  W 
und  V.  Die  Polare  v  des  Punktes  V  geht  durch  den  Punkt  U  und 
ihr  Pol  V  liegt  auf  der  Polare  u  dieses  Punktes.  Dreht  sich  v  um 
den  Punkt  U.  so  muss  sich  V  auf  der  Polare  u  dieses  Punktes  bewegen. 
Hiebei  erzeugt  v  ein  Strahlenbtischel  im  Mittelpunkte  U,  V  eine  Punkt- 
reihe auf  dem  Träger  u  und  diese  beiden  Gebilde  sind  projectivisch. 
Wird  nämlich  bei  dieser  Drehung  der  Strahl  p  festgehalten,  so  bleiben 
die  Punkte  A  und  B  fest,  während  sich  der  Schnittpunkt  vu  =  W  auf  u 
bewegt  und  eine  Punktreihe  erzeugt,  welche  mit  dem  von  v  erzeugten 
Strahlenbüschel  perspectivisch  ist.  Ferner  dreht  sich  der  Strahl  BW  umB 
und  erzeugt  ein  mit  der  von  W  beschriebenen  Punktreihe  ebenfalls  per- 
spectivisches  Strahlenbüschel.  Mit  diesem  ist  aber  das  hiebei  vom  Strahl  AC 
in  Aerzeugte  Strahlenbüschel  projectivisch,  weil  sich  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  A  C  und  B  C  =  B  W  in  einem  Punkte  C  der  Curve  schneiden. 
Nun  liegt  aber  der  Pol  V  auf  dem  Strahle  A  C,  die  von  ihm  beschriebene 
Punktreihe  ist  daher  perspectivisch  zum  Büschel  der  Strahlen  AC,  also 
projectivisch  zu  jenem,  welches  die  Polare  v  um  U  beschreibt.  Daraus 
folgt  der  Satz: 

»Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  so  bewegt  sich  ihr  Pol 
auf  der  Polare  dieses  Punktes.  Das  von  der  Geraden  beschriebene 
Strahlenbüschel  und  die  von  ihrem  Pole  beschriebene  Punktreihe  sind 
projectivisch.« 

Ist  insbesondere  der  Drehungspunkt  ein  Punkt  der  Curve.  so 
beschreibt  der  Pol  der  Geraden  eine  Punktreihe  auf  der  Tangente 
dieses  Punktes^  weil  diese  nun  seine  Polare  ist. 

Die  den  vorstehenden  reciproken  Betrachtungen  führen  auf  Polare 
und  Pol  der  Linie  zweiter  Classe. 

31.  Identität  der  Linien  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Classe.  Eine  Linie  zweiter  Ordnung  sei  (Fig.  36)  durch  zwei  projec- 
tivische  Strahlenbüschel  Ui  und  U2  erzeugt  worden.  Die  Tangenten  tj 
und  tj  in  den  Punkten  U^  und  U2  mögen  von  der  Tangente  t  des 
beliebigen  Punktes  X  der  Curve  in  den  Punkten  Xj  und  X2  getroflFen 
werden,  deren  Polaren  also  die  einander  entsprechenden  Strahlen 
UiX  =  Xi  und  U2X  =  X2  der  erzeugenden  Büschel  sind.  Bewegt  sich 
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nun  der  Punkt  X  mit  der  Tangente  t  auf  der  Curve,  so  beschreibeu 
die  Punkte  X^  und  X2  auf  den  Tangenten  t^  und  t2  Punktreihen, 
welche  zu  den  von  den  Strahlen  x^  und  X2  in  Ui  und  U2  beschriebenen 
Strahlenbüscheln,  also  —  zufolge  Voraussetzung  —  auch  zu  einander 

Flg.  36. 


projectivisch  sind  (Art.  30  und  25).  Die  Curve  kann  demnach  (Art.  26) 
als  das  Erzeugnis  von  zwei  projecti vischen  Punktreihen  t^  und  t2  an- 
gesehen werden,  ist  somit  auch  eine  Linie  zweiter  Classe. 

Durch  die  reciproke  Betrachtung  zeigt  man,  dass  eine  Linie 
zweiter  Classe  auch  eine  Linie  zweiter  Ordnung  ist. 

Dementsprechend  pflegt  man  eine  Linie  zweiter  Ordnung  oder 
zweiter  Classe  auch  eine  Linie  zweiten  Grades  zu  nennen. 

32.  Identität  der  Linien  zweiten  Grades  mit  den  Kegel- 
schnitten. Ein  Kreis  kann  bekanntlich  als  das  Erzeugnis  von  zwei 
projectivisch  gleichen  Strahlenbtischeln  angesehen  werden.  Aus  einem 
beliebigen  Punkte  wird  der  Kreis  durch  einenKreiskegel,  die  projectivisch 
gleichen  Strahlenbtischel  werden  durch  projectivische  Ebenenbüschel 
projiciert.  Durch  eine  beliebige  Ebene,  welche  nicht  das  Projections- 
centrum  enthält,  wird  der  Kreiskegel  nach  einem  Kegelschnitt  (Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel),  die  Ebenenbüschel  werden  nach  projectivischen 
Strahlenbüscheln  geschnitten,  als  deren  Erzeugnis  sich  der  Kegelschnitt 
darstellt.  Dieser  ist  daher  eine  Curve  zweiten  Grades.  Umgekehrt  lässt 
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sich  zeigen,  dass  jede  Curve  zweiten  Grades   als  Schnitt  eines  KJreis- 
kegels  angesehen  werden  kann.  Zu  diesem  Zwecke  sei  (Fig.  37)  durch 


Fig.  37. 


die  Tangente  a  der  Curve  C  eine  beliebige  Ebene  und  in  dieser  ein 
Kreis  K  von  beliebigem  Radius  derart  angenommen,  dass  die  Tangente  a 
ihn  und  die  Curve  in  demselben  Punkte  A  berühre;  die  Tangenten 
b,c,d  der  Curve  mögen  sich  mit  den  Tangenten  b',c',  d'  des  Kreises 
auf  a  schneiden.  Die  drei  Ebenen  b  b',  c  c',  d  d'  bestimmen  einen  Punkt  P, 
aus  welchem  der  Kreis  auf  die  Ebene  der  Curve  durch  einen  Kreis- 
kegel als  Kegelschnitt  (Curve  zweiten  Grades)  projiciert  wird.  Dieser 
hat  mit  der  Curve  C  die  vier  Tangenten  a,  b,  c,  d  und  den  Berühr angs- 
punkt  A  auf  a  gemein,  ist  folglich  (Art.  25  c)  mit  ihr  identisch.  Daher 
ist  die  gegebene  und  somit  jede  Curve  zweiten  Grades  ein  Kegel- 
schnitt, nämlich  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel. 

33.  Tangenten  in  gegebenen  Punkten  und  Berührungspunkte 
auf  gegebenen  Tangenten.  Nach  dem  Satz  von  Pascal  liegen  bei 
einem  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  einfachen  Sechseck  die 
Schnittpunkte  der  drei  Paare  einander  gegenüber  liegender  Seiten  Si,S4; 
S2,  S5 ;  S3,  Sß  in  einer  Geraden.  Lässt  man  die  auf  einer  Seite  —  etwa  Sg 
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—  befiadlichen  Eckpunkte  immer  näher  aneinander  rücken,  bis  sie  sich 
vereinigen,  so  bleibt  der  Satz  fortwährend  giltig;  da  aber  (Fig.  38)  aus 


Fig.  38. 


dem  Sechseck  schließlich  ein  Fünfeck  und  aus  der  Seite  Sg  die  Tan- 
gente im  Eckpunkte  s^  S5  geworden  ist,  spricht  er  nun  aus,  dass  bei 
dem  eingeschriebenen  Fünfecke  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
von  zwei  Paaren  nicht  aufeinander  folgender  Seiten  durch  den  Schnitt- 
punkt der  übrig  bleibenden  Seite  mit  der  Tangente  in  dem  ihr  gegen- 
überliegenden Eckpunkte  geht.  Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  Tan- 
genten eines  durch  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnittes  in  diesen  zu 
construieren  (Fig.  39). 

Nach  dem  Satz  von  Brianchon  gehen  bei  einem  dem  Kegelschnitte 
umschriebenen  Sechsseit  die  Verbindungslinien  der  drei  Paare  einander 
gegenüberliegender  Eckpunkte  Pi,P4;  P25P51  P35P6  durch  einen  Punkt. 
Lässt  man  die  in  einem  Eckpunkte  —  etwa  Pg  —  zusammenstoßenden 
Seiten  immer  näher  aneinander  rücken,  bis  sie  sich  vereinigen,  so 
bleibt  der  Satz  fortwährend  giltig;  da  aber  (Fig.  40)  aus  dem  Sechsseit 
schließlich  ein  Fünfseit  und  aus  dem  Eckpunkte  Pg  der  Berührungs- 
punkt auf  der  Tangente  Pi  P5  geworden  ist,  spricht  er  nun  aus,  dass 
bei  dem  umschriebenen  Fünfseite  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien 
von  zwei  Paaren  nicht  aufeinander  folgender  Eckpunkte  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  übrig  bleibenden  Eckpunktes  mit  dem  Berührungs- 
punkte der  ihm  gegenüberliegenden  Seite  liegt.  Damit  ist  die  Aufgabe 
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Fig.  89. 
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gelöst,  die  Bertilirungspiinkte   eines  durch   fünf  Tangenten  gegebenen 
Kegelsclmittes  auf  diesen  zu  bestimmen  (Fig.  41). 


Die  Seiten  81,82,83  des  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Dreieckes  PjP2P3  und  die  Tangenten  ti,t2,t3in  den  Eckpunkten  des- 
selben (Fig.  42),  können  als  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  einfachen 


Fig.  42. 


Sechseckes  angesehen  werden,  von  dem  inPi,P2,  P3  je  ein  Paar  Eck- 
punkte vereinigt  sind;  in  diesem  Sinne  haben  sie  die  Reihenfolge 
^19^7^29^19^39^2?  ^o  ^^^  nach  Pascals  Satz  die  Schnittpunkte  Qi,  Q^^Qs 
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von  S|  und  t^;  S2  und  t2;  S3  und  tj  in  einer  Geraden  I  liegen.  Damit  wird 
die  Aufgabe  gelöst:  Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  in  zwei  derselben  gegeben  ist,  die  Tangente  im  dritten 
Punkte  zu  ermitteln.  Wären  z.  B.  P^,  P2,P3,t|,  t2  bekannt,  so  zieht  man 
P2  P3  bis  Qi  auf  t^ ;  P^  P3  bis  Q2  auf  t2 ;  dann  Q^  Q2  bis  Qs  auf  Pi  V^ 
und  erhält  in  Q3  P3  die  gesuchte  Tangente. 

Die  Eckpunkte  P^jPjjPs  des  einem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Dreiseites  s^  S2  S3  und  die  Berührungspunkte  Q^,  Q25  Q3  auf  den  Seiten 
desselben  (Fig.  43)   können   als    die   Eckpunkte   eines   umschriebenen 


Fig.  43. 


einfachen  Sechsseites  angesehen  werden,  von  dem  in  Si,S2,83  je  ein 
Paar  Seiten  vereinigt  sind;  in  diesem  Sinne  haben  sie  die  Reihenfolge 
Pi  Q3?  P'ij  Qi?  P35  Q2?  s^  ^^^^  nsLGh  Brianchons  Satz  die  Verbindungs- 
linien Vi,V2,V3  von  Pi  und  Qi;  P2  und  Q2;  P3  und  Q3  durch  einen 
Punkt  L  gehen.  Damit  wird  die  Aufgabe  gelöst:  Wenn  ein  Kegel- 
schnitt durch  drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  auf  zwei  der- 
selben gegeben  ist,  den  Berührungspunkt  auf  der  dritten  Tangente  zu 
ermitteln.  Wären  z.  B.  s^,  S2,  Sg,  Q^,  Q2  bekannt,  so  zieht  man  Qi  Pi 
und  Q2  P25  verbindet  den  Schnittpunkt  L  mit  P3  und  erhält  dadurch 
auf  S3  den  gesuchten  Berührungspunkt  Q3. 
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34.  Classifioation  der  Erzeugnisse  projectivischer  Strahlen- 
bäschel  oder  Punktreihen.  Bekanntlicli  ist  die  Gattung  eines  Kegel- 
schnittes durch  seine  unendlich  fernen  Punkte  charakterisiert:  Die 
Hyperbel  hat  zwei  reale  getrennte,  die  Parabel  zwei  reale  vereinigte, 
die  Ellipse  zwei  imaginäre  unendHch  ferne  Punkte. 

Ist  der  Kegelschnitt  das  Erzeugnis  von  zwei  projectivischen 
Strahlenbüscheln,  nämlich  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen,  so  wird  jeder  unendlich  ferne  Punkt  desselben  durch  ein 
Paar  paralleler,  entsprechender  Strahlen  der  Büschel  angezeigt.  Ver- 
schiebt man  die  erzeugenden  Büschel  parallel  zu  sich  selbst,  bis 
ihre  Mittelpunkte  zur  Deckung  gelangen,  so  kommen  die  parallelen 
Strahlen  aufeinander  zu  liegen  und  bilden  nun  die  Doppelstrahlen  der 
auf  diese  Art  erhaltenen  concentrischen  Büschel.  Daher  lässt  sich  die 
Gattung  des  Kegelschnittes  durch  Construction  dieser  Doppelstrahlen  er- 
kennen. Zwei  reale  getrennte  Doppelstrahlen  geben  die  Asymptoten- 
richtungen einer  Hyperbel,  zwei  reale  vereinigte  die  Durchmesserrichtung 
der  Parabel,  zwei  imaginäre  zeigen  eine  Ellipse  an. 

Wenn  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  gegeben  ist,  nimmt 
man  zwei  davon  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlenbüschel  an, 
verbindet  sie  mit  den  drei  übrigen  u.  s.  w. 

Diese  Betrachtungen  finden  eine  nützliche  Anwendung  bei  der 
Aufgabe,  durch  vier  gegebene  Punkte  Ui,  U2,  A,  B  (Fig.  44)  eine  Parabel 


Fig.  44. 


zu  legen.  Wählt  man  U^  und  U2  als  Mittelpunkte  der  projectivischen 
Büschel  und  zieht    durch  einen  beliebigen  Punkt  U  Parallele   zu  den 
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Strahlen  ai,bi,a2,b2,  so  hat  man  von  den  erhaltenen  concentrischen 
Büscheln  zwar  nur  je  zwei  Strahlen,  aber  es  tritt  die  Bedingung  hinzu, 
dass  die  bei  der  Construction  der  Doppelstrahlen  auftretende  Gerade  u 
(Fig.  24)  den  Hilfskreis  berühren  muss.  Aus  dem  Schnittpunkte  L  der 
Geraden  A^  B2  und  Ao  Bi  sind  im  allgemeinen  zwei  Tangenten  möglich, 
die  real  getrennt,  vereinigt  oder  imaginär  sein  können.  Daher  hat  die 
Aufgabe  zwei  verschiedene,  zwei  identische  Lösungen  oder  sie  ist  un- 
möglich. Die  Tangenten  t^  und  t^  berühren  den  Kreis  in  den  Punkten  T, 
und  T2,  deren  Verbindungslinien  mit  U  die  Durchmesserrichtungen 
der  gesuchten  Parabeln  angeben  und  je  einen  fünften  (unendlich 
fernen)  Punkt  ersetzen.  Indem  man  zu  einer  von  ihnen  durch  U, 
und  U2  Parallele  zieht,  erhält  man  ein  drittes  Paar  entsprechender 
Strahlen  der  erzeugenden  Büschel  u.  s.  w.  Daraus  geht  noch  hervor, 
dass  vier  Punkte  des  endlichen  Bereiches  und  ein  unendlich  femer 
(durch  eine  Richtung  gegebener)  Punkt  im  allgemeinen  eine  Hyperbel 
bestimmen,  weil  durch  die  ersten  vier  Punkte  zwei  Parabeln  gegeben 
sind,  deren  unendlich  ferne  Punkte  mit  dem  beliebig  angenommenen 
nicht  identisch  zu  sein  brauchen. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  das  Erzeugnis  von  zwei  projecti  vi  sehen 
Punktreihen  ist,  wenn  er  nämlich  von  allen  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  berührt  wird,  dann  lässt  sich  der  Fall  der  Parabel 
direct  erkennen;  diese  kann  nur  von  ähnlichen  Punktreihen  erzeugt 
werden,  weil  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt  wird,  so 
dass  sich  die  unendlich  fernen  Punkte  beider  Punktreihen  entsprechen 
müssen.  Sind  letztere  nicht  ähnlich,  so  liegt  eine  Hyperbel  oder 
Ellipse  vor,  je  nachdem  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
zweier  paralleler  Tangenten  von  irgend  einer  dritten  Tangente  zwischen 
diesen  geschnitten  wird  oder  nicht. 


ÜRITTER  THEIL. 

Analytische  Geometrie. 


Einleitung. 

Die  analytische  Geometrie  lehrt  geometrische  Aufgaben  in  alge- 
braische Form  einkleiden,  indem  sie  gegebene  Figuren  durch  Gleichungen 
ersetzt,  aus  diesen  neue  Gleichungen,  welchen  andere  Figuren  entsprechen, 
ableitet,  den  Zusammenhang  zwischen  gegebenen  und  abgeleiteten 
Figuren  sucht  und  auf  diese  Art  zur  Entdeckung  geometrischer  Sätze 
durch  Rechnung  führt.  Hiezu  bedient  sie  sich  des  Mittels,  die  Raum- 
elemente durch  Zahlen  zu  charakterisieren,  welche  deren  Lage  in  Bezug 
auf  feste  Raumelemente  bestimmen  und  Coordinaten  genannt  werden. 
Die  festen  Raumelemente  bilden  das  Coordinatensystem. 

Die  Untersuchungen  können  sich  auf  Gebilde  einer  Ebene  be- 
schränken oder  Gebilde  umfassen,  die  nicht  einer  einzigen  Ebene  an- 
gehören. Dementsprechend  unterscheidet  man  eine  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  eine  analytische  Geometrie  des  Raumes. 


I.  Abthellung. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

1.  Absch-iiitt. 

Grundbegriffe  und  vorbereitende  Aufgaben. 

1.  Punkte  einer  Geraden.  Zwei  Punkte  A  und  B  einer  Geraden 
bestimmen  die  Strecken  AB  und  BA,  welche  von  gleicher  Länge, 
aber  einander  direct  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  daher  als  entgegen- 
gesetzt gleich  angesehen  werden  müssen,  so  dass  AB  =  —  BA.  Welche 
Strecke  als  positiv  und  welche  als  negativ  zu  rechnen  ist,  wird  durch 
die  positive  Richtung  der  Geraden  entschieden,   die  entweder  gegeben 
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sein  oder  willkürlich  angenommen  und  durch  eine  der  Geraden  an- 
gesetzte Pfeilspitze  angedeutet  werden  kann. 

Für  irgend  drei  Punkte  A,  B,  C  einer  Geraden  besteht  immer 
die  Beziehung 

AB  +  BC  =  AC, 

welche  für  die  Anordnung  A,  B,  C  evident  ist,  für  die  Anordnung  A,C,B 
aus  AC  +  CB=AB,  für  die  Anordnung  C,  A, B  aus  C  A  +  A B  =  C ß 
folgt,  wenn  üian  CB  =  —  BC  und  CA  =  —  AC  setzt. 

Wählt  man  einen  gegebenen  oder  willkürlich  angenommenen 
Punkt  der  Geraden  als  Nullpunkt,  von  welchem  nämlich  die  Abstände 
anderer  Punkte  gezählt  werden,  und  ist  die  positive  Richtung  der 
Geraden  festgesetzt,  so  hat  man  das  Mittel  gewonnen,  die  Lage  eines 
jeden  Punktes  der  Geraden  zu  bestimmen,  indem  man  seinen  mit 
dem  entsprechenden  Vorzeichen  versehenen  Abstand  vom  Nullpunkte 
—  die  Abscisse  —  angibt.  Zwischen  zwei  Punkten  mit  entgegengesetzt 
gleichen  Abscissen  liegt  der  Nullpunkt  in  der  Mitte. 

Sind  xi  und  xe  die  Abscissen  der  auf  den  Nullpunkt  O  bezogenen 
Punkte  Pi  und  P2  (Fig.  45),  so  findet  man,  da 

P,Pj  =  0P2  — 0Pi  =  X2— Xi, 

Kig.  45. 

0  Pt  Pä      P 

o  o  00  >x 


d.  h.  die  Distanz  des  Punktes  P2  von  dem  Punkte  P^  ist    gleich  der 
Differenz  der  Abscissen  des  zweiten  und  des  ersten  Punktes.  Daher  ist 

P2Pi=OPi-OP2  =  Xi— X2=  — (X2— X,)  =  — P1P2. 

Ist  X   die  Abscisse   des  Punktes  P,    welcher   in   Bezug  auf  die 
Punkte  Pi  und  P2  das  Theilverhältnis 


Pt 
P2 

p 
p 

—  X 

X  — 
X  — 

X2 

"V  z 

_Xi 

Xxj 

hat,  so  ist 

X 

"=-i-x  • 

Der  Mittelpunkt  Pm   der   Strecke  P^  Pg    hat   das  Theilverhältnis 
X=  —  1,  daher  ist 

_  Xt  +  X2 
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Sind  PjjPj,  P3,  .  .  .  .  Pn  Punkte  der  Geraden  mit  den  Abscissen 

X|^^   X2*   ^3)    ...    X]|*    SO    ISb 

P,P,  +  P2P3  +  P3P4+..  +  P„_lP„  =  X.,-X,+X3— Xj  +  X^  — X3  +  .. 

•    .    •    -f~  Xn         Xn  —  1  =  Xq  X|  =   JT^  ITi,. 

2.  Geraden  eines  Punktes.  Für  die  Beurtheilung  der  gegen- 
seitigen Lage  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  soll  einer  von  den 
zwei  Winkeln  in  Betracht  kommen, 
welche  die  positiven  Richtungen  a 
und  b  bestimmen  (Fig.  46).  Eine  aus 
der  Lage  a  in  die  Lage  b  um  den 
Scheitel  0  gedrehte  Richtung  kann 
entweder  den  einen  oder  den  anderen 
Winkel  durchlaufen.  Die  von  ihr 
hiezu    vollführten    Drehungen     sind 

einander    entgegengesetzt     und     er-  ^  ^  >  ^ 

scheinen  einem  in  0  stehenden  Be- 
obachter als  Drehungen  linksum  oder  rechtsum.  Die  Winkel  selbst 
müssen  daher  als  entgegengesetzt  bezeichnete  Größen  in  Rechnung 
gezogen  werden;  welcher  positiv  und  welcher  negativ  zu  nehmen  ist, 
wird  durch  Feststellung  des  positiven  Drehungssinnes  entschieden,  der 
gegeben  sein  oder  willkürlich  angenommen  (und  etwa  durch  einen 
gekrümmten  Pfeil  angedeutet)  werden  kann. 

Wenn  es  sich  bloß  um  zwei  Geraden  handelt,  soll  unter  dem 
Ausdruck  ab  der  im  Bogenmaße  gemessene  hohle  Winkel  ihrer  posi- 
tiven Richtungen  verstanden  sein,  dessen  Vorzeichen  von  dem  in 
Geltung  stehenden  positiven  Drehungssinne  abhängt,  so  dass  die 
Winkel  ab  und  ba  als  entgegengesetzt  gleiche  Größen  angesehen 
werden  müssen,  zwischen  welchen  die  Beziehung  a  b  -|-  b  a  =  0  besteht. 
Werden  aber  mehrere  Winkel  zusammengesetzt  oder  beliebig  große 
Drehungen  bestimmt,  dann  können  Winkel  in  Frage  kommen,  welche 
eine  halbe  Umdrehung  (+  «)  überschreiten.  Hat  man  in  einem  solchen 
Falle  mit  dem  Auftragen  der  Winkel  oder  dem  Zählen  der  Drehung 
bei  dem  Sehenkel  a  begonnen  und  bei  dem  Schenkel  b  aufgehört,  so 
stellt  ab  die  algebraische  Summe  der  Größen  aller  Drehungen  vor, 
die  eine  um  den  Scheitel  gedrehte  Richtung  hiebei  vollführt  hat,  um 
aus  der  Lage  a  in  die  Lage  b  zu  gelangen,  was  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  Überschreitung  beliebiger  Zahlen  voller  Umläufe  möglich 
ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  9  den  hohlen  Winkel  der  Richtungen  a 
and  b,  mit  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  unter  dieser  Voraussetzung 


.V  =  I 
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ab  =  cp  +  n.27r 
eine  im  allgemeinen  unbestimmte,  erst  durch  nähere  Angaben  zu 
präcisierende  Größe.  Da  es  für  die  trigonometrischen  Functionen  von  ab 
gleichgiltig  ist,  wie  viele  volle  Umdrehungen  eine  um  den  Scheitel 
gedrehte  Richtung  vollführt  hat,  während  sie  sich  aus  der  Anfangs- 
lage a  in  die  Endlage  b  bewegte,  und  in  welchem  Drehungssinne  dies 
geschah,  so  sind  sie  von  n  unabhängig;  es  ist 

/(<p  ±  n .  2  IC)  =/((p), 

wenn  unter  f  (z)  irgend  eine  trigonometrische  Function  des  Winkels 
(Bogens)  z  gemeint  wird.  Daher  lassen  sich  zwischen  den  trigono- 
metrischen Functionen  von  Winkeln  —  ähnlich  wie  für  Strecken  — 
Relationen  aufstellen,  welche  von  der  Zählung  unabhängig  sind  und 
als  Fundamentalformeln  angeführt  werden: 

sin  a  b  -}-  siii  h  a  =  o, 

sin  b  a  =  —  sin  a  b, 

cos  ba  =  cos  ab, 

sin  (ab-|-bc)  =  sin  ac, 

sin  (cb  —  ca)  =  sin  ab, 

sin    (glg2  +  g2g3+    •    •    •    +gn-lgn)=sin    gign. 

u.  s.  w. 

3.  Orthogonale  Projectionen  von  Strecken  und  Strecken- 
zügen. Eine  Strecke  Pj  P2  der  Geraden  g  wird  auf  die  Gerade 
(Projectionsaxe)  x  durch  die  darauf  Senkrechten  aus  den  Punkten  P| 
und  P2  projiciert.  Die  Fußpunkte  A^  und  Aj  bestimmen  die 
orthogonale  Projection  A^  A2.  Länge  und  Vorzeichen  der  Projection 
hängen  von  der  Länge 

der   Strecke   und   von  ^^'  ^'• 

dem  Winkel  ab.  welchen 
die  positiven  Eich  tungen 
der  Geraden  x  und  g 
bestimmen.  Es  sei  der 
positive  Drehungssinn 
linksum  angenommen 
(Fig.  47)  der  Winkel 
xg  kleiner  als  ein 
Rechter  und  die  Strecke 
PjL  P2  positiv.  Zieht  man 

durch  Pj  die  zu  x  gleichsinnig  parallele  x',  von  welcher  P2A2  in  Qo 
geschnitten  wird,  so  ist 


^  X 


Grundbegriffe  und  vorbereitende  Aufgaben. 


123 


also 


Ai  A2  =  Pj  Q2  =  Pi  P2 .  cos  x'g, 

AiA2  =  PiP2COS  xg. 


Fiff.  48. 


Da  in  diesem  Falle  cos  xg  positiv  sein  muss,  hat  auch  die  Pro- 
jection  einen  positiven  Wert,  was  durch  den  Anblick  der  Figur  be- 
stätigt wird. 

Nun  sei  der  Winkel  xg  gr'ößer  als  ein  Rechter  (Fig.  48)  und 
die  Strecke  P^  P2  noch 
immer  positiv.  Dann  g. 
schneidet  die  Parallele  x' 
das  Loth  P2  A2  in  ihrer 
ßückverlängerung  x". 
DieProjection  hat  daher 
einen  negativen  Wert: 

Aj  A2  =  ir  j  \^2  "^^^ 

=  —  PlP2C0Sx"g, 

und  weil  cos  x"g  =  cos  gx"  =  —  cos  x'g,  so  ist  wieder 

A^  A2  =  Pi  P2  cos  X  g. 

Hier  hat  cos  xg  einen  negativen  Wert,  so  dass  sich  auch  die 
Projection  negativ  ergibt. 

Man  sieht  ferner  „.    ,^ 

Flg.  49. 

leicht     ein,     dass     für 
xg>7r   und  xg>-2^ 
immer 
AiA2  =  PiP2  cosxg. 

Schließlich  sei 
(Fig.  49)  die  Strecke 
P|  P2  negativ.  Dann  ist 
P.jPi  positiv, 


>x 


A2Ai  =  P2Pi  cos  xg 


und 


demnach  wieder 


—  AiA2  =  — P1P2  cos  xg; 
Ai  A2  =  Pi  P2  cos  X  g. 


Es    kann   also   in   voller  Allgemeinheit    der  Satz   ausgesprochen 
werden: 
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Die  Projeetion  einer  Strecke  der  Geraden  g  auf  die 
beliebige  Projectionsaxe  x  ist  gleich  dem  Producte  aus 
der  Strecke  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  positiven 
Bichtungen  beider  Geraden. 

Eine  Aufeinanderfolge  von  Strecken  Pq  Pi ,  Pj  P25  P2  ^3?  •  •  • 
.  .  .  Pn—iPn,  welche  aneinander  anschließen,  aber  nicht  alle  in  der- 
selben Geraden  liegen,  soll  ein  Streckenzug  genannt  werden.  Unter  der 
Projeetion  eines  Streckenzuges  auf  eine  Gerade  versteht  man  die 
algebraische  Summe  der  Projectionen  der  Strecken,  welche  ihn  zu- 
sammensetzen. Da  Ao  Ai -|- Ai  A.2  +  A2  A3 -|-  .  .  .  +  An_i  An  =  AoAn 
und  A^  An  die  Projeetion  der  Schlusslinie  PoPn  des  Streckenzuges  ist. 
ergeben  sich  folgende  Sätze: 

Die  Projeetion  eines  Streckenzuges  auf  eine  Gerade  ist 
gleich  der  Projeetion  seiner  Schlusslinie  auf  dieselbe  Gerade. 

Streckenztige  mit  derselben  Schlusslinie  haben 
gleiche  Projectionen  auf  eine  beliebige  Projectionsaxe. 

4.  Coordinatensysteme.  Die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene 
wird  durch  seine  Coordinaten  bestimmt.  Denkbar  sind  unendlich 
viele  Systeme  von  Coordinaten,  wirklich  angewendet  werden  nur 
wenige. 

a)  System  der  Parallel-Coordinaten.  Es  besteht  (Fig.  50)  aus 
zwei  Geraden  x  und  y,  Coordinatenaxen  genannt,  welche  sich  in  dem 

Nullpunkte   O   (Ursprung,    Anfangs- 
^^'  ^'  punkt)  schneiden.  Die  positiven  Kich- 

y  tungen  der  Coordinatenaxen   können 

willkürlich  angenommen  oder  gegeben 
/  sein.  Positiv  ist  jener  Drehungssinn. 

.? ^'  P dem  zufolge  der  hohle  Winkel  x  y  po- 

/  sitiv  erscheint.    Das    System   ist   ein 

/y  rechtwinkeliges     oder     orthogonales, 

/  wenn  die  Axen  zueinander  senkrecht 

..  .^ ^Y        sind,    in    allen    anderen   Fällen   ein 

/^  schiefwinkeliges.  Ein  beliebiger  Punkt 

'  P  der  Ebene  wird  durch  Parallele  zu 

den  Coordinatenaxen  nach  den  Punkten  A  auf  x  und  B  auf  y  projiciert. 
Die  Abscissen  OA  =  x  undOB  =  y  der  Punkte  A  und  B  heißen  die 
Coordinaten  des  Punktes  P,  welchen  sie  vollkommen  bestimmen;  denn 
durch  die  Coordinaten  werden  zunächst  die  Projectionen  A  und  B 
bestimmt   und   die   durch   letztere   gelegten  Parallelen   zu   den   Axen 
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(Projectionsstrahlen)  schneiden  sich  in  P.  Da  A  P  =  0  B  und  BP  =  0  A, 
so  kann  P  auch  durch  einen  der  Streckenzüge  OAP  oder  OBP  in 
tibersichtlicher  Weise  dargestellt  werden.  Den  vier  Feldern,  in  welche 
die  Ebene  durch  die  Coordinatenaxen  getheilt  wird,  entsprechen  ver- 
schiedene Vorzeichencombinationen  der  Coordinatenwerte: 


X    y 

I   +  + 

II h 

III 

IV  +  - 

Flg.  61. 


Für  Punkte  der  x-Axe  oder  y-Axe  ist  y  =  o  oder  x  =  o,  für 
den  Nullpunkt  ist  x  =  o  und  y  =  o. 

Die  Projectionsstrahlen  aller  Punkte  der  Ebene  bUden  zwei  Scharen  paralleler 
Geraden,  deren  Bichtungen  durch  die  Coordinatenaxen  angegeben  werden.  Durch  einen 
Punkt  geht  von  jeder  Schar  eine  Gerade. 

li)  System  der  Polar-Coordinaten.  Es  besteht  (Fig.  51)  aus 
einer  Geraden  x,  welche  die  Axe,  und  aus  einem  darauf  liegen  Punkte  0, 
welcher  der  Pol  genannt  wird.  Die 
positive  Richtung  der  Axe  und  der 
positive  Drehungssinn  sind  gegeben 
oder  werden  willkürlich  angenommen. 
Ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  wird 
mit  dem  Pole  durch  die  Gerade  z 
verbunden  und  in  dieser  die  positive 
Richtung  —  wenn  sie  nicht  im  vor- 
hinein gegeben  —  derart  festgestellt, 
dass  die  Strecke  OP  (Vector,  Radius 
vector)  positiv  erscheint.  Der  Winkel  (die  Anomalie)  xz  =  a>  und  der 
Vector  OP  =  r  heißen  die  Polar-Coordinaten  des  Punktes  P,  welchen 
sie  vollkommen  bestimmen;  denn  durch  (o  ist  die  Gerade  z  und  auf 
ihr  durch  r  der  Punkt  P  festgelegt. 

Ein  beliebiger  Punkt  erscheint  auch  als  einer  der  Schnittpunkte  der  Geraden  z 
mit  einem  aus  O  beschriebenen  Kreise  vom  Radius  r,  wobei  die  Wahl  unter  ihnen 
durch  das  Vorzeichen  des  r  entschieden  wird.  Allen  Punkten  der  Ebene  entspricht 
eine  Schar  von  Geraden  durch  den  Pol  und  eine  Schar  concentrischer  Kreise  um 
den  Pol  als  Mittelpunkt.  Davon  gehen  durch  jeden  Punkt  eine  Gerade  und  ein  Kreis. 

Besonders  zu  bemerken  ist,  dass  der  (im  Bogenmaße  gemessene)  Winkel  tu 
«inen  oder  mehrere  volle  Umläufe  erreichen  und  überschreiten  kann. 
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c)  System  der  Bipolar-Coordinaten.  Es  besteht  (Fi^.  Ö2)  aus  zwei  Polen  0^ 
und  O2  deren  Verbindungslinie  x  die  Axe  und  deren  Distanz  0\  O2  =  2e  die  Basis  des 
Systems  genannt  werden  möge.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene 
mit    den  Polen    durch    die  Geraden    z,   und  z,,    so    können    entweder    die    Anomalien 

und   X  z,  =  ü)u    oder 


i» 


xz, 


Ü>, 


Fig.  52. 


die    Vectoren     O^  P  =  rj    und 


02P=r2  als   seine  Coordinaten 
angesehen  werden.  Nimmt  man 
im    ersten  Falle    den    positiven 
Drehungssinn,  ferner   die  posi- 
tiven Bichtungen  der  Axe,  so  wie 
der     Greraden    Zj    und    Zj    an, 
z.  B.   derart,    dass    O»  Oj,  0^  P 
und  O2  P  positiv  erscheinen,  so 
ist    der    Punkt    P    durch    die 
Anomalien  u>j    und  cuj  unzwei- 
deutig festgelegt  und  als  Schnitt- 
punkt   der    Geraden    z^  und  z, 
dargestellt. 
Im  zweiten  Falle  wird  durch  die  Vectoren  r^  und  r2  außer  dem  Punkte  P  noch 
ein  zweiter,    zu  ihm    in  Bezug  auf   die  Axe    symmetrisch    liegender  Punkt  bestinunt, 
beide  als  die  Schnittpunkte  der  Elrelse,  welche  um  die  Pole  0}  und  O2  mit  den  Radien  r, 
und  T2  beschrieben  werden.   Man  kann    diese  Punkte  von  einander  nach  den  Feldern 
unterscheiden,  in  welche  die  Ebene  durch  die  Axe  getheilt  wird,  indem  man  z.  B.  die 
Vectoren  der  Punkte  des  einen  Feldes  beide  positiv,  jener  des  anderen  beide  negativ 
rechnet.  Für  reale  Punkte  ist  immer  rj  -t-Tj  >  2e  oder  rj  -f-  rj  •<  —  2e. 

S&mmtlichen  Punkten  der  Ebene  entsprechen  zwei  Scharen  von  Geraden,  welche 
durch  den  einen  oder  den  anderen  Pol  g^hen,  oder  zwei  Scharen  concentrischer  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  die  Pole  sind.  Durch  jeden  Punkt  geht  von  jeder  Schar  eine 
Gerade  oder  ein  Kreis. 

Dieses  System  steht  an  Brauchbarkeit  den  beiden  ersten  weit  nach  und 
wird  nur  in  vereinzelten  Fftllen  angewendet. 

Anmerkung.  Bei  den  bisher  betrachteten  Goordinatensystemen  wird  der  zu 
bestimmende  Punkt  als  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden,  von  einer  Geraden  mit  einem 
Kreise  oder  von  zwei  Kreisen  dargestellt  und  der  Gresammtheit  der  Punkte  einer  Ebene 

entsprechen  zwei  Scharen  von  Linien  derart, 
dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  jeder 
Schar  eine  Linie  geht.  Dadurch  erscheinen 
die  Coordinatensysteme  unter  einen  gemein- 
samen Gesichtspunkt  gebracht,  welcher  zu 
der  Erweiterung  des  Coordinatenbegriffes 
Anlass  gibt,  indem  an  Stelle  der  Geraden  oder 
Kreise  irgend  welche  Cnrven  gedacht  werden. 
Fasst  man  z.  B.  die  Pole  O^  und  Oj  in  dem 
System  der  Bipolar-Coordinaten  als  Brenn- 
punkte einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  auf 
(Fig.  Ö3),  von  welchen  etwa  die  Brennpunkts- 
axen  2  u  und  2  v  gegfeben  sein  mögen,  so  sind  hie- 


Fig.  68. 
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durch  diese  Corven  vollkommen  bestimmt.  Sie  schneiden  sich  in  vier  Punkten,  von  welchen 
man  einen  —  er  sei  P  genannt  —  durch  besondere  Annahmen  auszeichnen  und  in 
Betracht  ziehen  kann.  Dieser  Punkt  erscheint  dann  festgelegt  durch  die  Bestimmungs- 
stücke u  und  V,  die  man  also  seine  Coordinaten  nennen  darf.  In  der  That  findet  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Annahmen  bezüglich  des  Vorzeichens  der  Yectoren  (Pkt.  c)  und 
auf  die  Eigenschaften  von  Ellipse  und  Hyperbel  r,  -f-  r2  =  +  2  u  ;  r^  —  '2  =  i  ^  v, 
daher  r,  =  +  (u  -|-  v) ;  rj  ^  +  (u  —  v),  und  kann  den  Punkt  nun  auch  mittelst  der 
Vectoren  construieren. 

Ein  solches  Coordinatensjstem  findet,  jedoch  mit  anderen  Bestimmungsstücken 
für  Ellipse  und  Hyperbel,  bei  gewissen  Aufgaben,  deren  Natur  es  angepasst  ist,  vor- 
theilhafte  Anwendung  (elliptische  Coordinaten).  Ebenso  können  zwei  Größen  u  und  v 
als  die  Coordinaten  eines  Punktes  angesehen  werden,  wenn  sie  irgend  zwei  durch  den 
Punkt  gehende  Curven  vollkommen  bestimmen. 

d)  System  der  Dreiecks-Coordinaten.  Es  besteht  aus  einem  durch  die 
Geraden  x^jXjyXj  (Fig.  54)  —  die  Fundamentallinien  —  gebildeten  Coordinaten-Dreieck, 
dessen  Eckpunkte  X,,  X2,  X3  Fundamentalpunkte  heißen.  Fällt  man  aus  einem  Punkte  P 
die  Senkrechten  auf  die  Fundamentallinien  und  nimmt  in  jeder  die  positive  Richtung 
an;  bezeichnet  man  femer  mit  Q,,  Q2,  Q3  die  Schnittpunkte  der  Senkrechten  mit  den 
entsprechenden  Fundamentallinien,  so  sind  die  Abstände  des  Punktes  P  von  den 
letzteren  Q^  P  =  tj ;  Qj  P  =  tj; 

Q3  P  =  ta  der   Größe    und  dem  '  *'*'•  **• 

Vorzeichen  nach  vollkomm  en 
bestimmt.  Hingegen  ist  umge- 
kehrt der  Punkt  schon  durch 
zwei  seiner  Abstände,  z.  B.  tj,  t2 
als  Schnittpunkt  der  in  diesen 
Abständen  Parallelen  zu  den 
Fundamentallinien  x,,  Xj  fest. 
gelegt  und  damit  auch  tj  voll- 
kommen bestimmt;  man  darf 
also  die  drei  Abstände  nicht  will- 
kürlich annehmen.  Wohl  aber 
ist  es  gestattet,  ihnen  die  Be- 
dingung auüznierlegen,  dass  sie 
drei  gegebenen  Zahlen  x^,  T.2,  X3 
Proportion^  sein  sollen,  dass 
also  ti  :  tj  :  tj  =  T|  :  x^  :  T3. 

Verbindet  man  nämlich  den  Punkt  M,,  welcher  von  den  Fundamentalinien  Xj 
und  X3  die  Abstände  Xj  und  x,  hat,  mit  dem  Fundamentalpunkte  X, ,  so  muss  die  Ver- 
bindungslinie X,  Ml  durch  P  gehen,  weil  Xj  :  X3  =  tj  :  t3.  Auf  dieselbe  Art  findet  man 
die  Geraden  Xj  Mj  und  X3  M3,  welche  ebenfallfl  durch  P  gehen,  sobald  die  Punkte  Mj 
und  M3  die  Abstände  x^  und  X3  von  x^  und  X3;  t,  und  t,  von  Xj  und  Xj  haben. 

Also  ist  durch  das  Verhältnis  x^  :  Xj  :  X3  der  Punkt  P  als  gemeinsamer  Punkt 
von  drei  Geraden,  welche  ihn  aus  den  Fundamentalpunkten  projicieren,  festgelegt  und 
die  Verhältniszahlen  Xj,X2,X3  könnten  als  seine  Coordinaten  gelten.  Um  den  Punkt  P 
zu  erhalten,  hat  man  das  Dreieck  Mj  M2  M3  zu  construieren,  dessen  Seiten  die  Parallelen 
zu  den  Fundamentallinien  in  den  Abständen  x^Xj,  X3  oder  mxj,  mxj,  mxj  (bei  be- 
liebigem m)  sind.  Dann  gehen  die  Strahlen  Xj  M^ ;  X2  Mj ;  X3  M3  durch  P.  Durch  dieses 
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Verfahren  erscheinen  alle  Theile  des  Coordinatensystems  gleichmäßig  zur  Bestimmung 
des  Punktes  herangezogen. 

Indessen  pflegt  man  der  größeren  Allgemeinheit  wegen  die  Dreiecks-Coordinaten 
eines  Punktes  als  drei  Zahlen  x, ,  x^,  X3  zu  definieren,  welche  proportional  sind  den  mit 
drei  beliebigen,  jedoch  festen  Constanten  kj^kj,  kj  multiplicierten  Abständen  t,,t2,  tj, 
so  dass 

Xj  I X2  l  X3  =  KjL  ty  t  K2  12  •  K3  t  ;^ 
oder,  wenn  a  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet 

axi  =kiti, 

O  X2  =  1^2  ^25 
0  X3  =  k3  tg. 

Da  sich  aus  diesen  Beziehungen 

t^  t  12  I  63  = 


y. 


:j 


Fig.  55. 


^l        ^2        •■^3 

ergibt,  ist  der  Punkt  durch  das  Verhältnis  X|  :  x^  :  X3  unzweideutig  bestimmt.  Setzt  man 
kj  =  k2  =  kß,  so  folgt 

X^  :  X2  I  X3  =  tj  :  12  I  13 

als  specieller  Fall. 

Aber  auch  das  System  der  Parallel-Coordinaten  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der 
Dreiecks-Coordinaten.  Um  das  zu  zeigen,  lässt  man  (Fig.  öö)  die  FundamentaUinien  x^ 

und  X2  mit  den  Axen  7  und  x 
eines  Systems  Parallel-Coordi« 
naten  zusammenfallen,  so  dass 
der  Fundamentalpunkt  X3  auf 
dessen  Nullpunkt  O  zu  liegen 
kommt.  Der  Winkel  der  Axen  x 
und  j  sei  mit  0  und  der  Ab- 
stand S  O  des  Nullpunktes  von 
der  Parallelen  zu  X3  durch  P  sei 
mit  dg  bezeichnet.  Dann  ist 
tj  -|-  dg  der  Abstand  des  Null- 
punktes von  der  Fundamental- 
^^2  ^  Knie  X3,  also  für  ein  gegebenes 
Coordinaten-Dreieck  eine  con- 
stante  Größe.  Die  Wahl  der 
Constanten  ki,k2,  k,   steht  frej, 

-  setzen.  Dadurch  gehen  die  Gleichungen 


man  kann  daher  k«  =  k,  :=  - — r^  ;  k«  =  - —  ,-— 

*         ^       sin  0  tj  +  d3 


O  X|  K^  t^  ^    0  X2  -^2  *'2 1    ^  ^3 -^3  "'S 


über  in 

0X1  = 


tt        ^  ^2 

sin  9  '       '^       sin  9 


y;  0x3  = 


^3 


t3  +  d; 


1 + ^: 
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Sobald  nun  die  Fundamentallinie  X3  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  zusammenfällt,  wird  ~=0  und  0x3  =  1.  Setzt  man  jetzt,  was  gestattet  ist, 
da  X,,  X2,  X3  Verhältniszahlen  sind,  X3  =  1,  so  wird  auch  a  =^  1  und 


X, 


x; 


X2  =  y. 

Die  Dreieckß-Coordinaten  bieten  den  Vortheil,  dass  ihre  Anwendung  zu  homogenen 
Gleichungen  führt.  Sie  eignen  sich  vorzugsweise  für  die  Behandlung  allgemeiner 
Lagebeziehungen  der  Gebilde  und  bringen  das  Gesetz  der  Beciprocität  besser  zum 
Aasdruck  als  andere  Coordinatensysteme. 

5.  Rechtwinkelige  Coordinaten.  Bezeichnung  und  Bestimmung 
der  Punkte.  Abstand  eines  Punktes  vom  Nullpunkte.  In  der  Folge 
soll  ausschließlich  das  rechtwinke- 
Kge  Coordinatensystem  Anwendung 
finden.  Feste,  gegebene  Punkte  wer- 
den mit  P05  P^,  P2»  P35 . .  .  Pi, . .  .  be- 
zeichnet;ein  veränderlicher  oder  erst 
zu  bestimmender  mit  P.  Der  Punkt 
P(Pi)  hat  die  Coordinaten  x,y  (xi,yi) ; 
seine  orthogonalen  Projectionen  auf 
die  Axen  sind  A  und  B  (Ai  und  Bi) .  Er 
wird  (Fig.  56)  durch  den  Strecken- 
zug OAP  (OAiPi)  festgelegt. 
Punkte  von  besonderer  Bedeutung 
werden  auch  mit  anderen  Buch- 
staben bezeichnet  werden.  Der  Abstand  OP  =  r  des  Punktes  P  vom 
Nullpunkte  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  OAP  mittelst 
der  Beziehung: 

i^=x^-|-y^ (1 

oder  r  =  }'^x^  -f~  y^- 

Von  den  beiden  Vorzeichen  der  Wurzel  wird  in  der  Regel  das 
positive  genommen  werden. 

Analog  findet  man  für  OPi  =  ri 

Ti^  z=  Xi^ -}- Ji^ . 


>X 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Der  Punkt  Pj   (4,  3)  hat  den  Abstand  vom  Nullpunkte 

Badisavljevic  u.  Mikata,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd. 
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Fig.  57. 


-f a ^ 


— ^x 


b)  Die  Punkte  Pj  (—1,  5);  P3  (—3,  —  2);  P^  (3,  —5)    haben    die  Abstände 

r^  =  ]■!  +  25  =  K26 ;  r3  =  ^9  +  4  =  /iS ;  r^  =  f  9^  25  =  f 34. 

c)  Der  Punkt  P  soll  derart  bestimmt  werden,  dass  er  vom  Nullpankte  den 
Abstand  r  =  13  hat.  Wie  viele  Lösungen  sind  möglich?  Man  suche  jene  heraus,  wo 
X  =  5  oder  y  =  5  ist.  Wie  groß  ist  dann  7  oder  x? 

6.  Bestimmung  einer  Richtung.  Parallele  Geraden  haben  die- 
selbe Richtung.  Eine  von  ihnen  bestimmt  die  Richtung  der  übrigen. 
Es  ist  zweckmäßig,  jene  Gerade,  welche  die  Richtung  repräsentieren 
soll,  in  den  Nullpunkt  zu  verlegen  und  den  positiven  Sinn  durch  eine 
ihr  angesetzte  Pfeilspitze  anzudeuten.  Eine  solche  Gerade  g  soll  kurz- 
weg als  Richtung  bezeichnet  werden.  Sie  ist  (Fig.  57)  durch  einen  in 

ihr  liegenden  Punkt  Pi  bestimmt, 
ebenso  durch  Punkte  P25  P3,  .... 
wenn  die  Strecken  O  P^,  O  P2, 0  F.. 
.  .  .  mit  Rücksicht  auf  die  Pfeil- 
spitze positiv  erscheinen.  Da 

^i '  y i  ^^^  ^2  •  y-i  ^^^  ^3  •  73  ^^^  •  • ", 

so  ist  eine  Richtung  auch  durch 
das  constante  Verhältnis  der  Co- 
ordinaten  der  sie  bestimmenden 
Punkte  festgelegt,  welches  durch 
a:b  dargestellt  und  Richtungsverhältnis  genannt  werden  möge.  Die 
Verhältniszahlen  a  und  b  kann  man  als  Componenten  der  Richtung 
bezeichnen.  Die  Richtung  wird  construiert.  indem  man  einen  Punkt  R 
dessen  Coordinaten  den  Richtungscomponenten  a  und  b  proportional 
oder  gleich  sind,  mit  dem  Nullpunkte  verbindet.  Das  Richtungsverhältnis 
—  a :  —  b  stellt  die  der  Richtung  a ;  b  direct  entgegengesetzte  Richtung 
vor.  Der  Punkt  U,  welcher  die  Richtung  bestimmt  und  den  Abstand 
O  n  =  1  vom  Nullpunkte  hat,  heißt  der  Einheitspunkt.  Sind  a  und  ß 
seine  Coordinaten.  so  besteht  zwischen  diesen  (Art.  5,  Gl.  1)  die  Be- 
ziehung 

a2  4-ß2  =  l (2 

Sie  werden  die  Coordinaten  der  Richtung  (Richtungscoordinaten) 
genannt  und  haben  auch  eine  trigonometrische  Bedeutung. 
Aus  den  Dreiecken  O  A  11  und  O  B 11  folgt  nämlich 

OA      OA 
OB      OB 

r 


^jj  =  COSXg 


l 


011 


cos  y  g. 
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also  sind  a  unä  ß  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet.  In  dieser  Eigenschaft  führen  sie  auch  den 
Namen  » Richtungscosinus « . 

Da  eine  Richtung  durch  das  Richtungsverhältnis  a :  b  vollkommen 
bestimmt  ist,  müssen  ihre  Richtungscoordinaten  a  und  ß  durch  a  und  b 
ausgedrückt  werden  können.  In  der  That  findet  man,  wenn  der  Richtungs- 
pnnkt  R    die    Coordinaten   a   und    b,   also    den   Abstand    OR  =  p  = 


=1  a*-^  4"  b*^  vom  Nullpunkte  hat,  aus  dem  Dreiecke  OMR 

a  a 

OL  =  cos  X  ff  =  -  -  =  "7=^ — 

^        P        Ka^  +  b2 

b  b 

ß  =  cosyg  = 


(3 


P        f  a2  +"b'^  j 

Ist  in  der  Normalen  n    einer  Richtung  g   die   positive  Richtung 
derart  bestimmt,  dass  mit  Rücksicht   auf  den    positiven  Drehungssinn 

IT 

der  Ebene  g  n  =  -^,  so  findet  man 

cos  xn  =  cos(xg4-gn)  =  cos(xy  +  yg  +  gn)  =  cos(7c  +  yg)  = 

=  —  cos  y  g 
cos  y  n  =  cos  (y  g  +  g  n)  =  cos  (yx-|-xg+gn)  =  cos  x  g, 
also 

cos  X  n  =  ttn  =  —  ß 

cos  y  n  =  ßn  =      a 

Oj, :  ßn  =  —  ß  :  a  =  —  b  :  a 


er 


(4 


Von  gegebenen  Richtungen  gj,g2,g3,  .  .  .  g',  .  .  .  sollen  in  Hinkunft 
dieNormalenmitn|,n2,n3, .  .  .n', .  .  .dieRiehtungspunktemitR|,R2,R},.  .  . 
...  R',  ...  die  Einheitspunkte  mit  11^,  II2,  II3,  .  .  .  ü',  .  .  .  bezeichnet 
werden-,      ihre     Rich- 
tungsverhältnisse    mit  Fl«-  68. 
a^ :  D| ;  a2 :  02  ^  aß :  bß  ^ . .  . 
a':  b';  .  .  .,  ihre  Rich- 
tungscoordinaten     mit 

\A\H,^'i\  «a^ßa;  •  •  • 
a',  ß';  .  •  •  ^iid  jene  der 
Normalen   mit   an^,  ßn,; 

*°i:  Pn,  \    Ötn,,  ßn,     .    •    • 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Bei  der  Richtung 
g(7:3)   ist   (Fig.   58) 

p  =  V49  +  9  =  f  68;  also  9^, 
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also 


a=— =;  B=-— =: 
y58'  *^       K58 


a, 


Die  direct  entgegengesetzte  Richtung  ist  g'  ( —  7  :  —  3)  mit  p  =  YbH  und 


a'  = --:  ß'=--L; 

1/58  K58' 


"'"=vr8'^'"= 


1/58 


6)  Die  positive  Sichtung  der  x-Axe  ist  durch  das  Verhältnis  a :  0  und  die 
Richtungscoordinaten  1,  0;  jene  der  y-Axe  durch  das  Verhältnis  0:b  und  die 
Richtungscoordinaten  0,  1  dargestellt. 

c)  Ist  xg^=^,  so  ist  a  :  b  :=  cos  tp  :  sin  ^ ;  a  =  cos  tp :  ß  =  sin  ^ ;  an  =  —  sin  «p; 
ßo  :=  cos  «. 

d)  Man  gebe  die  Coordinaten  der  Richtung  g  ( — 12 : 5)  und  jene  der  ihr  ent- 
gegengesetzten Richtung  an. 

e)  Man  drücke  tan  x  g  durch  a  und  b  oder  a  und  ß  aus. 

f)  Man    bestimme    xg  =  (p    für    die    Richtungen  gi  (K3  :  l);    g2(— ^3  :  l) ; 

g3(l:l);    g,(-l:~l);    ^5  (l :  -  l). 

7.  Richtung  einer  beliebigen  Geraden.  Wenn  eine  Gerade  g 
(Fig.  59)  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht,  so  werden  ihr  Richtungs- 
verhältnis a:b  und  ihre  Richtungs- 
coordinaten (Richtungscosinus)  a,  ß  an 
einer  durch  den  Nullpunkt  gelegten 
zu  ihr  Parallelen  g' bestimmt.  Man  kann 
auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  Pq 
der  Geraden  Parallele  x'  und  y'  zu 
den  Coordinatenaxen  ziehen  u.  s.  w.. 
denn  es  ist  x'  g  =  x  g  =  x  g';  y' g  = 
=  y  g  =  y  g'.  Soll  eine  Gerade  durch 
den  Punkt  Po  mit  der  Richtung a:b 
gelegt  werden,  so  kann  dieses  auf  zwei  Arten  geschehen:  Entweder 
construiert  man  in  0  die  Richtung  a :  b  und  zieht  durch  P©  .eine  Gerade 
dieser  Richtung,  oder  man  trägt  von  Pq  die  Strecke  a  parallel  zu  x 
der  Größe  und  dem  Vorzeichen  entsprechend  auf  bis  zum  Punkte  M 
und  schließt  hier  die  Strecke  b  parallel  zu  y  ebenso  an.  Hiedurch 
erhält  man  den  Richtungspunkt  R,  welcher  mit  Pq  die  Gerade  bestimmt. 
In  allen  Fällen  ist  aber 

a  =  cos  x  g;  ß  =  cos  y  g. 

Aufgabe. 

Durch  die  Punkte  Pi  (1,  3);  Pj  (3,  5) ;  P3  (—  2,  —  7; ;  P^  (0,  —  2)  BoUen  die 
Geraden  gp  g2,  gs,  g4  mit  den  Eichtungen  12  :  5;  — 3:1;  4  :  — 3;  —  24  :  — 7  gelegt 
und  deren  Richtungscoordinaten  ttj,ßi;  «2, ßj;  ((^y^zi  ^4>ß4  berechnet  werden. 


>X 
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Flg.  60. 


8.  Länge  der  Strecke  und  Richtung  der  Verbindungslinie  zweier 

Punkte.  Zwei  Punkte  P^  und  P2  (Fig.  60)  bestimmen  eine  unbegrenzte 
Gerade  g  —  ihre  Verbindungs- 
linie —  und  in  dieser  die  Strecke 
PiP2.  Wenn  die  Wahl  der  po- 
sitiven Richtung  von  g  frei  steht, 
soll  diese  so  angenommen  wer- 
den, das  P^  P2  positiv  erscheint. 
Die  Länge  P^  Pj  =  r  und  die 
Riehtungscoordinaten  a,  ß  von  g 
berechnet  man  mit  Hilfe  der 
orthogonalen  Projectionen  der 
Strecke  auf  die  Axen.  Da 
nämlich 

Ai  A2  =  0  A2  —  0  A^  =  X2  —  Xi  =  Pi  P2  cos  X  g  =  r  a, 
Bi  B2  =  0  B2  —  O  Bi  =  72  —  Yi  =  Pi  P2  cosy g  =  rß, 

ergeben  sich  zunächst  die  Gleichungen 

X2  — Xi  =  ra;  72— yi  =  rß. 

Aus    diesen    folgt,     wenn    man    quadriert    und    addiert, 

a2-f  ß2=l 

(x2-x0'+(y2-yi)'=r2 

ferner,  weil  jetzt  r  bekannt, 


weil 


(5 


Xo Xi 


OL 


r 


(6 


a:ß  =  (x2  — x,):(y2  — Yi), 

Man  kann  die  Coordinaten-Differenzen  Xj  —  x^  und  jj  —  7i  ^^^  Componenten 
der  Strecke  nennen.  Dann  lassen  sich  folgende  8ätze  aussprechen : 

Das  Quadrat  einer  Strecke  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Compo- 
nenten. Die  Riehtungscoordinaten  der  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  sind  gleich 
den  Componenten  der  von  den  letzteren  bestimmten  Strecke,  dividiert  durch  die  Strecke ; 
die  Componenten  der  Strecke  sind  zugleich  dieRichtungscomponenten  der  Verbindungslinie. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Gegeben  sind  die  Punkte  Pj  (2,  3)  und  Pj  (5,  8).  Die  Componenten  der 
Strecke  Pj  Pj  sind  5  —  2  =  3  und  8  —  3  =  5;  daher 

r=K9T25  =  p4;  «=A.,  ß  =  _5_;  „:ß  =  3:5. 

b)  Gegeben  sind  die  Punkte  P,  (5,  —  8)  und  P2  (3,  4).  Die  Componenten  der 
Strecke  PjP^  sind  3  —  5  =  —  2  und  4  —  (—  8)  =12,  daher 
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^  ^      '  2/37  f  37 '  ^       f  37 

a  :  ß  =  —  2  :  12  =  —  1  :  6. 

c)  Gegeben  sind  die  Punkte  Pq  (—1,  3);  P,  (2,6);  P.2  (— 3,  —7);  P3  (5,  -8); 
man  bestimme  die  Läng'en  der  Strecken  PqPi,  Po^a»  ^0^3»  ^t^2»  ^1^3»  ^2^3.  ferner 
die  Kichtongscoordinaten  und  Bichtungsverhältnisse  der  betreffenden  Yerbindunglinien. 

d)  Es  soll  ein  Punkt  P  (x,y)  gefunden  werden,  welcher  von  dem  Punkte  Po(7,'9j 
den  Abstand  r=:5  hat.  Wie  viele  Auflösungen  hat  diese  Aufgabe?  Man  suche  jene 
heraus,  wo  x  =  10  oder  y  =  13  und  berechne  das  zugehörige  y  oder  x. 

9.  Projection  einer  Strecke  auf  eine  Gerade.  Zieht  man  durch 
die  Endpunkte  P^  und  P.j  einer  Strecke  (Fig.  61)  die  Parallelen  zur 

X-  und  y-Axe,  die  sich  in  dem 
Punkte  S  schneiden  mögen,  so  sind 
die  Stücke  P^  S  und  S  P2  dem  Vor- 
zeichen und  dem  Werte  nach  gleich 
den  Componenten  der  Strecke: 
Pi S  =  x.^  —  xi;  SP2  =  y2  —  yi- 
Sie  bilden  den  Streckenzug  P^  S  P2, 
dessen  Schlusslinie  Pj  P2  ist.  Um 
die  orthogonale  Projection  P'^  PS 
der  letzteren  auf  die  Gerade  g^  mit 
den  Richtungscoordinaten  Oq,  ß^  zn 
erhalten,     projiciert   man   (Art.  3) 


Flg.  61. 


>x 


den  Streckenzug  P^  S  P2  auf  dieselbe  und  erhält 


also 


P\P'2  =  PiS  .  cosgox  +  SP2  .  cosgoy, 

p\P'2  =  (x2-xOao  +  (y2-yi)ß. 


Beispiele  und  Aiil!gaben. 

o)  Die  von  den  Punkten  P,   (3,  5)  und  V^  (8,  7)  begrenzte  Strecke  P^  Pj  soll 
auf  eine  Gerade  gj  von  der  Richtung  4  :  7  projiciert  werden.  Da 

4  7 

findet  man 

A.  7  S4. 

Pi  P',=  5  .  ^.+  2  .  -4.  =  ^. 

b)  Die  Projection  der  zwischen  den  Punkten  Pj  (4,  — 2);  P,  (—  3,  ö)  enthaltenen 
sStrecke  auf  eine  Gerade  von  der  Richtung  2 :  --  3  zu  berechnen.  Es  ist 

2    -  3 

X2— X,  =  — 7;  7-2  — y,  =  7;  «9= -=;  ßo  =  - 


Kl3 


yi3' 
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daher 

c)  Gegeben  sind  die  Punkte  Po (1,1);  P,  (4,3);  P2(2,7);  P3(—3,5);  F^{— 2,-^2); 
P^  (3,  —  4).  Man  berechne  die  Projectionen  des  Streckenzuges  PqPi  P2P3P4P5  und  seiner 
Schlusslinie  P©  P5  auf  eine  (Jerade  g^  von  der  Richtung  2 :  —  1  und  zeige,  dass  die- 
selben gleich  sind.  Warum  ist  die  Projection  desselben  Streckenzuges  auf  die  Gerade  g 
von  der  Richtung  5  :  2  gleich  Null  ? 

10.  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden.  Eine  Gerade 
möge  durch  einen  Punkt  und  die  Richtung  oder  durch  zwei  Punkte 
gegeben  sein.  Ist  die  Lage  eines  anderen  Punktes  der  Geraden  in 
Bezug  auf  deren  feste  Elemente  bekannt,  so  kann  man  auch  die  Co- 
ordinaten dieses  Punktes  berechnen. 

I.  Die  Gerade  gehe  durch  den  Punkt  Pq  (xq,  yo)  und  habe  die 
Richtungscoordinaten  a,  ß.  Ein  beliebiger  Punkt  P(x,y)  der  Geraden 
habe  von  P^  den  Abstand  P^  P  =  r.  Dann  ist  (Art.  8) 


also 


X  — Xü=ra;y  — yo  =  rß-, 


(7 


X  =  Xq  -j-  r  a 

y  =  yo  +  r  ß ) 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Coordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  Geraden  finden,  indem  man  dem  r  den  entsprechenden 
Wert  ertheilt. 

Fällt  Pj,  mit  dem  Nullpunkte  zusammen,  so  wird 

X  =  r  al 
y  =  rß/ 


(7 


ni 


Beispiele  und  Aufgaben. 

o)  Die  Coordinaten  der  Punkte  P,  und  P^  zu  berechnen,  welche  auf  der 
durch  Pg  (o,  3)  oder  O  (0,  0)  und  die  Kichtung  12 : 5  bestimmten  Geraden  in  den  Ab- 
ständen Tj  =  26  und  r^  =  —  13  von  F^  oder  O  liegen.  Man  findet  allgemein 


x  =  5+pr 


also  speciell 


X 


oder 


y  = 


12 

13 
13 


r 
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12 
lo 

y.  =  3  +  p3-. 26  =  13 

12 

Xi  =  5  +  j3.(-13)  =  -7 


oder 


xi  =  24 


\  - 

y.  =  io) 


oder 


Xo 


72 


=  -6| 


b)  Eine  Gerade  sei  durch  den  Punkt  P«  ( —  2,  —  5)  und  die  Bichtung  4 :  5  ge- 
geben. Die  Coordinaten  der  Punkte  P^  und  Pj  zu  berechnen,  welche  auf  ihr  liegen 
und  von  P^  die  Abstände  r^  =  —  4;  r2  =  7  haben.  Welche  Abstände  von  Pq,  und 
welche  Coordinaten  haben  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Coordinatenaxen, 
femer  die  Punkte  der  Geraden,  deren  Abstände  vom  Nullpunkte  2  und  11  sind? 

II.  Die  Gerade  sei  durch  die  Punkte  P^  (x^,  y^)  und  P2  (X2,  j^) 
gegeben.  Ein  beliebiger  Punkt  P  (x,y)  derselben  habe  das  Theil  Ver- 
hältnis X  in  Bezug  auf  P^  und  P2  als  Fundamentalpunkte.  Aus  den 
Beziehungen 

_  Pt  P  _  Aj^  _  X  — Xi 


p,p 


X., 


xX2  X*.  A. Ä.2 


P,P 


BjB 


findet  man 


y— y2 


Xj  —  Ä  X2 


y  = 


1— X 

yi  —  ^  y-2 


(8 


Mit  Hilfe   dieser  Gleichungen  kann  man  die  Coordinaten  eines 
jeden  Punktes  der  Geraden  P^  P2  berechnen,  indem  man  dem  X   den 

entsprechenden  Wert  ertheilt.  Setzt  man  X  =  — -~^  so  wird 


X 


_ A_xi  +  K x->.  ,, _  >^i  Yi  +  h y-i 


Für   den  Mittelpunkt  Pm  der  Strecke   P^  P2  ist  X  =  —  1,  daher 

Xi  4-  X2 


'-m 


m 


=  yi +^  ( 


(9 


Grundbegriffe  und  vorbereitende  Aufgaben.  J^37 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Eine  Gerade    sei    durch    die  Punkte  P,   (5,  4)    und  Pj  (7,  8)    bestimmt.    Es 
sollen  die  Coordinaten  der  Punkte  P3,  P4,  P5  mit  den  Theilverhältnissen 

1   —  5     1  —      3     .   _4 

^3  —  ~^i  ^4  —      2"  1  ^5  —  -g-j 

femer  jene    des    Mittelpunktes    P,n   der    Strecke  Pj  Pj  berechnet  werden.    Man  findet 
allgemein : 

6  — 7X  4-8X 


1  — X  '  y~  1  — X 


folglich 


^3 


5  —  7   —  4  —  8    ^ 

'*4       20-35       ,,  *      °-4        16  —  40      „, 

T3T-  =  T^r5- =15;  y3=--^  =  -j3:5-  =  24; 

4  4 


5  —  7.4 
5 

7IT 


3  3 

^5~^^' TJIO4-2I  _  31        _^  +  ^-2'_  8  +  24_32 
""'",    ,    3     ~2  +  3    ~5'y*~,    ,    3     ~2  +  3   ~  5  ' 

1  +  2-  1  +  2 

4-8  A 
„  _25  — 28_      „        _  5_20  — 32_     ,. 

^5—  A     -   5_4  --**;y5--       4~-   5-4  — 1^' 


Xm  —      2      — "  1  y  —     2      — 

&)  Hat  ein  Punkt  P  das  Theil Verhältnis  X  in  Bezug  auf  die  Einheitspunkte  11^ 
und  üj  der  Richtungen  gj  und  gj,  auf  deren  Verbindungslinie  er  liege,  so  sind  seine 
Coordinaten 

«1— >-«2.      ßl  —  >-  ß2 
1— X      '  1— ß ' 

daher  ist  das  Kichtungsverhältnis  des  Strahles  O  P 

(ai-Xfl4):(ßi-Xß,); 

den  Lagen  Pm  und   Pq   des  Halbierungspunktes    und    des    unendlich    fernen    Punktes 
von  n^Dj  entsprechen  die  Theilverhältnisse  Xm  =  — 1  und  Xu  =  1.  Die  Strahlen  OP 
und  OPu  sind  die  Halbierungslinien  der  Winkel  der  Bichtungen  gjgj,  deren  Richtung» 
Verhältnisse  demnach: 


tn 


(«1  +  «2)  :  (ßi  +  ßi)  und  («i  -  o.,) :  (ßj  -  ß^). 

Für  a^  :  ßi  =  12  :  5;  «j  :  ßj  =  3  :  4  findet  man  die  Richtungen  der  Winkelhalbierenden 
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(li  ±  I)  ^  (Ä  ±  5) = («>  ±  ^«' ^  <=»  ±  *'>' 

also  9:7  und  7:— 9. 

c)  Eine  Gerade  sei  durch  die  Punkte  Pj  (5,  3)  und  P,  (— 7,  —2)  gegeben.  Es 
sollen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  P,,,  der  Strecke  P«  Pj,  femer  jene  der  Pankte 

P3(X  =  5);    P4(x= -Y,  F^yk=,~\  berechnet  werden.  Welche  Theilverhältnisse 

und  Coordinaten  haben  die  Schnittpunkte  der  Geraden  Pj  P,  mit  den  Coordinatenaxen? 

d)  Die  Fundamentalstrecke  P,  Pj  wird  in  n  gleiche  Theile  getheilt  und  diese 
Theilung  außerhalb  der  Strecke  fortgesetzt.  Welche  Coordinaten  hat  der  k*«  Theilpunkt 
von  P,  gezählt,  innerhalb  der  Strecke,  welche  haben  die  k'"  Theilpunkte,  von  Pi  oder  P., 
gezählt,  außerhalb  der  Strecke? 

e)  Welches  Theilverhältnis  und  welche  Coordinaten  besitzt  der  Punkt,  der  auf 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  Pj  (—3,-4)  und  P,  (5,  2)  in  dem  Abstände  r  =  10 
vom  Nullpunkte  oder  im  Abstände  T^  =  b  vom  Punkte  P^  (3,  4)  liegt? 

/)  Die  Richtungen  der  Winkelhalbierenden  der  Richtungen  2:  —  1  und  —  1 :  —  7 
zu  finden. 

U.  Flächen  ebener,  geradliniger  Figuren.  Der  Umfang  des 
durch  die  Punkte  A.  B  und  C  bestimmten  Dreieckes  kann  von  einem 
Punkte  P  von  A  über  B  und  C  oder  von  A  über  C  und  B  durch- 
laufen werden.  Der  von  einem  innerhalb  des  Dreieckes  liegenden 
Punkte  M  ausgehende  Vector  MP  beschreibt  im  ersten  Falle  die 
Fläche  ABC,  im  zweiten  die  Fläche  AGB  und  vollführt  dabei  Dre- 
hungen um  M.  welche  einander  direct  entgegengesetzt  sind,  so  dass  man 
die  Flächen  ABC  und  ACB  als  entgegengesetzt  gleiche  Größen 
ansehen  muss,  zwischen  welchen  die  Beziehung 

ABC  =  — ACB  oder  ABC  +  ACB  =  0 
besteht. 

Dementsprechend  sind  die  Flächen  ABC,  BCA,  CAB  unter 
einander  gleich,  ebenso  die  Flächen  ACB,  CBA,  BAC.  Dreht  sich 
der  Vector  M  P  in  dem  für  die  Ebene  festgesetzten  positiven  Drehungs- 
sinne, während  P  den  Weg  AB  CA  zurücklegt,  so  wird  die  Fläche 
ABC  als  positiv  in  Rechnung  gezogen  und  die  Aufeinanderfolge  der 
Punkte  A,  B,  C  als  dem  positiven  Drehungssinn  entsprechend  bezeichnet. 
Dasselbe  gilt  von  den  Flächen  und  Aufeinanderfolgen  BCA  und  C  A  B- 
während  die  Flächen  ACB, CBA.BAC  als  negativ  anzusehen  sind. 
und  die  zugehörigen  Aufeinanderfolgen  dem  negativen  Drehungssinne 
entsprechen.  Damit  ist  das  Vorzeichen  der  Fläche  eines  jeden  Drei- 
eckes der  Ebene  bestimmt,  sobald  angegeben  ist^  wie  die  Eckpunkte 
aufeinander  folgen  sollen.  Die  Dreiecke  ABC  und  A  B  C"  haben  gleich 
oder  verschieden  bezeichnete  Flächen,  je  nachdem  die  Punkte  C  und  C" 
auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  AB  liegen. 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Vorzeichenregel  ist  für  jede  Lage  des 
Punktes  M  in  der  Ebene  des  Dreieckes 

ABC  =  MAB  +  MBC  +  MCA (10 

Diese  Beziehung  ist  evident,  wenn  M  in  dem  Dreiecke  liegt. 
Dann  sind  die  Flächen  der  Dreiecke  M  A  B,  M  B  C,  M  C  A  und  ABC 
von  gleichem  Vorzeichen  und  die  ersten  drei  setzen  die  vierte  zu- 
sammen. 

Liegt  M  außerhalb  des  Dreieckes,  aber  in  dem  Winkel  BGA, 
so  ist 

MAB  +  MBC  +  MCA  =  MBC  +  MCA-MBA  =  ABC. 

Liegt  endlich  M  in  dem  Scheitelwinkel  von  BGA,  so  ist 

MAB  +  MBG  +  MGA  =  MAB  — MGB  — MAG  =  ABG 

u.  s.  w. 

Die  über  das  Vorzeichen  der  Fläche  des  Dreieckes  angestellten  Betrachtungen 
können  auf  das  Viereck,  Fünfeck,  überhaupt  auf  jedes  Vieleck  ausgedehnt  werden. 
Darch  die  Eckpunkte  eines  solchen  und  die  festgesetzte  Aufeinanderfolge  derselben  ist 
seine  Fläche  der  Größe  und  dem  Vorzeichen  nach  bestimmt,  muss  also  durch  die 
Coordinaten  der  Eckpunkte  darstellbar  sein. 

I.  Für  die  Ermittlung  der  Fläche  des  Dreieckes  0  P^  P2  (Fig.  62) 
möge  folgender  Vorgang  eingehalten  werden:  durcjh  den  Eckpunkt  P^ 
wird  eine  Parallele  zu  der 

Seite  0  P2  gezogen,  welche  *" 

die  x-Axe  in  Q^  schnei- 
det. Dann  sind  die  Flächen 
der  Dreiecke  0  P^  P2  und 
0  Qi  P2  gleich,  man  hat 
daher  ^^^^ 

OP,P2  =  OQiP2=  -^^f 

=  |0Q,  .A2P2  = 

und  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  allen  möglichen  Fällen  die  Vorzeichen- 
regel durch  die  Vorzeichen  der  Strecken  0  Qi  und  A2  P2  bestätigt  wird. 

Da 

und 
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findet  man 


-^2  ^1  J'l 


demnach 


OQi  =  0  Ai  -Q,  A,  =  xi  -  ?^  =  ElI?-!?!!. 

72  7-1        ' 

y2.0Qi=Xiy2  — xjy,, 


2f=x,y2— x^y, 


Xjyi 


(11 


Um  denselben  Vorgang  auf  das  Dreieck  OP2P1  anzuwenden, 
hat  man  durch  Pj  die  Parallele  zu  OP^  zu  ziehen,  welche  die  x-Axe 
in  Q2  schneidet.  Nun  ist 

f  =  OP,Pi  =  OQjPi  =  ^OQ,,  .  Ai?!  ==  -|0Q., .  y„ 
femer 

m  2  ""2  •  -^2  ■'•2  ^^^  ^  "-i  •  '^i  "t? 

OA,  ■  A^Rj  _  Xt_y2 

A,Pj  7;  - 

und 

_  X2  yi  —  xi  y2 


^2  -^2  


0  A2  —  0  Q., 


also 


OQ.,  =  OA2-Q.,  Aj  =  x.,-^^ 

yi 


yi 


y,  .OQ,  =  2f  =  X2y,-x,y.,=   ^^y^^^-  ^lyi' 

so  dass  sich,  wie  zu  erwarten  stand, 

f  =  — f 
ergibt. 

Beispiele  and  Angaben. 

a)  Wenn  die  Pnnkte  P,  (4, 2)  und  P,  (7, 9)  gegeben  sind,  so  findet  man 

« 

'4  2i 

also 


f=ll. 
Die  Aufeinanderfolge  OP|P2  entspricht  dem  positiven  Drehungssinn.  Hingegen  ist 

20P.,Pi  =  2f=^|=-22, 


also 


f=-ii, 

wo  die  Aufeinanderfolge  OP2P1  dem  negativen  Drehungssinne  entspricht. 

b)  Es  soll  die  Fläche  des  Dreieckes  berechnet  werden,  welches  durch  die  Pankte 
0,Pi(— 3,  5)  und  P.  (4,— 9)  bestimmt  ist. 


Gnindbegrifife  und  vorbereitende  Aufgaben. 
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c)  Entspricht  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  O,  Pi  (5,  3)  und  P2  ( — 7,  — 9)  dem 
positiven  oder  dem  negativen  Drehungssinn? 

d)  Gegeben  ist  der  Punkt  P^  (5, 13).  Es  soll  der  Punkt  P  (x,  y)  derart  ermittelt' 
werden,  dass  O  P  P^  =  65  wird.  Wie  viele  Lösungen  hat  die  Aufgabe  ?  Wie  groß  ist  y, 
wenn  x  =  10  ? 

e)  Gegeben  ist  der  Punkt  Pq  (xq,  Jq).  Einen  Punkt  P(x,y)  so  zu  bestimmen,  dass 
0  P  Pjj  =  0.  Anzahl  der  Lösungen  ?  Wie  groß  ist  x  wenn  y  =  yj  ? 

IL  Die  Fläche  eines  beliebigen  Dreieckes  P^  Pj  P3  ergibt  sich 
aus  der  Beziehung 

P.P^Ps  =  OP.P,  +  OP2P3  +  OP3P1 
(siehe  61.  10).  Indem  man  die  Flachen  doppelt  nimmt,  erhält  man 


2f  = 


^2  72 


+ 


+ 


^2  72 

oder  weil  rechts  die  Entwicklung  einer  Determinante  3.  Grades  anftritt: 


^3  73 

X|  yi 


2f  = 


Xl 

yi 

1 

Xj 

y2 

1 

X3 

ys 

1 

(12 


Auf  dieselbe  Art  findet  man 

P,P3P,=  f=OP,P3  +  OP3P,  +  OP2P„ 


2f"  = 
Also 


^l    Jl    1 

^i  yi 

+ 

xsys 

+ 

^y-i 

i 

^3  ys  1 

xsys 

i 

^Yi 

xiyi 

X2  y2  1 

=  —  2  f. 


f  =  — f, 

wodurch  wieder  die  Vorzeichenregel  bestätigt  wird. 

Die  wirkliche  Ausrechnung  einer  Dreiecksfläche  geschieht  bequem 
durch  die  Anwendung  des  Schemas 


4  5 6 


Xo 


5 


yi 


XXX 

72    73    Yi 
\     \    \ 

~ri    'T2    "l"3 


welches  für  das  Dreieck  Pj  P2  P3  gilt  und  erhalten  wird,  indem  man 
die  untereinander  gestellten  Coordinaten  der  Eckpunkte  nebeneinander 
ansetzt  und  zum  Schluss  die  Coordinaten  des  ersten  Punktes  noch  einmal 
anfügt.  Bildet  man  dann  die  Producte  im  Sinne  der  Pfeile,  versieht  sie 
bei  1,  2,  3  mit  dem  positiven,  bei  4,  5,  6  mit  dem  negativen  Vorzeichen 
und  addiert,  so  folgt 

2f=Xiy2  +  X2y3  +  X3yi— 71X2  —  72X3— 73  x^. 
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In  allen  Fällen  ist  bei  den  Ansätzen  auf  die   genaue  Einhaltung 
der  gegebenen  Reihenfolge  der  Eckpunkte  zu  sehen. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die    Fläche    des    von    den   Punkten  P,  (2,  3) ;  Pj  (7, 5) ;  Pj  (5,  9)    bestimmten 
Dreieckes  zu  berechnen.  Nach  dem  Schema 

2     7     5    2 


findet  man 


oder 


2f=10  +  63  +  15  — 21  — 25  — 18  =  24 

f=12. 


Nach  Gl.  11  ist 


2f  = 


2 

7 
5 


3 
5 
9 


1 
1 
1 


2 
5 
3 


3 
2 
6 


1 
0 
0 


5 
3 


2 
6 


=  24. 


i)  Gegeben  sind  die  Punkte  P,  (—  3,  —  ö) ;  P,  (—  2,  7);  Pj  (ö,  —  4).  Die  Fliehe 
Pi  Pj  P3  zu  berechnen  und  zu  entscheiden,  ob  die  Reihenfolge  P,  P]  P3  dem  positiren 
oder  negativen  Drehangssinne  entspricht.  Aus  dem  Schema  • 


—  3    —2 

-sX  7  X. 


X 


3 
5 


ergibt  sich 


2f=  — 21  +  8  — 25  — 10  — 35  — 12  =  — 95, 
f  =  —  47-5. 


Die  Reihenfolge  entspricht  dem  negativen  Drehungssinne. 

c)  Die  Fläche  des  Dreieckes  zu  berechnen,  welches  durch  die  Punkte  Pi(5, 7j; 
P2  ( — 8,  — 3)  j  P3  (3,9)  bestimmt  wird.  Welchem  Drehungssinne  entspricht  die  angegebene 
Reihenfolge  dieser  Punkte? 

d)  Gegeben  sind  die  Punkte  P,  (4,4);  P2(16,8).  Einen  Punkt  P  (x,y)  so  zu 
bestimmen,  dass  die  Fläche  P1P2P  gleich  4:27  wird.  Wie  viele  Lösungen  hat  die 
Aufgabe?  Wie  groß  ist  y,  wenn  x  =  10? 

e)  Einen  Punkt  P(x,  yj  so  zu  ermitteln,  dass  er  mit  den  Punkten  Pi(xi,yj) 
und  Pjixj,  yj)  ein  Dreieck  von  der  Fläche  Null  bildet.  Wo  liegt  P?  Wie  groß  ist  y 
wenn  x 


X3? 


IIL  Ist  Pj  P2  P;,  .  .  .  Pn-i  Pn  Pi  ein  geschlossener  Streckenzug 
und  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  desselben,  so  ist  die  Summe 
der  Dreiecke  MPiP.2,  MP2P3,  .  .  .  MPn-iPn,  MP^Pi,  eine  ganz 
bestimmte,  von  der  Lage  des  Punktes  M  unabhängige  Größe. 

Setzt  man  nämlich 

MPiP2+MP.,P,+MP3P4+  .  .  +MP„_2Pa_l  +  MP„^lPn+MP„Pi='5; 
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und  zieht   nun  einen  Fankt  M'   in  Betracht,   so   hat   man  für  diesen 
zunächst  (Ql.  10) 

M'P,P2  =  MP1P2  +  MP^M'  +MM'P,; 
M'PjP.,  =  MPjPa  +  MP3M'  +MM'P2; 
M'P3P4       =      MP3P4       +     MP4M'    +MM'P3; 


M'P„_2P„-i  =  MP„_,P„_i  +  MP„_iM'  +  MM'P„_2; 
M'P„_tP„     =    MP„_,P„    +    MP„M'    +MM'P„_i; 
M'P„Pi       =       MP„P,      +    MP,M'    +MM'P„; 

Durch  Summierung  folgt,  da  sich  die  Glieder  der  zweiten  und 
dritten  Colonne  rechts  gegenseitig  aufheben,  indem  MPjM' -}-  MM'P2  =  0 

u.  s.  w. 

MT,P,  +  M'P,P3  +  M'P3P4+    .    .    .    +M'P„.2Pn-l+M'Pn-lP„  + 

+  M'P„P^=2. 

Setzt  man  voraus,  dass  der  Streekenzug  keine  verschlungene,  in 
mehrere  Zellen  abgetheilte  Figur,  sondern  ein  Vieleck  im  gebräuch- 
lichen Sinne  mit  einer  einzigen  Zelle  bildet;  kann  ferner  in  diesem 
der  Punkt  M  so  angenommen  werden,  dass  die  Vectoren  MP^jMPj,  .  .  . 
von  der  Umfangslinie  des  Vieleckes  nicht  zwischen  M  und  P^,  M 
und  P2,  .  .  .  getroffen  werden,  so  stellt  2  für  diese,  also  überhaupt 
für  jede  Lage  von  M  offenbar  die  Fläche  des  Vieleckes  dar.  Ist  eine 
solche  Lage  des  Punktes  M  nicht  vorhanden,  lässt  sich  aber  das  Vieleck 
durch  die  Diagonale  PkPk  +  B  in  die  Theile  PiP^  •  •  •  Pk  Pk-fs  Pk+s+i 
.  .  .  PnPi  und  PfcPk+i  .  •  •  Pk  +  s-iPk+sPk  zerlegen,  so  dass  in  dem 
ersten  ein  Punkt  M',  in  dem  zweiten  ein  Punkt  M"  von  der  verlangten 
Eigenschaft  ermittelt  werden  kann,  dann  sind  die  Flächen  dieser  Theile 
ausgedrückt  durch 

S'  =  M'PiP,4-  M'P2P3  +  ...+M'Pk-iPk  +  M2^kPk+B  + 

+  M'Pk  +  «Pk  +  s  +  l  +  .  •  •  +M'Pn-lPn  +  M'P.Pi 

und 

2"  =  M''PkPk+i  +  M"Pk  +  iPk-f2+  .  .  .  +M"Pk  +  8-iPk+s  + 

+  M"Pk+sPk  = 

=  M'PkPk+i  +  M'Pk+iPk  +  .+  .  .  .   +M'Pk+s-iPk+B4- 

+  M^Pk+8Pk; 

und  die  Fläche  des  Vieleckes  durch 


-      4         — « 


144 


Dritter  Theil.  I.  Abtheilung'.  1.  Abschnitt. 


r4-S"  =  M'P,P2-fM'P2P34-  .  .  .  +M'P„_iP„  +  M'P„P,=S, 

weil  , 

M'PkPk+,  +  M'Pk4..Pk  =  0. 

Wenn  nöthig,  kann  man  das  Vieleck  in  mehr  als  zwei  Theile 
zerlegt  denken  und  die  obige  Schlossfolgerung  anwenden,  das  Ergebnis 
bleibt  immer  dasselbe.  Für  die  Fläche  f  des  Vieleckes  ergibt  sich 
daher,  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  M  in  dessen  Ebene: 

f=MP,P2  +  MP2P3H-  .  .  .  +MP„_iP„  +  MP„Pi.     .   (13 
Verlegt  man  M  in  den  Nullpunkt,  so  wird 

'    f=OP,P2  +  OPiP3+    .    .    .    +OPn_lP„  +  OP„P, 

und  durch  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  ausgedrückt 


2f= 


X2  72  I      i  ^3  73 


+  ••  •  + 


Xn  — lyn— 1 
Xn   ya 


+ 


Xnyn 

xiyi 


.  (14 


Die  wirkliche  Ausrechnung  erfolgt  mit  Vortheil  nach  dem  Schema 


Xj       X2      X3       X4       .       5 

X    X    X    X 

7i   yj   ys   y4   •   • 
\    \    \ 

+    +    + 

und  liefert 


y< 


y< 


/<      /< 


Xn  —  2      Xn  —  1       Xq       X|^ 


X       X 

y„_2     y„_i 

+        + 


X    X 

+  + 


2f=Xiy2  4-X2ys  +  X3yi-|-  .  .  .  +  Xn_8y„_i  +  x„_iya4-x„yi 

—  yi^j 72X3 73X4 .    .    .    7n_2Xn_l 7n-l  X„ 7nX,. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Plftche  des  von  den  Punkten  Pi(3,2);    PjCö.S);  P3(7,9);  P4(2,5)  be- 
stimmten Viereckes  zu  berechnen.  Nach  dem  Schema 

3     5     7     2     3 
2     3     9     5     2 

erhält  man 

2f=9  4-45  +  35  +  4  —  10  —  21  —  18  —  15  =  29, 
f  =  14-5. 

Die  Reihenfolge  der  Punkte  entspricht  dem  positiven  Drehungssinne,    weil  sich 
eine  positive  Zahl  ergeben  hat. 
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b)  Man  zeichne  das  von  den  Punkten  Pj  (—  6,  —  3);  Pj  (—7,  2) ;  P3  (—  3,  6); 
P^  il,  7) ;  Pj  (4, 2);  Pg  (6,  —3);  P7  (3,  —  6)  bestimmte  Siebeneck  und  berechne  dessen 
Fläche. 

Anmerkung.  Wenn  der  geschlossene  Streckenzug  P,  Pj  .  .  .  Pn  Pi  ein  ver- 
schlungenes Vieleck  bildet,  dessen  Fläche  aus  zwei  oder  mehreren  Zellen  besteht,  kann 
die  Frage  nach  der  Bedeutung  jener  Zahl  aufgeworfen  werden,  welche  dem  angegebenen 
Verfahren  gemäß  berechnet,    für  ein  nicht  verschlungenes  Vieleck    die  Fläche  angibt. 

Die  Berechnung  beruht  auf  der  Summierung  der  theils  positiven,  theils  negativen 
Flächen  der  Dreiecke,  welche  den  Nullpunkt  O  als  gemeinsamen  Eckpunkt,  die  Strecken 
PiPj,  P2P3,  .  .  .  Pn  — iPn  ,  PnPi  »Is  die  ihm  gegenüberliegenden  Seiten  haben  und  sich 
zu  zweien  oder  auch  zu  mehreren  theilweise  decken  können.  Bei  der  Summenbildung 
heben  sich  entgegengesetzt  bezeichnete  Flächen  in  dem  Maße  auf,  dass  ein  Überschuss 
der  positiven  oder  negativen  verbleibt,  welcher  bei  dem  nicht  verschlungenen  Vielecke 
den  Flächeninhalt  der  einzigen  Zelle  desselben  darstellt.  Bei  dem  verschlungenen 
Vielecke  aber  kann  es  geschehen,  dass  auf  einer  von  seinen  k  Zellen  u  positive 
und  v  negative  Flächen  liegen,  so  dass  diese  Zelle  nicht  einfach,  sondern  (u — v)- 
fach  zu  rechnen  ist.  Nennt  man  u  —  y  =  c  den  Coefficienten  der  betreffenden  Zelle, 
deren  einfache,  absolut  genommene  Fläche  tp  sei,  so  ist  die  Summe  der  genannten 
Dreiecke  gleichwertig  der  Summe  C|  <p,  -f-  Cj  «pj  -f-  .  .  .  -|-  Ck  «pk »  durch  welche  also  die 
Fläche  des  verschlungenen  Vieleckes  definiert  wird: 

f  =  C|  ?t  +  ^2  Cp2  4-    •    •    •    +  ßk  ?k- 

Die  CoSfiicienten  C|,  C2,  .  .  .  Ck  können  positiv,  negativ  oder  auch  Null  sein. 
Ihre  Ermittlung  stützt  sich  darauf,  dass  eine  positive  Dreiecksfläche  OPiPi-{-i  von 
dem  Vector  OP  im  positiven  Drehungssinne  überstrichen  wird,  wenn  sich  P  von 
Pi  nach  Pi-i-i  bewegt,  eine  negative  hingegen  im  negativen  Drehungssinne.  Wenn 
daher  P  den  Weg  Pj  Pj  .  .  .  P«  Px  zurücklegt,  wird  eine  Zelle  von  dem  Vector  O  P 
80  oft  im  positiven  und  so  oft  im  negativen  Sinne  überstrichen,  als  sich  positive  oder 
negative  Dreiecksflächen  auf  ihr  decken.  Setzt  man  den  positiven  Drehungssinn  »linksumc 
voraus  und  bezeichnet  die  im  Sinne  der  Bewegung  des  Punktes  P  linke  Seite  (linkes 
Ufer)  des  Streckenzuges  durch  eine  punktierte  Linie,  so  liegt  diese  mit  O  auf  einerlei 
Seite  der  betreffenden  Strecke  oder  nicht,  je  nachdem  sich  der  Vector  O  P  im  positiven 
oder  negativen  Sinne  dreht.  Zwei  mit  O  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  werden 
von  dem  Vector  gleich  oft  überstrichen,  wenn  sie  in  derselben  Zelle  liegen,  so  dass  in 
einer  Zelle  nicht  verschiedene  CoSfficienten  auftreten  kOnnen.  Liegen  sie  aber  in  be- 
nachbarten, durch  die  Strecke  P1P14.1  getrennten  Zellen,  so  kann  der  Vector  OP 
den  jom  Nullpunkte  entfernteren  nur  zugleich  mit  dem  diesem  näher  liegenden 
überstreichen;  dieser  wird  aber  allein  überstrichen,  wenn  P  die  trennende  Strecke 
passiert,  und  zwar  im  positiven  oder  negativen  Sinne,  je  nachdem  er  sich  auf  der 
punktierten  Seite  derselben  befindet  oder  nicht.  Man  erkennt  daraus,  dass  von  zwei 
durch  eine  Strecke  getrennten  Nachbarzellen  die  auf  der  punktierten  Seite  liegende 
einen  um  die  Einheit  größeren  CoSfficienten  besitzt.  Der  unendlichen  Fläche  außerhalb 
des  Umrisses  der  Figur  muss  der  CoSfficient  Null  zugesehrieben  werden;  indem  man 
von  dort  aus  die  Zellen  des  Vieleckes  nach  und  nach  betritt,  erhält  man  deren  Coeffi- 
cienten,  wenn  man  eine  Einheit  hinzufügt  oder  abzieht,  je  nachdem  der  Übertritt 
von  einer  nicht  punktierten  Seite  der  Trennungslinie  auf  eine  punktierte  oder  umge- 
kehrt erfolgt. 

Undisavljerid  n.  Mikuta.  Leitf.  d.  höber.  Mathemat.  I.  Bd.  10 
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Figr.  68. 


Beispiele  iind  Anfgaben. 

a)  Das  Viereck  der  Punkte  F}(3,2); 
P2(13,  7);  P3(10,3);  P4(l,6)  dessen  Seiten 
Pi  Pj  und  P3  P4  sich  in  dem  Punkte  P5  (7, 4) 
schneiden  (Fig.  63)  besitzt  die  zwei  Zellen 
P4  Pi  P5  und  P3  P2  Pß   mit    den    CoSfficienten 


0 

ündet  man 


i     '•'•1       '  ! 

A4A1     Aß  Aj  A, 


(0) 


-»X 


Cj  =  1  und  Cjj  =  —  1.    Aus  dem  Schema 

3     13    10    1    3 
2X^X3  XgXg 


2f=21  +  39  +  60  +  2  — 26  — 70  — 3  — 18  =  5; 
f  =  2-5. 


Demnach 


Fl«.  64. 


daher 


Die  Flächen  der  Zellen  sind: 

13     7     1 

P.  P,  P,  nach  dem  Schema     X    X    X    1 
4    i    5  6      2      4      6' 

2?pi=r2  4-12  +  42  — 18— 14  — 4  =  20 

?i  =  10; 

10^  13^  7^  10 

P3P2P5  nach  dem  Schema       XXX? 

3      7      4     3 
2?2  =  70  +  62  +  21  — 39  — 49  — 40=15, 
^2  =  7-5. 

f  =  c,  ?p,  -f-  C2  <p,  =  10  —  7-5  =  2-5. 

6)  Die  Punkte  Pi  (1,3);  Pj  (13, 7); 
P3  (1,  7);  P4  (13,  3);  P5  (7,  9)  bestimmen 
ein  Pentagramm  (Fig.  64),  bestehend 
aus  rdnf  dreieckigen  Zellen  mit  dem 
CoSfficienten  1  und  einer  fünfeckigen 
mit  dem  CoSfficienten  2  und  den  Eck- 
punkten Pß  (7, 5) ;  V^  (10, 6) ;  P»  (9, 7); 
Pa(ö,  7);  P,o(4,6).  Durch  das  fest- 
gesetzte Verfahren  findet  man 

X  2f=72. 

Für  die  dreieckigen  Zellen  er 
gibt  sich 

2?,  =  12;  2<P2  =  12;  2(p!,  =  4;  2<p4  =  8;  2(p5  =  4. 

Für  die  fünfeckige 

2?,  =  16, 

12  +  12  +  4  +  8  + 4  + 2X16  =  72  =  2  f. 

Man  controliere  diese  Zahlen. 


Gmndbeg^ffe  und  vorbereitende  Aufgaben. 
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c)  Das  dvirch  die  Punkte  P|,Pj«  .  .  .  P,«  mit  den  Coordinaten:  (10,4);  (10,9); 
(6,  9);  (6,  5);  (5,  5);  (6,  6);  (9,  6);  (9,  10);  (4, 10);  (4, 1);  (2,  1);  (2,3);  (3,  3);  (3,  2). 
(1,2);  (1,4)  bestimmte  verschlung'ene  Vieleck  soll  gezeichnet  und  untersucht  werden. 
Man  bestimme  die  Zellenco€f&cienten,  berechne  mit  ihrer  Hilfe  die  Fläche  und  con- 
troliere  das  Ergebnis  durch  Berechnung  derselben  aus  den  Coordinaten  der  Eckpunkte. 


12.  Bestimmung  des  Winkels 
zweier  Richtungen.  Es  mögen  zwei 
Richtungen  g^  und  g,  durch  dieRichtungs- 
coordinaten  a^,  ß{  und  a2,  ß2  gegeben 
sein,  so  dass  die  Einheitspunkte  11^  und  II2 
die  Coordinaten  ai,ßj  und  »2,  ß2  haben 
(Fig.  65).  Projiciert  man  den  Strecken- 
zag  0  A2 1X2  und  dessen  Schlusslinie  OIIj 
auf  gl,  so  erhält  man 

01X2  cos  gl  g2  = 
=  0  A2  cos  gl  X  -|-  A2 1X2  cos  gl  y  = 
=  02    cosxgi4-    ß2    cos  y  gl, 
also 

C08gig2  =  aia2  +  ßiß2 


Fig.  65. 


(15 


Projiciert  man  hingegen  denselben  Streckenzug  sammt  Schluss- 
linie  auf  die  Normale  Uj  von  gi  (  gi  n^  =  —  I,  so  folgt 

On2singig2  =  OA2Cos  n^  x -j- A2 II2  cos  n^y  = 

=    04    cos  X  Ui  -(- 

=    «2   .    (-  ßl)  + 

(siehe  Gl.  4),  mithin 

OL      B 

singig2  =  aiß2  — a2ßi=    J  ^^ (16 

Beachtet  man,  dass  die  doppelte  Fläche  des  Dreieckes  OIIiIIj 
durch  0  Dl .  OIIj  .  sin  g^  gj  =  sin  g^  g2  und  auch  durch  a^  ß2  —  ol^  ß^  aus- 
gedrückt werden  kann,  so  erhält  man  durch  Vergleich  dasselbe  Resultat 
für  sin  g,  g2. 

Schließlich  findet  man 

singi  g2  _  «i  ß2  —  02  ßl 


ß2    COS  y  Ui  — 

ß2.ai 

«1  ßl 

«2    ß2 

tan  gl  g2  = 


(17 


C08gig2         aiOC2  +  ßiß2 

Sind    die   Richtungen   g,  xmd  g2  durch    die  Verhältnisse   aj :  b^ 

also 

10» 


ai 


^d  a2:b2  gegeben,  so  ist  ai  =  — 

Pi 


•5 
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Sin  gl  g2 


tan  gl  g2 


Äl  ^2         B^  bi 

PlP2 

a>ib2  —  a^bt 

»i  »2  -h  b,  bj  ^ 


(18 


pi  =  j/ltiH-bi2;  i  =  l,  2. 
Wenn  die  Richtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  ist  gi  g2 

o<iergig2  =  ^;  cosg,  g2=0.  Daher 

»102  +  ?,  ß2  =  0i 

a,  a2  4"  bi  b2  =  0  / 


t^ 


(19 


Beispiele  und  Anl^ben. 

a)  Für  die  Bichtungen  g^  (ö :  3)  and  g,  (4 : 7)  findet  man 

"'~13'4^  ^'~K34'  ""^-j/öö'  ^^"Kiö' 


also 


COS  g,  g.2  = 


Bin  gl  gl  = 


5.4  +  3.7  41 

1^34  .  ^65         ^34 .  K65 ' 
5.7  —  3.4  23 


zr:^  1 


K34  .  yhö         \'U .  |'65 

23     • 


tan  g,  g2  = 


41" 


daher 


b)  Den  Winkel  der  Richtongen  g*,  (1 : 2)  nnd  gj  ( —  1:3)  zu  finden.  £s  ist 

_  —1  +  6  _ 1 

fö  .  Kio 

3  +  2  1 

)' 5" .  yiö 

tongig2  =  l; 


cos g, gi  =  ;7=— ^7^  =  2^2  ; 


sing,g,=  ,,_-    ,,_=  2-r2; 


IC 


ffl  &2  =  ^• 


c)  Man    setze  x  gj  =  (pj ;    x  g,  =  (p^    und  driicke   sin  g,  g,,  cos  g,  g^,  tan  gj  gj 
durch  trigonometrische  Functionen  Ton  ^^  und  9«  aus. 

d)  Wie    groß    muss  a  sein,,  damit    die  Richtung   a  :  10    senkrecht    sei    zu   der 
Richtung  5:3? 


Grundbegrifle  und  vorbereitende  Aufgaben. 
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Fig.  66. 


13.  Bestimmung  des  senkrechten  Abstandes  eines  Punktes 
von  einer  Geraden.  Der  senkrechte  Abstand  t  eines  Punktes  P 
von  einer  Geraden  g  (Fig.  66) 
sei  von  der  Geraden  zum  Punkte 
gezählt.  Wird  also  g  von  der 
Senkrechten  aus  Pin  dem  Punkte 
Pt  getroffen,  so  ist 

t=Pt  P. 

Wenn  zwei  Punkte  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Geraden 
liegen,  haben  ihre  Abstände  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  daher 
ist  es  nöthig   —   etwa   in   der 

dnrch  den  Nullpunkt  gelegten  Normale  n  —  die  positive  Richtung 
festzustellen.  Dieses  geschieht  durch  das  Kichtungsverhältnis  a :  b  oder 
die  daraus  berechneten  Richtungscoordinaten  a,  ß  der  Normale. 

Die  Gerade  g  ist  bestimmt  durch  die  Normale  n  und  den  Punkt  Pn, 
in  dem  sie  von  dieser  getroffen  wird,  also  wenn  P^  0  =  1  gegeben, 
durch  die  Stücke  a,ß,  1. 

Projiciert  man  nun  die  Streckenzüge  0  Pn  Pt  P  und  O  A  P,  welche 
die  gemeinsame  Schlusslinie  0  P  haben,  auf  die  Normale  n  und  bedenkt, 
dass  die  Projectionen  der  Strecken  OPn  und  Pt  P  gleich  sind  den 
Strecken  selbst,   während  Pn  Pt   die  Projection  Null  hat,  so  erhält  man 


oder 


mithin 


OPn  +  0  +  PtP  =  OA  cosnx  + AB  cosny 

—  1  -|-  t  =  X  .  cos  X  n  -[-  y  cos  y  II; 


t  =  ax  +  ßy  +  l 


(20 


Diese  Gleichung  liefert  den  gesuchten  Abstand  der  Größe  und 
dem  Vorzeichen  nach,  und  zwar  erscheint  derselbe  bei  jenen  Punkten 
positiv,  die  auf  der  Seite  liegen,  nach  welcher  durch  die  positive 
Normalenrichtung  von  Pn  aus  hingewiesen  wird  und  welche  kurzweg 
als  die  positive  Seite  der  Geraden  bezeichnet  werden  kann. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a.  Eine  Gerade  sei  durch  n  (3  :  4)  undl  =  —  5  gegeben;  fUr  dieselbe  soll  die 
Distanzformel  aufgestellt  und  zur  Berechnung  der  Abstände  der  Punkte  Pj  (5, 9) ; 
IV4,3);  P3(2, 1);  P^  (—  3,  —  4)  benützt  werden.  Durch  das  Richtungsverhältnis  3  :  4 
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ist  die  positive  Richtang  von  n  bestimmt  (Fig.  67).  Da  1  =  P.  O  =  —  5,  ist  O  P.  =  5, 

3  4 

also  von  O  ans  in  der  positiven  Richtang  aufzutragen.  Wegen  a=  -=-i  ß  ==  —  findet  man 

3,4  ^        3x+4y  — 25 


und 


ebenso 


3.5  +  4.9  —  25       ^„ 
ti  = -^ =  5-2, 


t2  =  — 0-2;  t3  =  — 3;  t4  =  — 10. 


Dieselbe  Gerade  ist  offenbar  auch  durch  n'  ( —  3  :  —  4)  und  1  =  5  bestimmt, 
nur  dass  die  positive  Normalenrichtung  der  früheren  direct  entgegengesetzt  angenommen 
wurde.  Nun  ist  Pn  O  =  5,  daher  O  P«  =  —  6.  Die  Distanzformel 

,,_-3x-4y4-25 
*~"  5 

liefert  jetzt  für  die  Punkte  P^^P],  P3,  P^  dieselben  Abstände,  aber  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen. 

b)  Die  durch  n  ( —  4  : 5)  und  1  =  7  bestimmte  Gerade  zu  construieren,  ihre 
Distanzformel  anzugeben  und  mit  Hilfe  derselben  die  Abstände  der  Punkte  Pj  (d,  3) ; 
Pj  (3,  —  9);  P3  ( —  2,  —  11)  zu  berechnen.  Welche  Lage  in  Bezug  auf  die  Gerade  hat 

der  Punkt  P,  (s,  ^^  -  7  1^41  V 
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c)  Die  Coordinaten  des  Punktes  Pq  sind  —  1  a  und  —  Iß;  jene  des  Punktes  Pt 
sind  X  —  a  t  und  y  —  ß  t;  warum  ? 

d)  Gegeben  sei  die  Gerade  g  durch  die  Bestimmungssttlcke  n( — 12:5)  und 
1  =  7.  Man  zeichne  diese  Gerade  und  ermittle  den  Punkt  P(x,  y)  welcher  von  ihr  den 
Abstand  t  =  10  hat.  Wie  viele  Lösungen  sind  möglich?  Wie  groß  ist  x,  wenn  y  =s  —  3? 
Welche  Coordinaten  haben  Pq  und  Pt  in  diesem  Falle? 

e)  Setzt  man  x  n  =  ^  und  O  Pd  =  —  1  =  Pt  so  kann  t  durch  cos  9,  sin  cp 
und    p    ausgedrückt    werden.    Wie    lautet    dann    die    Distanzformel?    Und    wie    für 

9  =  y;  p  =  5? 

14.  Geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen. 

I.  Die  Aufgabe,  einen  Punkt  P  zu  ermitteln,  dessen  Coordinaten 
X  und  y  einer  gegebenen  Gleichung 

gentigen,  ist  eine  unbestimmte.  Da  nämlich  eine  Gleichung  mit  zwei 
Unbekannten  unendlich  viele  Lösungen  zulässt,  existieren  unendlich 
viele  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft,  deren  Vertheilung  in 
der  Ebene  durch  die  Gleichung  geregelt  ist.  Je  nach  ihrer  Beschaflfen- 
heit  kann  die  Gleichung  / (x,  y)  =  0  für  irgend  einen  Wert  von  x 
einen  Wert,  aber  auch  zwei  und  mehr  Werte  von  y  ergeben,  so  dass 
im  allgemeinsten  Falle  jedem  der  Werte  x^  <  X2  <  X3  .  .  .  von  x  je 

n  Werte  y\,y"i,  .  .  .  y^''\',y\,y'\,  .  .  .  f%',y\jyy  .  .  .  y^^^a;  •  •  • 

vony  entsprechen,  welche  in  die  n  Serien  yi^y^^Ys'?  •••;  Ji  '572  jYs  5 
•  •  .;  .  .  .;  yi^*^^y2^°^y3^"^  •  •  •  geordnet  werden  mögen.  Bei  den  Glei- 
chungen, welche  in  Betracht  kommen,  sind  im  allgemeinen  zwei  auf- 
einander folgende  Werte  yk,  yk  + 1  einer  Serie  umsoweniger  von  ein- 
ander verschieden,  je  geringer  der  Unterschied  der  Werte  Xk,  Xk+i 
ist,  zu  welchen  sie  gehören,  d.  h.  die  Differenzen  yk  +  i  —  yk  und 
Xk+i — Xk  werden  —  absolut  genommen  —  gleichzeitig  immer  kleiner 
und  verschwinden  gleichzeitig.  Mit  ihnen  nimmt  aber  auch  der  Abstand 
der  entsprechenden   Punkte  PkPk-fi=  VlXk+i  —  Xk)2-(- (yk^.!  —  yk)*^ 


bis  er  Null  wird  und  die  Punkte  zusammenfallen.  Denkt  man  also 
die  Werte  Xi,X2,X3,  .  .  .  derart  angenommen,  dass  die  auf  der  x-Axe 
durch  dieselben  festgelegten  Punkte  A^,A2,A3,  .  .  .  dicht  aufeinander 
folgen,  so  erscheinen  auch  die  von  ihnen  mit  irgend  einer  Serie  zu- 
gehörigen Werte  y^,  y2,  ya,  .  .  .  bestimmten  Punkte  P^,  P25P39  •  •  •  dicht 
aneinander  gereiht,  bilden  daher,  wenn  x  eine  stetige  Folge  von  Werten 
durchläuft,  die  stetige  Folge  der  Punkte  einer  Linie,  welche  aus  so 
viel  Theilen  besteht,  als  Serien  vorhanden  sind.  Zwischen  dieser  Linie 
und  der  Gleichung    besteht   ein   Zusammenhang,   welcher   sich    darin 
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äußert,  dass  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  der  Gleichung  genügen, 
auf  der  Linie  liegt  und  umgekehrt  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes 
der  Linie  die  Gleichung  identisch  erfüllen.  Dieser  Zusammenhang  wird 
dadurch  gekennzeichnet,  dass  man  sagt,  die  Gleichung 

/(x,y)  =  o 

stellt  eine  Linie  vor.  Die  Construction  der  Linie  aus  der  Gleichuner 
erfolgt  auf  die  Art,  dass  man  hinreichend  viele,  nahe  aneinander  liegende 
Werte  von  x  annimmt,  die  zugehörigen  Werte  von  y  berechnet,  die 
entsprechenden  Punkte  einzeichnet  und  durch"  einen  stetigen  Zug  ver- 
bindet. 

Es  kann  auch  vorkommen,  dass  für  die  Lage  eines  Punktes  P 
das  Gesetz  in  Worten  ausgedrückt  ist.  Lässt  sich  dasselbe  durch  eine 
einzige  Gleichung  zwischen  x  und  j  darstellen,  so  ist  der  Ort  des 
Punktes  eine  Linie,  welche  durch  jenes  Gesetz  und  auch  durch  die 
Gleichung  charakterisiert  erscheint. 

Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  eine  gezeichnet  vorliegende  Linie  ana- 
lytisch  durch  ihre  Gleichung  dargestellt  werden  soll.  Dann  nimmt  man  auf  der  Linie 
eine  Anzahl  hinreichend  nahe  aneinander  liegender  Punkte  PijPa,  .  .  .  Pm  an, 
bestimmt  deren  Coordinaten  x^Xj,  .  .  .  Xm ;  ^^7%,  .  •  •  Jm  durch  Messung  und  unter- 
sucht, ob  bei  denselben  nicht  irgend  ein  Gesetz  deutlich  hervortritt,  welches  durch  eine 
Gleichung  ausgedrückt  werden  könnte.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  muss  man  sich 
mit  einer  Annäherung  begnügen,  indem  man 

_  (X  — X2)  (X  —  X3)  .  .  (X  —  Xm)          ,     (X  — X|)(X  — X3).  .  (X  —  Xm)  , 

(Xj        X2)(X|        X3)  .  .  (X|        Xm)  (X2~~X|)(X2        X3) .  ,  (X2 Xm) 

(    X  —  Xt)  (  X  —  Xg)  .  .  .   (  X  —  Xm-l) 
(Xm         Xjj  (Xm         X2J   .  .  .   (Xm         Xm  —  l) 

setzt.  Die  Linie,  welche  durch  die  Gleichung  vorgestellt  wird,  fällt  in  den  Punkten 
Pi,P^,  .  .  .  Pm  mit  der  gegebenen  Linie  zusammen,  wie  man  sich  durch  Einsetzung 
der  Coordinaten  überzeugen  kann.  Sie  schließt  sich  zwischen  Pj  und  Pm  der  gegebenen 
Linie  offenbar  um  so  näher  an,  je  größer  m  genommen  wurde.  Dieses  Verfahren  setzt 
voraus,  dass  die  gegebene  Linie  von  P^  bis  Pm  stetig  und  endlich  verlaufe;  trifft  dies 
nicht  zu,  so  müssen  einzelne  Theile  derselben  auf  die  angegebene  Art  behandelt 
werden. 

Wenn  sich  das  Polynom  der  Gleichung 

/(x,y)  =  o 

in  mehrere  Factoren /j  (x,  y),/^  (x,  y),  .  .  .  zerlegen  lässt,  die  Gleichung  also  in  der 
Form/,  (x,  y)  ./g  (x,  y).  .  .  .  =  0  dargestellt  werden  kann,  stellt  sie  die  Gesammtheit 
der  Linien  vor,  welche  die  Gleichungen 
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/>  (X,  y)  =  0, 

fi  (X,  y)  =  0, 


repräsentieren,  die  nämlich  erhalten  werden,  wenn  man  die  einzelnen  Factoren  gleich 
NuU  setzt.  Denn  durch  Einsetzung  der  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  irgend 
einer  dieser  Linien  liegt,  verschwindet  der  betreffende  Factor,  also  auch  das  ganze 
Product;    mithin  genügen    die  Coordinaten  eines  jeden  solchen  Punktes  der  Gleichung 

/(x,y)  =  o 

und  diese  charakterisiert  wirklich  eine  Gruppe  von  Linien.  Dies  gelangt  bei  der  Con- 
stmction  dadurch  zum  Ausdruck,  dass  sich  Serien  von  Punkten  ergeben,  welche  ver- 
schiedenen Linien  angehören. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Aus  der  Gleichung 

X  — 3y +  6  =  0 

ergibt  sich  für  die  Werte  —  10,  —  9,  —  8,  —  7,  —  6,  —  5,  —  4,  —  3,  —  2,  —  1, 0, 1,  2, 

4  2  112 

3,4,5,6,7,8,9,10  von  x  nur  die  eine  Serie:  — -«  ,  —  1, s-, «->  0»  ■q"»"q"»  ^» 

T'T  ^*  T'T'  ^'  'S'T'  ^'  3^''3 '  ^*  ¥  ^®^  ^^^^  ▼on  y.  Die  Construction  der  ent- 
sprechenden Punkte  zeigt,  dass  dieselben  in  einer  Geraden  liegen.  Bekräftigt  wird 
dieses  durch  die  Thatsache,  dass  die  Verbindungslinie  von  irgend  zwei  Punkten  immer 
dieselbe  Richtung  3:1  hat. 

h)  Die  Gleichung 

x2  — y2  +  2x  +  6y  =  0 

liefert  durch  Auflösung 

y  =  3  ±  1/^^+2x4-9,       ^ 

also  für  jeden  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y.  Den  Werten  —  3,  —  2,  —  1,  0,  1,  2, 
3,  4  von  X  entsprechen  die  Serien 


3  +  yi2,  6,  3  + 1/  8  ,  6,  3  -{-  f  12,  3  +  f\i,  3  +  1/24,  3  +.  fSS 

und 

3  —  1/12,  0,  3  —  rs ,  0,  3  —  1/ 12,  3  —  l/f?,  3  —  ^24,  3  —  1/33. 

der  Werte  von  y.  Durch  Verbindung  der  entsprechenden  Punkte  ergeben  sich  zwei 
Äste  der  Curve,  welche  durch  Berechnung  neuer  Punkte  beiderseits  bis  in  das  Un- 
endliche fortgesetzt  zu  denken  sind. 

c)  Wenn  ein  Punkt  P  gesucht  werden  soll,  dessen  Abstand  von  der  y-Axe 
gleich  ist  seinem  Abstände  von  dem  Punkte  F  (p,  o)  auf  der  x-Axe,  so  wird  das  aus- 
gesprochene Gesetz  durch  die  Gleichung 
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oder 

x2  =  (x  —  p)2  -f  y2 

dargestellt,  aus  welcher  nach  Reduction 

y2  — 2px  +  p2  =  0 

folgt.  Also  ist  der  Ort  des  Punktes  eine  Linie  (bekanntlich  eine  Parabel,  deren 
Leitlinie  die  j-Axe  und  deren  Brennpunkt  F  ist). 

d)  Durch  Messung  wurden  die  Coordinaten  einer  Anzahl  von  Punkten  einer 
Linie  bestimmt:  P^  (1, 2) ;  Pj  (2, 3);  P3  (3,  4) ;  P^  (4, 6) ;  P5  (5,  6). 

Bei  denselben  tritt  deutlich  das  G^esetz 

y  =  x+l 

hervor. 

e)  Man  construiere  die  durch  die  Gleichungen 

2x  +  3y  —  6  =0: 
x^  — 6y4-  9  =0: 
y2  — 4x  +  12  =  0: 

x2_5x+  6  =0: 

y2  — 7y-f  12  =  0; 

x3  — 2x2y  — 4xy +  8y2  +  4x  — 8y  =  0 

charakterisierten  Linien. 

f)  Einen  Punkt  zu  suchen,  welcher  von  der  x-Axe  denselben  Abstand  hat  wie 
von  dem  Punkte  F  (0,  2). 

g)  Wo  liegt  der  Punkt,  dessen  Abstand  von  dem  Punkte  P^  (5, 3)  gleich  ist 
seinem  senkrechten  Abstände  von  der  Geraden  mit  den  Bestimmungsstücken 
a  :  ß  =  4  :  3,  1  =  —  3  (Art.  13). 

?i)  Bei  einer  gezeichnet  vorliegenden  Curve  ergibt  die  Messung  die  Coordinaten 
der  Punkte 

Pi(j,i-);  F,{2,  2);  ^»(s,!);  P«  (*,  8)- 

Man  soll  die  Gleichung  der  Curve  einmal  durch  Ergründung  des  zugrunde  liegenden 
Gesetzes,    ein  andermal  durch  Benützung    der    im  Texte  gegebenen  Formel  aufstellen. 

II.  Ein  Punkt  P,  dessen  Coordinaten  den  zwei  Gleichungen 

cp(x,y)==Ol 

*(x,y)  =  0.r 

gentigen  sollen,  muss  auf  jeder  von  den  zwei  Linien  liegen,  welche 
durch  die  Gleichungen  repräsentiert  werden,  ist  also  ein  Schnittpunkt 
dieser  Linien.  Daher  stellen  zwei  Gleichungen  eine  Gruppe  von  Punkten 
beschränkter  Anzahl,  nämlich  sämmtliche  Schnittpunkte  der  durch  sie 
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charakterisierten  Linien  vor.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  werden 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  erhalten.  Sie  können  sich  zum  Theil 
oder  alle  imaginär  ergeben. 

Beii»piele  nnd  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichungen  (das  Gleichungssjstem) 

2x  +  3y  — 13  =  0 

5x—  y  —  7  =0 

bestimmen  einen  einzigen  Punkt  Pq  (2,  3),  weil  sie  nur  eine  Auflösung  haben. 

b)  Das  Gleichungssjstem 

x2  +  y2  — 25  =  0| 
X   +y  —  7  =0/ 

stellt  die  Punkte  P,  (4,  3)  nnd  Pj  (3, 4)  vor. 

c}  Man  berechne  die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  Linien 


13  X«  +  lOxy  +  13  y*  — 52  =  0 
13x2  — lOxy  4-13 y« 


—  oa  =  U  1 

—  52  =  0  / 

oder 

2x«  — 2xy—  y2  —11=0  \ 
8x2+  xy  4-3y2  — 33  =  0  j 

schneiden.  (Je  vier  Punkte.) 

III.  Wenn  aus  zwei  gegebenen  Gleichungen 

y.  (^,  y) = 0, 

/2(x,y)=0 

durch  Multiplication  mit  den  willkürlichen  Factoren  X,,  Xj  und  darauf- 
folgende Addition  die  neue  Gleichung 

>^i/.(x,y)-f)-2/2(x,y)  =  0 

combiniert  wird,  so  stellt  diese  eine  Linie  vor,  welche  durch  sämmt- 
liche  Schnittpunkte  der  von  den  gegebenen  Gleichungen  repräsentierten 
Linien  geht.  Ist  nämlich  P©  ein  Schnittpunkt  der  letzteren,  so  hat  man 

fx  (xo,  Jo)      0  und  /2  (xo,  j^)  --  0, 
daher  auch 

hfi  (Xo-  yo)  +  hf'2  (Xo,  yo)  -=  0. 

Dividiert  man  die  combinierte  Gleichung  durch  \  und  setzt  r-^  =  —  X, 

X, 

so  nimmt  sie  die  Form 

/,(x,y)-X/,(x,y)  =  0 
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an.  Soll  die  ihr  entsprechende  Linie  noch  durch  einen  beliebigen  Punkt 
PiCxijJi)  gehen,  muss 

/i  (xi,  yO  —  '^f'i  (xi,  yi)  =  0 

sein,  woraus 

^  ^  /i  (xi,  yi) 
fi  (xi,  yi) 

und  durch  Einsetzung  dieses  Wertes 

/2  (.Xi,  yi  j 

oder 

/i(x,y)  _  ./2_(x,  y2  ^  Q 
/i(xi,yi)     /2(xi,yi) 

als  Gleichung  einer  Linie  folgt,   welche   durch   die  Schnittpunkte  von 
zwei  Linien  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 
Lassen  sich  für  drei  Gleichungen 

/,(x,y)  =0;  /j(x,y)  =  0;/3(x,y)  =  0 
die  Factoren  Xj,  X2,  X3  derart  ermitteln,  dass 

>^i/i  (X,  y)  +  Kfi  (x,  y)  +  >^3/3  (x,  y)  ^  0, 

d.  h.  dass  für  jedes  Wertepaar  x,  y  der  Ausdruck  links  verschwindet 
(identisch  Null  wird),  so  stellen  die  Gleichungen  drei  Curven  vor,  von 
welchen  jede  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  anderen  geht;  denn  es 
ist  in  diesem  Falle 

\f\  (x,  y)  ^  —  [>^2/2  (x,  y)  +  \f^  (x,  y)], 

daher  sind  die  Gleichungen 

und 

-  [>4/2  (x,  y)  +  X3/3  (X,  y)]  =  0 

identisch ,    also    ist  die  Gleichung  /,  (x,  y)  =  0    aus    den  Gleichungen 
f'i  (Xj  y)  =  0  und  ^3  (x;  y)  =  0   durch   lineare  Combination   entstanden. 

Beispiele  und  Angaben. 

o)  Wenn  man  die  Gleichungen  (II.  Beisp.  a) 

2x-f-  3y  — 13  =  0 


5x—   y  —  7 


=  01 
=  0/ 


einmal  mit  Hilfe  der  Factoren  X,  =  1 ;  X2  =  1  ein  anderes  Mal  mittelst  der  Factoren 
Xj  =  3 ;  Xj  =  2  linear  combiniert,  erhält  man  die  Gleichungen 
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7x  +2y  — 20  =  01 
16x+7v— 53  =  0/ 


16x+7y 

Die  von  diesen  repräsentierten  Linien  gehen 'ebenso  durch  den  Punkt  Pq  (2, 3)  wie  die 
den  gegebenen  Gleichungen  entsprechenden. 

b)  Durch  die  Schnittpunkte  der  Linien  (II.  Aufg.  c) 

13x2  4-  10x7  + 13y2  — 52  =  0 
13x2  _  lOxy  +  13 y2  — 52  =  0 

geht  jede  Linie,  deren  Gleichung  die  Form 

(13x2  -I-  lOxy  +  13y2  — 52)  — X(13x2  — lOxy  +  ISy^  — 52)  =  0 

hat.  Soll  aber  dieselbe  durch  den  Punkt  Pi  (2, 5)  gehen,  muss 

13.4+10.2.5+13.26— 52;  — X(13. 4— 10.2.6  +  13.26— 52)  =  0 

oder 

425  X  —  225  =  0, 

425_17 
225  ""  '9 

sein,  so  dass  sich  die  ganz  bestimmte  Gleichung 

9(13x2-l-10xy+-13y2  — 52)— 17(13x2  — lOxy  4-13  y2  —  52)  =  0 

ergibt,  welche  nach  Reduction  die  Form 

26x2  — 66xy  +  26y2— 104  =  0 

annimmt. 

c)  Die  Linien,  welche  die  Gleichungen 

9x2  +  6xy  +  17y2-}-3x+15y  +  7  =  0, 

x2  +    3y2  4-2x;  +3  =  0, 

3x2-(-2xy+    5y2  +    6y-|-l=0 

vorstellen,  gehen  durch  dieselbe  Gruppe  von  Punkten,  denn  es  ist 

2(9x2-f  6xy  +  17y2  +  3x  +  16y  +  7)  — 3(x2  +  3y2  4-2x  +  3)  — 
-5(3x2+2xy+5y2+6y+l)^0. 

(t)  Man  lege  durch  die  Schnittpunkte  der  Linien  (II.  Aufg.  c) 

2x2  — 2xy—    y2_ii_o, 
3x2+-    xy  +  3y2  — 33  =  0 

eine  Linie,  welche  durch  den  Punkt  Pi  ( —  3, 1)  geht. 
e)  Es  soll  nachgewiesen  werden,  dass  die  Linien 

x+    2y+   3  =  0, 

5x+    7y+   1=0, 

15x  +  24y  +  17  =  0 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Welche  Coordinaten  hat  dieser  Punkt? 
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IV.  Die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  eines  Punktes  von  einander  kann  mit 
Hilfe  eines  Parameters  t  durch  zwei  Gleichungen 

x  =  'f(t)  und  y  =  (Kt) 

dargestellt  werden.  Denn  nimmt  man  ftlr  x  irgend  einen  Wert  an,  so  kann  man  aus 
der  ersten  Gleichung  den  zugehörigen  Wert  von  t  berechnen  und  in  die  zweite  ein- 
setzen, welche  den  entsprechenden  Wert  von  j  ergibt,  und  weil  man  dieses  Verfahren 
imendlich  oft  wiederholen  kann,  erscheinen  durch  die  zwei  Gleichungen  unendlich  viele 
Punkte  der  Ebene  festgelegt.  Leitet  man  nim  durch  Elimination  des  Parameters  t  aus 
jenen  Gleichungen  die  neue  Gleichimg 

/(x,y)  =  0 

ab,  so  drückt  diese  die  zwischen  x  und  y  bestehende  Beziehung  direct  aus,  indem  sie 
für  jeden  Wert  von  x  denselben  Wert  von  y  liefert,  welcher  durch  Vermittlung  des 
Parameters  t  erhalten  wurde.  Die  Gleichungen 

x  =  «p{t);  y  =  <I.(t) 

stellen  daher  die  Curve  vor,  welche  durch  die  Eliminationsgleichung 

charakterisiert  ist. 

Umgekehrt  wieder  ist  der  Übergang  von  einer  Gleichung 

auf  Parametergleichungen    denkbar,    indem  man  eine  willkürlich    gewählte  Gleichung 

F(x,y,t)  =  0 

hinzunimmt  und  dieses  System  nach  x  und  y  auflöst. 

Parametergleichungen  können  sich  durch  Einfachheit  und  dadurch  nützlich  er- 
weisen, dass  sie  die  Construction  der  Punkte  einer  Linie  erleichtem  oder  als  Übergang 
bei  der  Aufstellung  von  Gleichungen  aus  den  in  Worten  ausgesprochenen  Gesetzen  dienen. 

Eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,y,t)  =  0 

repräsentiert  eine  Schar  von  Linien.  Ertheilt  man  nämlich  dem  Parameter  t  die 
Werte  tj,  t„  tj,  .  .  .  so  erhält  man  die  Gleichnngen 

F(x,y,ti)  =  0;  F(x,y,y  =  0;  F(x,y,t3)  =  0; , 

von  welchen  jede  eine  Linie  vorstellt.  Die  beiden  Gleichungen 

F,(x,y,t)  =  0;F2(x,y,t)  =  0 

repräsentieren  demnach  zwei  Scharen  von  Linien,  die  man  so  aufeinander  beziehen 
kann,  dass  einer  Linie  der  einen .  Schar  eine  Linie  der  anderen  entspricht,  wenn  die 
Gleichungen  beider  Linien  denselben  Parameterwert  enthalten.  Zwei  entsprechende 
Linien  bestimmen  einen  Punkt  (oder  eine  Gruppe  von  Punkten),  nämlich  ihren  Schnitt- 
punkt (Schnittpunkte)  und  der  Gesanmitheit  aller  Linienpaare  entspricht  eine  Gesammt- 
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:,y,t)  =  0) 
:,y,t)  =  0/ 


=  Xo  +  r«  1 
=  yo  +  rßi' 


heit  von  Punkten,  die  alle  einer  neuen  Linie  angeboren.  Denn  aus  dem  Gleicbungs- 
System 

Fi(x,y,t)  =  0 

kann  man 

x  =  <p(t)l 
y  =  <Kt)/ 

berechnet  denken  u.  s.  w.  Daher  ist  durch  zwei  Scharen  von  Linien^  welche  in  der 
angegebenen  Art  aufeinander  bezogen  sind,  eine  neue  Linie  festgelegt,  deren  Gleichung 
dnrch  Elimination  des  Parameters  aus  den  Gleichungen  der  Scharen  abgeleitet  wird. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

d)  Die  Gleichungen  (Art  10,  I) 

x  =  Xo  -f-ra 

y 

für  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  P^  und  ihre 
Richtungscoordinaten  a,  ß  gegeben  ist,  können  als  Parametergleichungen  derselben 
mit  r  als  Parameter  angesehen  werden;  durch  Elimination  von  r  folgt 

^    ^ y    yp A 

b)  Durch  den  Nullpunkt  wird  eine  Gerade  g  gezognen  und  aus  einem  auf  der 
x-Äxe  im  Abstände  2  a  vom  Nullpunkte  liegenden  Punkt  S  die  Senkrechte  darauf  gefällt. 
Der  Schnittpunkt  P  der  beiden  beschreibt  eine  Linie,  wenn  sich  g  um  O  dreht.  Setzt 
man  xg  =  ^,  so  ist 

OP  =  SPeosxg  =  2a  cos tf ; 

daher 

X  =  0  A  =  0  P  cos  ?p  =  2  a  cos'^  ?p, 
y  =  AP  =  OPsin9  =  2a  cos  ?p  sin  (p. 

Also  sind  die  Parametergleichungen  der  Linie 

X  =  2  a  COS^  ?p 

y  =  2acos  cp  sin  9 

woraus  durch  Elimination  des  Parameters  tp  die  Gleichung 

x2-|.y2_2ax  =  0 

folgt. 

c)  Die  Gleichung 

x^  +  axy  -}-y'  =  0 

erfordert  für  die  Berechnung  zusammengehöriger  Coordinatenwerte  die  umständliche 
Auflösung  von  Gleichungen  3.  Grades.  Setzt  man  aber  7  =  t .  x,  so  folgt  daraus 

x^-f  atx2  +  t3x3=0 


}. 
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und 

at 
x  =  - 


l+t^' 
80  dass  sich  die  Parametergleichangen 

at 


at2      ( 

-        I  +  t»j 


ergeben,     durch     welche     sich    zusammengehörige    Coordinatenwerte    leicht   ermitteln 
lassen. 

d)  Die  zwei  von  den  Gleichungen 

2  a  X  cos^  ?  -}■  y^  —  4  a^  cos^  (p  =  0 
2  a  X  sin^  9  —  y ^  =  0 

repräsentierten    Scharen  bestimmen    eine    Linie,    deren  Gleichung  man  durch  die  Eli- 
mination von  (p  erhält.  Hiezu  bestimmt  man  aus  der  ersten  Gleichung 

y2 

4  a^  —  2  a  X 

und  setzt  in  die  zweite 

y2 

sin^  9  =  1  —  cos^  9  =  1  — 1—0---^» — 
^  T  4  a^  —  2  a  X 

ein.  Nach  gehöriger  Reduction  fließt  daraus  die  Gleichung 

x^-f  y2_2ax  =  0. 

Wenn  man  aber  die  Gleichungen  addiert,  so  folgt 

X  =  2  a  cos^  9 

und  nach  Einsetzung  in  die  zweite 

y  =  2  a  COS  rp  sin  cp, 

aus  welchen  man  durch  Elimination  von  9  wieder 

x2  +  y2  — 2ax  =  0 

erhält.  (Vgl.  Aufgabe  a). 

e)  Man  suche  aus  den  Parametergleichungen' 

a 

X  =  a  cos  cp  1  -  X  = 

,     .     ^  >  oder  cos  9 

y  =  b  sin  cp  i  v  . 

•^  ^  y  =  btancp 

die  Construction  der    durch  sie  repräsentierten  Linien  zu  ermitteln  und    leite    die    ge- 
wöhnliche Gleichung  derselben  durch  Elimination  von  <p  ab. 

/)  Man  berechne  die  Coordinaten  jener  Punkte  der  Curve 
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X  =  3  cos  f 

y  =  2  sin  cp 

fiir  welche 

_^  7c    7ü  7ü   7c    27C   Stü  5:c        77C  ÖTc    47C    Stü    ötc    77C    IItc 
•  ~   '  6'  4'  3'  2'  "3"'  T'  T'  ^'   6  '   4  '    3  '    2  '    3  '    4  '      6"'       ' 

^)  Durch  den  Nullpunkt  wird  eine  Gerade  g  unter  dem  Winkel  xg  =  ^  gegen 
die  x-Axe  gezogen.  Sie  schneide  die  zu  ihr  Senkrechte  und  die  zur  y-Axe  Parallele 
dorch  S  (2  a,  0)  in  den  Punkten  M  und  Q.  Nun  mache  man  auf  g  die  Strecke  0P=  MQ, 
wodurch  ein  Punkt  P  bestimmt  wird.  Es  sollen  die  Parametergleichungen  und  die 
gewöhnliche  Gleichung  der  Linie  aufgestellt  werden,  welche  P  beschreibt,  wenn  sich 
p  um  O  dreht. 

h)  Die  Parametergleichungen  der  Linien 

x^  — 5x2  +  2y^  =  0, 

y^  —  X  y^  —  2  x^  y  -[-  x'  =  0, 
x^y^  —  xy  —  X  —  2  =  0 

sollen  derart    ermittelt    werden,    dass   je    nach  Zweckmäßigkeit  y  =  t  x  oder  y  =      - 

f^esetzt  wird. 

i)  Man  ermittle  die  Gleichung  der  von  den  zwei  Linienscharen 

2a(x2-f  y2)  _  t^x— 3aty  =0, 

tx  —  ay  =  0 

bestiimnten  Linie  und  stelle  auch  ihre  Parametergleichungen  auf  (vgl.  Aufg.  y). 

V.  Eine  Linie  wird  eine  algebraische  oder  eine  transcendente 
genannt,  je  nachdem  ihre  Gleichung  eine  algebraische  oder  transcen- 
dente ist. 

Bei  den  Gleichungen  wird  die  unentwickelte  Form 

von  der  entwickelten 

y  =  9(x)  oder  x  =  <]>(y) 

unterschieden.  In  der  unentwickelten  Form  erscheint  ein  die  Coordi- 
naten  enthaltender  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt.  Durch  Auflösung 
nach  y  oder  x  ergibt  sich  die  entwickelte  Form.  Die  Auflösung  ist 
aber  oft  undurchführbar,  so  dass  durch  die  unentwickelte  Form  der 
allgemeinere  Fall  dargestellt  erscheint.  Eine  algebraische  Gleichung 
heißt  geordnet,  wenn  ein  geordneter  algebraischer,  ganzer,  rationaler 
Ausdruck  der  Coordinaten  gleich  Null  gesetzt  ist.  Kommt  darin  min- 
destens ein  Glied  vor,  in  welchem  die  Summe  der  Exponenten  der 
Coordinaten  gleich  ist  der  ganzen  positiven  Zahl  n,  und  kein  Glied 
mit  einer  größeren  Exponentensumme,  so  ist  die  Gleichung  vom  n*®° 
Grade. 

Badiiarljeviö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mftthemat.  I.  Bd.  11 
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Sie  ist  homogen  vom  Grade  d,  wenn  in  jedem  Gliede  die  Summe 
der  Exponenten  n  beträgt.  Eine  algebraische  Linie  ist  von  der  n**" 
Ordnung,  wenn  ihre  Gleichung  vom  n**°  Grade  ist. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Geordnete  algebltiische  Gleichungen  sind,  und  zwar  vom  1.  Grade: 

ax-|-by -[-c  =  0; 

vom  2.  Grade: 

ax2  +  bxy4-cy'^  +  d  =  0;^J  + 1^^-1=0;  axy  +  b=0 

u.  8.  w;  vom  3.  Grade: 

ax3-|-bx'^y-|-cy'^-|-dx-(-e'=0;  ax2y-[-bxy2-|-cy-|-d  =  0; 

^3+p-l=0;  3x3  +  6x2y  +  4xy2_y^  =  0. 
u.  8.  w.;  vom  7.  Grade: 

a  x^  y  -f-  b  x^  y*-^  -[-  c  X-*  y^  -|-  ^  y '  +  ^  ^'"^  ~h  f  y  "4"  g  =  0 

U.    8.    W. 

b)  Transcendente  Gleichungen  sind: 

a*+y  +  bx  +  cy4-d  =  0;  axy  +  by*4-c  =  0; 

log  (x  —  y)  -f"  ^  (^"  H"  y^)  ~t~  ^5  =  0;  X  y  —  m  .  sin      =0 

u.  s.  w.  in  unentwickelter, 

y  =  me";  y  =  e   "" :  y  =  y(e°»  -f  e   "j;  y  =  xlogx 

y  =  a  sin  x;  y  =  a  arctan  x 

u.  8.  w.  in  entwickelter  Form. 

c)  Aus  der  unentwickelten  Form 

lässt  sich  die  entwickelte  nur  durch  Auflösung  nach  j  ableiten: 


— ax^+  ja^x«  —  4b(x''-{-c) 

y     i —   ' 


d)  Man  ordne  die  Gleichung 


Ix  +  y+l'x  — y=[x2-f  y2, 

gebe  ihren  Grad  und  die  nach  j  entwickelte  Form  an. 

VI.  Anmerkung.  Den  Betrachtungen  über  die  geometrische  Bedeutung  der 
Gleichungen  wurde  das  rechtwinkelige  Coordinatensystem  zugrunde  gelegt,  sie  gelten 
indessen  für  jedes  Coordinatensystem,  wenn  an  die  Stelle  von  x  und  y  die  betreffenden 
Coordinaten  treten  (und  Gleichungen  in  Dreieckscoordinaten  homogen  sind). 

Eine  Gleichung  stellt  daher  immer  eine  Linie  vor,  ob  sie  nun  auf  Parallel- 
cooriinaten  oder  Polarcoordinaten  u.  s.  w*.  bezogen  sei,  aber  nicht  dieselbe  Linie ;  ja  e« 
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werden  nicht  einmal  Linien  derselben  Gattung  repräsentiert,  wenn  die  Natur  der  Coordi- 
natensysteme  verschieden  ist.  Man  versuche  z.  B.  die  Linien  zu  zeichnen,  welche  die  Glei- 
chungen x-|-y  —  6=0;  r-f-">  —  6=0;  ri-j-r2  —  6  =  0  vorstellen,  indem  man  die  erste 

7C       IC 

auf  die  Systeme  Parallelcoordinaten  mit  x  y  =  -^,  -„  ;  die  zweite  auf  ein  System  Polar- 

coordinaten,  die  dritte  auf  ein  System  Bipolarcoordinaten  mit  Oi  Oj  =  2  e  =  4  bezieht 
(Art.  4,  a,  b,  e),    zusammengehörige    Wertepaare    berechnet,    die    Punkte    construiert 


U.   8.   W. 


15.  Transformation  der  Coordinaten.  Eine  ebene  Linie  kann 
auf  mehrere,  in  ihrer  Ebene  angenommene  Coordinatensysteme  be- 
zogen, also  durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellt  werden.  Je  mehr 
ein  Coordinatensystem  der  Gestalt  einer  Linie  angepasst  ist,  desto 
deutlicher  müssen  deren  Eigenschaften  in  der  Gleichung  zum  Ausdruck 
gelangen;  daher  kann  der  Übergang  von  einem  Coordinatensystem  auf 
ein  anderes  das  Mittel  sein,  die  Eigenschaften  einer  Linie  zu  erforschen. 
Aus  der  Gleichung  einer  Linie  in  Bezug  auf  irgend  ein  Coordinaten- 
system kann  jene  in  Bezug  auf  ein  anderes,  neues,  dadurch  abgeleitet 
werden,  dass  man  die  alten  Coordinaten  eines  Punktes  durch  seine 
neuen  ausdrückt  und  in  die  Gleichung  einsetzt,  wodurch  sich  eine 
Beziehung  zwischen  den  neuen  Coordinaten  ergibt.  Hiezu  muss  die 
Lage  des  neuen  zum  alten  durch  entsprechende  Bestimmungsstücke 
präeisiert  sein.  Der  Vorgang  führt  den  Namen  »Transformation  der 
Coordinaten«.  Im  folgenden 
wird  nur  der  Übergang  von 
einem  rechtwinkeligen  auf  ein 
zweites  rechtwinkeliges  Co- 
ordinatensystem     behandelt. 

In  dem  Coordinaten- 
system (x,  y)  sei  (Fig.  68)  der 
PunktPfl  (xo,  Jq)  als  Nullpunkt 
eines  neuen  Coordinaten- 
systems  (x',y')  gegeben,  dessen 
Axen  x'  und  y'  die  Richtungs- 
coordinaten  aj,  ß^  und  a^^  ^2 
haben  mögen.  Zwischen  den  letzteren  bestehen  die  Gleichungen 


Fig.  68. 


^x 


a, 


+  ß. 


2  =1 


(21 


V+     ß-2 

a^a2-t-ßiß2  =  0j 

Bedenkt  man,   dass  die   alten  Axen  x  und  y  in  Bezug  auf  die  neuen 
die  Riohtungscoordinaten  a^,  a^  und  ß, ,  ß^  besitzen,  so  gelangt  man  auch 

zu  den  Gleichungen 

11* 
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ß^2^      ß.^2    ,3,1 (22 

«1  ßl   +  «2  ß2  =  f^  J 

welche  Folgen  der  Gleichungen  21  sind. 

Ein  Punkt  P  habe  die  alten  Coordinaten  x  und  y,  die  neuen  x' 
und  y'.  Die  Beziehungen  zwischen  beiden  werden  mittelst  der  Strecken- 
züge 0  A  P  und  0  Aq  Po  A'  P  gefunden,  welche  dieselbe  Schlusslinie 
0  P,  also  gleiche  Projectionen  auf  irgend  eine  Gerade  haben.  Projiciert 
man  dieselben  einmal  auf  die  x-Axe  und  ein  anderesmal  auf  die  y-Axe, 
so  erhält  man: 

OA-fO  =  OAo  +  0  +  Po  A'  cos  xx'  +  A'P  cosxy', 

0  +  A P  =  0  +  Ao  Po  +  Po  A'  cos  y  x'  +  A'P  cos  y  y' 

oder 

x  =  Xo+aix'  +  a2y'l  ^23 

y  =  yo  +  ßiX'+ß2y'/ ^ 

Diese  Gleichungen  drücken  die  alten  Coordinaten  des  Punktes  P 
durch  die  neuen  aus.  Löst  man  sie  nach  x'  und  y'  auf,  indem  man 
Xo  und  yo  auf  die  linke  Seite  schafft  und  beiderseits  addiert, 
nachdem  man  mit  a^  und  ß,  oder  a2  und  ß2  multipliciert  hat,  so  er- 
gibt sich 

x'  =  ajx  — Xo)+ßi(y  — yo)  1  24 

y'  =  a2(x-Xo)  +  ß2(y-yo)/ ^ 

für  den  Übergang  von  dem  neuen  Coordinatensystem  auf  das  alte. 

Specielle  Fälle  treten  ein,  wenn  die  neuen  Axen  den  alten  parallel 
sind  oder  wenn  der  neue  Nullpunkt  in  den  alten  fällt. 

Im  ersten  Falle  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Axen  im  gleichen, 
theilweise   im  gleichen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne   parallel   sind. 

Ist  xx'  =  0;  yy'  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  23  und  24,  weil 
aj  =  ß2  =  1 ;  a2  =  ßl  =  0,  über  in 

x^=x-Xol 

Ist    X  x'  =  tc;  y  y'  =  0,  so    ergeben    sich,     weil    a,  =  —  1 ;  ßj  =  1 »  «2  =  ßi  =  ^   ^^^ 
Gleichungen 

x  =  Xo  — x')  x'=— X  +  Xol 

y=yo+y'i'      y'=     y  — yoi' 

Ist  aber  x  x'  =  0;  y  y'  :=  tc,  somit  a^  =  1 ;  ßj  =  —  1 ;  a^  =  ßi  =  0: 
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=  Xo  +  x'  1  x'  ==       X  —  Xo  1 

=y«-y'/       y'=-y  +  yo/' 

0  a,  =  ßj  =  —  1  i  oj  =  ß,  =  0: 
■'  \  x'  =  — X  +  Xol 


x  =  Xo  +  x' 

y 

endlich  wenn  x  x'  =  y  y'  ^  it,  also  a,  =  ßj  =  —  1 ;  Oj  =  ß,  :^  0 : 

X  =  Xj  —  x'l  x'  =  —  X-[-Xo 

y=yo— y'/'       y'  =  — y  +  yo 

Im  zweiten  Falle  ist  x,,  :=  y^  =  0  und  man  erhält  die  GHeichungen 


X  =  a,  x'  +  «2  y' 
y  =  ßix'  +  ß 


:y'}' (2^ 


x'  =  «^x  +ß,yj^ ^28 


y'  =  a2X   -f-ß-iy, 

die  man  auch  benutzen  kann,  um  die  Beziehungen  zwischen  den 
Richtungseoordinaten  a,  ß  und  a',  ß'  einer  Richtung  in  den  zwei  Coor- 
dinatensystemen  zu  ermitteln.  Da  hier  der  neue  Nullpunkt  nicht  in 
Betracht  kommt,  sondern  bloß  die  Richtungen  der  neuen  Axen  maß- 
gebend sind,  ergeben  sich  diese  Beziehungen,  wenn  man  den  Punkt  P 
mit  dem  Einheitspunkte  11  der  Richtung  zusammenfallen  lässt,  wodurch 
die  Gleichungen  27  und  28  übergehen  in 

a  =  a,  a'-f-ojß'» 

ß  =  ßia'  +  ß,ß'/' ^'"'^ 

«'  =  «.«    +ßlß\  .OA 

ß'  =  a.,a  +ß,ß/ ^^" 

Wie  man  sieht,  sind  immer  die  Coordinaten  des  einen  Systems  durch 
die  des  anderen  in  linearer  Weise  ausgedrückt.  Der  Grad  einer  al- 
gebraischen Gleichung  kann  daher  durch  eine  Transformation  nicht 
zunehmen.  Aber  er  kann  auch  nicht  abnehmen,  indem  sich  etwa  die 
Glieder  mit  der  höchsten  Exponentensumme  gegenseitig  tilgen.  Denn 
würde  man  in  diesem  Falle  zurücktransformieren,  so  müsste  der  Grad 
der  Gleichung  dadurch  wieder  erhöht  werden,    was    nicht  möglich  ist. 

Wendet   man  die  Transformationsfonneln  23    auf   die    Endpunkte    der    Strecke 
Pi  P2  an,  80  erhält  man  durch  Subtraction 

X2  -  x^  =  ai  (x'2  —  x'i)  +  «2  (y'2  —  y'i); 

72  - yi  =  ßi  (x'i  -  x'i)  +  ß2  (y'2  -  y'i); 

demnach 

(x,  -  xO^  +  (ya  -  Jd'  =  (X,'  -  x,')2  +  (y,'  -  y^')--', 

d.  h.  es  ergabt  sich  immer  dieselbe  Streckenlänge,  ob  man  dieselbe  aus  den  alten  oder 
aus  den  neuen  Coordinaten  berechnet.  Damit  ist  nachgewiesen,    dass  die  Gestalt  einer 
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Linie    durch    die  Transformation  ihrer  Gleichung  nicht  geändert  wird,    weil   alle  ihre 
Ausmaßen  ungeändert  bleiben. 

Nach  voUführter  Transformation  einer  Gleichung  kann  man  die 
Strichweiser  auch  weglassen  und  sich  bloß  merken,  auf  welches  System 
sie  nun  bezogen  ist. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Wenn  der  Übergang  von  dem  Coordinatensystem  (x,  y)  auf  ein  neues  geschehen 
soll,  welches  gegeben  ist  durch  P^  (ö,  3);  x'  (2  :  —  1);  y' (1  :  2),  so  sind  die  Trans- 
form ationsglei  chungen 

Die  Gleichung 

5x2  +  8y2  +  4xy  — 62x  — 68y  +  221  =  0 

geht  nach  Einsetzung  (und  Weglassung  der  Strichweiser)  über  in 

4x2  +  9y2  — 36  =  0. 

Ware  aber  die  Gleichung 

4x'^-f  9y'^  — 36  =  0 

bezogen  auf  (x',  y')    gegeben,    so   wird  dieselbe  auf   (x,  y)    transformiert    mittelst   der 
Gleichungen 

3  4 

Für  eine   durch  die   Richtungscoordinaten  a  =      - ;  ß  =  -^  gegebene  Richtung  findet 

man  die  neuen  Richtungscoordinaten: 

2       3  14  2 

a  : 


1/5""  5     '    1/5   ■  5        öfö' 

welche  der  Grundgl«ichnng  a'  -|-  ß'  =1  genügen. 

h)  Ist  das  neue  Coordinatensystem  durch  seinen  Nullpunkt  Pq  und  den  Winkel 
X  x'  =  'f  gegeben,    so  ist   unter  der  Voraussetzung,   dass  x*  y'  =  -     : 

a,  =  cos  ^;  ßi  =  sin  rp ;  04  =  —  sin  cp;  ß2  =  cos  ff ; 


r 
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die  TransforiTiationsgleichungen  sind  nun 

x=  Xo  -["  ^'  ^^s  9  —  y '  sin  'f, 
y  =  yo  +  x'  sin  ?  +  y'  cos  cp; 

und    speciell    für    Pq  (4,  8) ;  «p  =    ^^    hat  man  cos  ^  =  0 ;  sin  ^  =  —  1 ,  also 

y  =  8  — X'. 

Die  Anwendung  dieser  Transformationsgleichungen  führt  die  Gleichung 

x2  — 8x4-2y  =  0 

Über  in 

y2_2x  =  0. 

c)  Man  stelle  die  Transformationsgleichungen  für  den  Übergang  zum  Coordinaten- 
system  P5(l,  1);  x' (4  :  3);  y' ( —  3  :  4)  auf  und  transformiere  die  Gleichung 

femer  berechne  man  a  und  ß,  wenn  a'  :  ß'  s=  1  :  1. 
ä)  Man  transformiere  die  Gleichung 

»it  x2  +  a22 y2  +  2 ai2  xy  +  2 ai3 x  +  2 8.^3 y  +  a^g  =  0 

auf  parallele  Coordinaten    mit    dem  Nullpunkte  Pq  unter    Berücksichtigung    der    vier 
möglichen  Fälle. 

e)  Die  Gleichung 

ax^  -(-bxy-|-cy^-|-d  =  0 

soll  auf  das  neue  Coordinatensystem  transformiert  werden,  welches  man  durch  Drehung 
des  alten  um  einen  rechten  Winkel  erhält. 
f)  Man  transformiere  die  Gleichung 

x2  +  y2_r2  =  0 

auf  ein   neues  Coordinatensystem,    welches  sich    durch  Drehung    des    alten  um    einen 
beliebigen  Winkel  «p  ergibt. 


2.  Abschnitt. 

Gerade  und  Punkt 

16.  Linien  erster  Ordnung.  Die  Gleichung  1.  Grades 

ax  -|-  by  -|-  c  =  0 
stellt  eine  Linie  erster  Ordnung  vor,  deren  Beschaffenheit  durch  folgende 
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Betrachtung  ergründet  werden  kann.  Es  sei  Pq  ein  fester  Punkt  der 
Linie,  also 

axo  +  byo+c  =  0; 

durch  Subtraction  ergibt  sich 

a(x  — Xo)  +  b(y  — yo)=0 

und  man  erkennt,  dass  die  Richtung 

(x  — Xo):(y  — Jo) 

der  Verbindungslinie  des  Punktes  P^  mit   einem  beliebigen  Punkte  P 

der  Linie  senkrecht  ist  zu  einer  bestimmten,  durch   das  Coöfficienten- 

verhältnis 

a  :  b 

gegebenen  Richtung.  Daher  liegt  P  und  folglich  jeder  Punkt  der  be- 
trachteten Linie  in  der  durch  P©  gelegten  Senkrechten  zu  der  Rich- 
tung a :  b. 

Demnach  ist  die  Linie  erster  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

ax  4"  by  -f-  c  =  0 

repräsentiert  wird,  mit  einer  Geraden  identisch,  deren  Normale  die 
Richtung  a  :  b  oder  die  Richtungscoordinaten 

'  a  b 

P  9 

(p  =  l/a^""+-b2) 
besitzt. 

Ferner  ist 

c=  — (axo  +byo)  =  — p(axo  +  ßyo), 

also,  weil  a  x^  -|-  ß  y^  die  Projection  0  P„  des  Streckenzuges  O  Ao  Pq 
oder  seiner  Schlusslinie  0  Pq  auf  die  in  den  Nullpunkt  verlegte  Normale 
der  Geraden  vorstellt  (Vgl.  Art.  13), 

c  =  — p.OP„  =  p.P„0  =  p.l 
und 

P 

Man  verschafft  sieh  mithin  die  Bestimmungsstticke  a,  ß,l  einer  Geraden, 

indem  man  die  Coöfficienten  a,  b,  c  ihrer  Gleichung  durch  p  =  \a^  -\-  b- 
dividiert;  die  Gleichung  20: 

t  =  ax  +  ßy  +  l 


Gerade  und  Punkt. 
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für  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden  geht  über  in 


^^ax  +  by  +  c 
ya2  -f  b2 


P 


(31 


Die  positive  Richtung  einer  durch  ihre  Gleichung 

ax  -j~  by  -}-  c  =  0 

g'egebenen  Geraden  g  soll    derart  angenommen  werden,    dass  dieselbe  zu  der   positiven 
Richtung  a  :  b  der  Normale  n  in  dieselbe  Beziehung  gelangt,  wie  die  positive  Eichtung 


der  x-Axe  zu  jener  der  y-Axe,  dass  also  g  n  = 


iz 


2  ' 


Dann  ist  das  Richtungsverhältnis 


b                a 
der  Geraden  (vgl.  Art.  6,  Gl.  4)  b  :  —  a  und  ihre  Richtungscoordinaten  sind-     und . 

Sind  mehrere  Geraden  von  einander  zu  unterscheiden,  sollen  dieselben  mit 
&i»?2>  •••&"••  •  bezeichnet  werden,  wenn  sie  durch  die  Gleichungen  a,  x-f-b,  y-|- 
-(-  Cj  =  0 ;  aj  X  -)-  bj  y  +  Cj  =  0 ;  .  .  .  ai  x  -f-  bj  y  -|-  c«  t=  0 ;  .  .  .  dargestellt  erscheinen 
und  für  diese  auch  die  Abkürzungen  g,  =0;  g^=0;  .  .  .  gi  =  0  .  .  .  in  An- 
wendung kommen. 

Die  Substitution  der  Coordinaten  des  Punktes  Pk  in  das  Trinom  gi  möge  sym- 
bolisch durch  gik  ausgedrückt  werden.  Je  nachdem  gik  =  0  oder  gik  ^  0,  liegt  der 
Punkt  Pk  auf  der  Geraden  gi  oder  er  liegt  nicht  darauf. 


a)  Die  Gleichung 


Beispiele  nnd  Aufgaben. 


3x  — 4y  +  25  =  0 


stellt  eine  Gerade  vor,  deren  Normale  die 
Richtung  3 :  —  4,  die  also  selbst  die  positive 
Richtung     —  4  :  —  3    besitzt.     Man     findet 

25 

1  =  P„  0  =  -     =  5, daher  0P„  =—  1  =  -5 

und  kann  die  Gerade  construieren,  indem 
man  ihre  Normale  mit  dem  Richtungsverhält- 
nis 3  :  —  4  zieht,  darauf  von  O  aus  —  5  auf- 
trägt und  in  dem  erhaltenen  Punkte  Pn  eine 
Senkrechte  errichtet  (Fig.  69). 
Die  Distanzformel  ist 

,_3x-4y  +  25 
t_  ^ 

Die     Punkte    P,  (2,  5);    Pa  (—  3,  4); 
P3  (1,  9)  haben  die  Abstände 


Fig.  69. 


.,  '- 

20  +  25       11    ^       — 9  — 
5                 ö  '  ^' 

3      36  +  25            8 

^                      f)                             0 

16  +  25       ^ 


->x 
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Multipliciert   man    mit    —  1,    so    ändert    die  Gleichung  dadurch  nur  die  Form 
und  wird 

—  3x  +  4y  — 25  =  0, 

stellt  aber  dieselbe  Gerade  vor.  Jedoch  ist  nun  —  3:4  die  positive  Normalenrichtung; 

25 
1  =  —    .     erhält  das  entgegengesetzte  Vorzeichen    und    als  Distanzformel  ergibt  sich 

—  3x  +  4y---25_      3x  — 4y-l-25  _ 
t  _  _  _  ^  _^_  __t. 

b)  Man  construiere  die  Geraden 

+  5x  +  12y +  39  =  0; 
±12x4;  5y  +52  =  0 

unter  Zugrundelegung  aller  möglichen  Yorzeichencombinationen,  gebe  ihre  Kichtungea 
und  Distanzformeln  an.  Femer  bestimme  man  die  Abstände  der  Punkte  P^  (ö,  3); 
P2  ( —  5,  3) ;  P3  ( —  ö,  —  3) ;  P^  (ö,  —  3)  von  jenen  Geraden,  und  die  Coordinaten  der 
Punkte  Pn  und  Pu. 

c)  Man  construiere  die  Geraden 

5x  — 2y  =  0;  3x  +  5  =  0;  5y  — 8  =  0 

u.  8.  w.  wie  sub  Aufg.  b), 

17.  Verschiedene  Formen  der  Gleichungen  von   Geraden. 

Wenn  die  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung 

ax  -j-  by  -f-  e  =  0 

specielle  Werte   annehmen   oder  theilweise  Null  werden,   ferner  wenn 
Geraden  durch  besondere  Bedingungen  gegeben  sind,  treten  besondere 
Gleichungsformen   auf,   deren  Kenntnis    bei    den  Untersuchungen  der 
analytischen  Geometrie  vortheilhaft  verwertet  werden  kann. 
I.  Dividiert  man  in  der  Gleichung 

ax  -f-  by  -j-  c  =  0 

durch  p  =  ^a'-^  -|-  b'^  und  bedenkt,  dass  =a;  =ß',  -  =  1  (Art.  16). 
so  nimmt  sie  die  Form 

ax  +  ßy  +  l  =  0 (32 

an,  welche  die  »Normalform«  genannt  wird  und  eine  wichtige  Rolle 
spielt.  Sie  spricht  aus,  dass  jeder  Punkt,  welcher  auf  der  Geraden 
liegt,  von  dieser  den  Abstand  Null  hat.  Liegt  aber  ein  Punkt  nicht 
auf  der  Geraden,  so  ergibt  sich  durch  Substitution  seiner  Coordinaten 
in  das  Gleich ungstrinom  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  welche  den 
senkrechten  Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  darstellt. 
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Die  Gleichungen  der  Geraden  gp  g2>  •  •  *  ?i»  •  -  •    ^^    ^^^  Normalform   mögen 
künftig  abgekürzt  durch  Uj  =  0,  Uj  =  0,  .  .  .  m  =  0,  .  .  .  dargestellt  werden,  so  dass 

Pi  Pi 

IL  Wenn  Coöfficienten  der  allgemeinen  Gleichung  verschwinden, 
ergeben  sich  specielle  Formen,  die  keiner  näheren  Erklärung  bedürfen: 

ax-|-by  =  0;  Gerade  durch  den  Nullpunkt; 

c 


ax-[-  c    =0;  Parallele  zu  der  y-Axe  im  Abstände 


a  ' 
c 


by-f-   c    =0;  Parallele  zu  der  x-Axe  im  Abstände r-; 

X   =0;  y-Axe; 
y   =0;  x-Axe. 

Anmerkung.  Ist  a  =  b  =  0  aber  c  ^  0,  so  ist  p  =  0  und 

,  C  C 

1  = :=:     —  =  CO, 

P  0 

mithin  die  Gerade  in  das  Unendliche  gerUckt. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  wird  also  durch  die  paradox  scheinende 
Gleichungsform 

C  =  0  (Constante  =  0) 

dargestellt,  die  man  aber  zu 

O.x  +  O.y  +  c  =  0 

vervollständigt  denken  kann,  um  zu  erkennen,  dass  ihr  nur  unendlich  große  Coordi- 
natenwerte  genügen  können.  Als  Übergang  hiezu  kann  man  sich  a  und  b  gegen  c 
sehr  klein  vorstellen.  Die  Kenntnis  dieser  Form  vermag  manche  Thatsachen  zu  er- 
klären, die  sonst  nicht  leicht  zu  erklären  sind.  In  dem  System  der  Dreieckscoordinaten, 
welches  allgemeiner  und  vollkommener  als  jenes  der  Parallelcoordinaten  ist  (vgl.  Art.  4,  c2), 
wird  die  unendlich  ferne  Gerade  durch  eine  Gleichung  repräsentiert,  welche  sich  der 
Form  nach  von  den  Gleichungen  anderer  Geraden  nicht  unterscheidet. 

in.  Die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  Po 
geht  und  die  Richtung  a :  b  hat,  wird  auf  folgende  Art  aufgestellt:  Ist 
P  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden,  so  ist  ihre  Richtung  auch  durch 
das  Verhältnis  (x  —  -^) :  (y  —  Jq)  gegeben,  also  hat  man 

(x  —  Xq)  :  (y  —  yo)  =  a  :  b 
oder 


X  -Xq  ^  y  -  yo 
a  b 


(33 


Dabei   können    unter  a  und  b  auch   die  Richtungscoordinaten  a 
und  ß  verstanden  sein. 
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IV.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  P^  und  P2  kann  als  eine 
Gerade  aufgefasst  werden,  welche  durch  P^  oder  P2  geht  und  die 
Richtung  (X2  —  x,) :  (y^  —  Yi)  hat.  Daraus  folgen  die  Gleichungsformen 


_  y  — Yt 


X2 

J^l 

7-i- 

-Ji 

X- 

x,  ■ 

^2 
—  X, 

7- 

-72 
-V. 

1 


(34 


Eine  andere  Gleichungsform  geht  aus  dem  Umstände  hervor, 
dass  die  Fläche  des  Dreieckes  P  P^  P2  verschwindet,  wenn  P  auf  P^  Vy 
liegt.  Dann  ist 


X 

y   1 

X, 

yi  1 

Xj 

y2  1 

=  0 


(35 


Von  dieser  Form  kann  man  auf  die  vorhergehende,  gelangen, 
wenn  man  in  der  Determinante  die  erste  Zeile  durch  Subtraction  der 
zweiten  oder  dritten  Zeile  transformiert  u.  s.  w. 

V.  Schneidet  eine  Gerade  auf  den  Coordinatenaxen  die  Stücke 
a  und  b  ab,  so  geht  sie  durch  die  Punkte  P^  (a,  0)  und  P2  (0,  b).  Mithin 
ist  ihre  Gleichung 

X  y  1 

a  0  1   =0 

0  b  1 

oder,  wenn  man  in  der  Determinante  die  erste  Colonne  durch  a,  die 
zweite  durch  b  dividiert: 


a 
1 
0 


y 

b 
0 
1 


1 
1 


0. 


Durch  Entwicklung  nach  der  ersten  Zeile  und  Multiplieation  mit 
erhalt  man 


X    .    y 


a"  +  t-'  =  » 


-1 


(36 


VI.  Wenn  eine  Gerade  durch  den  Punkt  P«  geht,  und  ihre 
Normale  die  Richtung  a  :  b  hat,  so  findet  man  ihre  Gleichung  mit 
Hilfe  eines  beliebigen  auf  ihr  liegenden  Punktes  P.  Dann  sind  näm- 
lich die  Richtungen  (x  —  Xq)  :  (y  —  Jq)  und  a  :  b  senkrecht  zu  ein- 
ander, also 
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a(x  — Xo)  +  b(y-yo)  =  0 (37 

Unter  a  und  b  können    auch    die  ßichtungscoordinaten  a  und  ß  ver- 
standen sein. 

VII.  Oft  wird  eine  Gerade  durch  die  Gleichung 

y  =  mx4-b (38 

dargestellt  gefunden. 

Durch  Umformung  ergibt  sich 

X  j  —  b 

d.  h.  diese  Gerade  geht  (III)  durch  den  Punkt  P^,  (0,  b)  auf  der  y-Axe 
und  hat  die  Richtung  1  :  m,  so  dass  tan  x  g  =  m. 

Beispiele  nnd  Aufgaben. 

a)  Die  Normalformen  der  Gleichungen 

3x  — 5y  — 9  =  0; 

--2x  +  77  =  0 

sind 

3  5  9         n 


K34  K34  •'       ]/3i 

K53      ^  K53  ^ 

b)  Die  Gerade 

3x  — 5y  =  0 

geht  durch  den  Nullpunkt.  Aus  der  umgeformten  Gleichung 

^—  y_ 

5  ~   3 

erkennt  man,   dass  die  Gerade  die  Richtung  5  :  3  hat  (III)    oder    dass   sie  den  Null- 
punkt mit  dem  Punkte  Pq  (5,  3)  verbindet  (IV). 
Die  Gleichungen 

X  —  3  =  0, 
3y  +  7  =  0 

7 

stellen  Parallele  zur  y-  und  x-Axe  vor,   in  den  Abständen  3  und ^• 

c)  Die  Gleichungen  der  Greraden  g,  und  g2,  welche  durch  den  Punkt  Pq  (7,  3) 
gehen  und  von  welchen  die  erste  die  Richtung  2  :  3  hat,  während  die  zweite  auf 
dieser  Richtung  senkrecht  steht,  sind: 

X  —  7  _  y  —  3  ^ 

S^  '  '  '       2      "~      3     ' 

g2  .  .  .  2(x-7)  +  3(y-3)  =  0 
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oder  geordnet 

gl  .  .  .  3x  — 2y~15  =  0; 
g2  .  .  .  2x  +  3y  — 23  =  0. 

d)  Die  Gleichungen  der  Geraden  gj  und  gj,    von  welchen  die  erste  die  Punkte 
Pj  (1,  1);  P2  (4,  3)  verbindet,  die  zweite  die  Axenabschnitte  8  und  5  hat,  sind 


X  — 1 

o*                                            — 

y— 1 
=  '  2    °" 

icr''  ^   y  ^■ 

gl  •  •  •       3      - 

*^^       3               2     ' 

g.  •  .  •   g-  +  l       1       0; 

oder  geordnet 

gl  .  .  .  2x  — 3y+  1       0; 

go  .  .  .  5x  +  8y  — 40  — 0. 

Die  Gleichung  von  gj  kann  auch  noch  in  der  Form 

X     y     1 

* 

111 

—  0 

4     3     1 

dargestellt  werden. 

Die  Gleichung 

y  =  x  — 5 

stellt  eine  Gerade  vor,    welche  die  y-Axe  im  Abstände  —  5  vom  Nullpunkte  schneidet 

und  die  Richtung  1  :  1  hat,  so   dass  tan  x  g  =  1  j  x  g  =  -^  • 

e)  Man  stelle  die  Gleichung  der  Geraden  auf,  welche 

a)  durch  den  Nullpunkt  geht  und  die  Richtung  2  :  1  hat; 
ß)  den  Nullpunkt  mit  dem  Punkte  Pq  (7, 13)  verbindet ; 
Y)  durch  den  Punkt  Pq  (2,  3)  geht,  die  Richtung  8  :  7  oder  die  Normalenrichtunof 
11  :  12  hat,  oder  außer  Py  noch  den  Punkt  P^  ( — 6,  — 2)  enthält; 

3  4 

8)  auf  den  Axen  die  Stücke --■  und    =-  abschneidet. 

5  7 

In  allen  Fällen  ordne  man  und  gebe  Normalform  und  Distanzformel  an. 

/)  Wie  lauten  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  Pg  gehen 
und  von  welchen  die  eine  parallel  ist  zu  der  Geraden  P|  1*2,  die  andere  dazu  senkrecht, 
und  wie  speciell  für  die  Punkte 

P„  (-  3, 2);  Pi  (-  2,  -  7);  P^  (2,  - 13)? 

g)  Die   Gleichungen    der   Winkelhalbierenden    der    in    den  Nullpunkt  verlegten 
Richtungen  g^    und    g^,  femer    die    Gleichungen    der    Verbindungslinie    der  Einheits- 
punkte n^  und  II2  aufzustellen,  und  zwar  allgemein  oder  für  die  Richtungen  —  2:3 
und  —  5:6.  Die  Normalformen  der  Gleichungen  anzugeben. 
h)  Die  Gleichung  der  Geraden  aufzustellen,  welche 
a)  die  Normalenrichtung  5  :  8  und  1^4; 
ß)  die  Richtung  6  :  8  und  1  =  4  hat; 
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Y)  mit  der  x-Axo  den  Winkel  xg=«p  bildet,  während  der  Nullpunkt  den  Abstand 

—  p  von  ihr  hat;  hier  auch  speciell  für  cp  =  —  und  p  =  5. 

In  jedem  Falle  die  Normalform  der  Gleichung  anzugeben. 
i)  Man  untersuche  die  Gleichungen 


X     y     1 

=  0   und    x^  Yo    1 

ß     0 


a 


0 


X        y       1 

—  la— Iß      1 

I        ß   -a      0 

auf  ihre  geometrische  Bedeutung. 

k)  Man  stelle  die  Gleichung  der  Mittelsenkrechten  der  Strecke  Pj  Pj  auf,  allgemein 
oder  für  den  Fall,  dass  die  Strecke  von  den  Punkten  P,  (1,  5);  Pj  (7,  3)  begrenzt  ist. 

18.  Winkel  von  zwei  durch  ihre  Gleichungen  gegebenen 
Geraden.  Die  positiven  Riehtungen  der  Normalen  n,  und  n2  zweier 
Geraden  g^  und  g2  bilden  den  Winkel  n^  n2,  welcher  gleich  ist  dem 
Winkel  g^  g2  der  positiven  Richtungen  der  Geraden  selbst.  Sind  daher 

»ix  +  b,  y  4-Ci  =  0; 

a2  X  +  b2  y  +  c-i  =  0 
die   Gleichungen   der  Geraden,   also  a^  :  bi  und  a2  :  b2  die  Richtungs- 
verhältnisse  ihrer  Normalen,  so  findet  man  (Art.  12,  Gl.  18) 

ai  a2  +  b|  bj 


cos  n^  n2  =  cos  g^  g2 


sm  n^  n2  =  sm  g^  g2 


Pi  P'i 

^l     2  ~~~*  ^2     1 

P1P2 

a«  D9  —  a.)  Dl 
tan  n^  n2  =  tan  gi  g2  =  ^^"^ 


(39 


%  a-i  +  bi  b2 

(pi=^a?+~bi2;i=l,2). 
Specielle  Fälle  treten  ein,    wenn   die  Geraden   zu   einander  senkrecht 


TT 


oder  parallel  sind.  Im  ersten  Falle  ist  cos  g^  g2  =  cos   -  =  0,  also 


H  H  +  bi  b2  =  0 
im  zweiten  sin  g^  g2  =  sin  0  =  0,  mithin 

a^  b2  —  a2  b|  =  0 


(40 


oder 


a, 


a. 


\  ~  \  ' 


was  auch  direct  einzusehen  ist.    Setzt  man    a.j^ma,    und    b2  =  mbi, 
so  geht  die  Gleichung 


176  Dritter  Theil.    I.  Abtheilung.   2.  Abschnitt. 

nach  Division  mit  m  über  in 

d.  h.  Grleichungen  paralleler  Geraden  können  auf  die  Form  gebracht 
werden,  dass  sie  sich  nur  durch  die  constanten  Glieder  ihrer  Polynome 
unterscheiden. 

Will  man  auch  entgegengesetzt  parallele  Greraden  berücksichtigen,  so  muss  zam 
Ausdruck  kommen,  dass  die  Normalen  entgegengesetzte  Kichtungen  haben,  daher  stellen 
die  Gleichungen 

»ix  +  b^y +  Ci  =0; 


—  a.  X  —  bi  y -  =  0 

1  ^-^         m 


entgegengesetzt  parallele  Geraden  vor. 

Die  Mittellinie    der   gleichsinnig  parallelen  Geraden  g^  =?:  0  und  gj  =  0  ergibt 
sich  durch  folgende  Betrachtung:  Ist  P  ein  Punkt  derselben,  so  sind  dessen  Abstände 

-  und  -^^von  den  beiden  Geraden  entgegengesetzt  gleich,  also 

Pl  P2 

Pl  P2 


Da    aber  pj  =  Vaj^  -j"  ^2^  =  ™  ^*i  ^  +  ^j  ^  =  ™  •  Pi  >    ^"t    für  einen  Punkt   der 
Mittellinie 

^2    _ 


^^    '    m 


_  a,  _  bj 


und  weil  m  =  -^  =--  -r-^,  erhält  man  die  zwei  Formen  ihrer  Gleichung : 

iL_L  iL  — 0 


Beispiele  und  Anfgaben. 


a)  Für  die  Geraden 


gl  .  .  .       3x4-5y  +  8  =  0, 
g2  •  •  •  -2x-f-7y  +  3  =  0 

ist 

_  —  6  +  35  _       29 

cos  g,  g,  -  ^^—  -  ^— --  ; 

21  -\-  10  31 


SUl  gl  g2  = 


f34.53         f34.53  ' 
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31 


tan  gl  g2  = 


29' 


ist 


b)  Bei  den  Geraden 

gl...  x  +  2y-7  =  0; 

g2  .  .  .  _2x-|-6y  +  3  =  0 

cosgi  g2  =  singi  gj  =  "2  1^2;  tan  gy  g^  =  1, 


also 

IT 
gl  g2  =  y 

c)  Wenn  die  Geraden 

2x  — 3y  +  5  =  0; 

ax  — 4y-f  7  =  0 

zu  einander  senkrecht  sein  sollen,  muss 

2  a  -|-  12  =  O5  also  a  =  —  6  sein. 

d)  Für  die  Geraden 

gl  .  •  •  y  =  ^1 X  +  bi, 

g2  .  .  .  y  =  m.2  X  4-  b2 

ist,  weil  deren  Normalen  die  Richtungen  m^  :  —  1  und  nij  :  —  1  haben 

1112  —  ™1 


tan  gl  go  = r-^ 

^^  ^^       mi  1112  +  1 


Die  Geraden  sind  zu  einander  senkrecht,  wenn 

tangig2=tan  2  =  c>o, 

also 

m,  m2  -f-  1  =  0 

oder 

1 


mj 


mi 


e)  £ine  Parallele  der  Geraden 

a  X  -|-  b  y  -j-  c  =  0 

hat  die  Gleichung 

a  X  -|-  b  y  -(-  c'  =  0. 

Soll  sie  noch  durch  den  Punkt  Py  gehen,  so  ist 

aXo  +  byo  +  c'  =  0;  c'=  — (axo-f  byo) 

"  *  •  •  • 

und  ihre  Gleichung  wird 

a(x  — xo) +  b(y  — yo)  =  Q.    ^      , 

Man  löse  diese  Aufgabe  auch  nach  Art.  17,  VI.  v*      ' 
Bndisavljevic  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.   I.  Bd.  12 
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/)  Eine  Parallele  der  Geraden 

ax+ßy  +  l  =  0 

hat  die  Gleichung  (in  der  Normalform) 

ax  +  ßy-|-l'  =  0. 

Soll  der  Punkt  P^  von  ihr  den  Abstand  %  besitzen,  so  muss 
und 

r=to— axo— ßyo 

sein.  Daher  nimmt  die  Gleichung  der  Parallelen  die  Form 

a(x  — Xo)  +  ß(y  — y„)  +  to  =  0 

an. 

g)  Den  Winkel  der  Geraden 

3x+   y    +9  =  0; 
6x  — 3y  — 7  =  0 

ZU  bestimmen. 

h)  Durch  den  Punkt  P©  (5,  2)  soll  eine  Parallele  und  eine  Senkrechte  zu  der 
Geraden 

2x  — 3y  +  11=0 

gelegt  werden. 

t)  Man  stelle  die  Gleichungen  der  Geraden  auf,  welche  parallel  sind  zu  der 
Geraden  mit  den  Axenabschnitten  4  und  3  und  von  welchen  der  Punkt  Pq  ( —  3,  —  7) 
die  Abstände  3  und  — 3  hat;  femer  bestimme  man  die  Mittellinie  dieser  zwei  Geraden. 

/••)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Geraden 
zu  der  Geraden 

ax-f-by-f-  c  =  0? 

Die  Mittellinie  der  parallelen  Geraden 

ax  +  by +  Ci  =0; 
ax-[-by-|-C2  =  0 

hat  die  Gleichung 

ax  +  by  +  ^^^  =  0; 

warum  ?  • 

19.  Schnittpunkt  zweier  Geraden.  Für  die  Lösung  der  Aufgabe, 
die  Ooordinaten  des  Schnittpunktes  von  zwei  Geraden  zu  berechnenj 
können  sich  verschiedene  Methoden  zweckmäßig  erweisen,  je  nach  der 
Art,  wie  dieselben  gegeben  sind.  Die  möglichen  Fälle  lassen  sich  auf 
drei  Typen  zurückführen. 

I.  Die  Gerade  g^  sei  durch  den  Punkt  P^  und   ihre  Richtungs- 
coordinaten  a^,  ß,,  die  Gerade  g2  durch  ihre  Gleichung  g2  =  0  gegeben. 
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Ist  r  der  Abstand  des  Schnittpunktes  Pg  beider  Geraden  von  P^,  so 
hat  dieser  als  Punkt  der  Geraden  g^  die  Coordinaten 

x,  =  xi  +  rai, 

Als  Punkt  der  Geraden  g2  muss  er  aber  dureh  seine  Coordinaten 
deren  Gleichung  befriedigen;  dadurch  erhält  man  die  Gleichung 

a2(xi  +rai)  +  b2(yi  +rßi)  +  C2  =  0, 

aus  welcher  man 

_      a.2  x^  -f  b2  yt  +  C2  _       g2i  .. 

a2  «1  +  b2  ßi  T21 

findet,  wenn  man  zur  Abkürzung  Zähler  und  Nenner  durch  die  leicht 
verständlichen  Symbole  g2i  und  Y21  darstellt.  Mit  Benützung  dieses 
Wertes  von  r  ergibt  sich  nun 


(411 


II.  Um  den  Schnittpunkt  Pg  der  Geraden  P1P2  mit  der  durch 
ihre  Gleichung  gegebenen  Geraden  go  zu  ermitteln,  nimmt  man  an, 
derselbe  habe  in  Bezug  auf  Pi  und  P2  das  Theilverhältnis  X.  Dann 
sind  seine  Coordinaten 

■     1— X    ' 


Xg 


V  -yt-^y2 

y--  i-x  • 

Weil  aber  P«  auch  auf  g^  liegt,  müssen  die  Coordinaten  x,  and  y. 
der  Gleichung  gj  =  0  genügen;  man  erhält  also 

und  daraus 

^  ^  ap  Xt  +  ^0  yi  +  ^0  ^  goi  /42 

ao  X2  +  bo  y2  +  Co       go2' 

demnach    durch   Einsetzung    dieses   Wertes     und    Wegschaffung    der 
Theilbrtiche 


__.  gQ2  ^t  goi  ^2  I 

g02  —  goi  [ 


(42^ 

^  _  go2yi  — goty2 

g02         goi 

12* 
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III.  Wenn  die  Geraden  g^  und  g^  beide  durch  ihre  Gleichungen 
gegeben  sind,  müssen  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  Pg  jeder 
Gleichung  genügen,  sind  also  die  gemeinsamen  Auflösungen  der 
Gleichungen  der  zwei  Geraden.  Aus  diesen  findet  man  mittelst  der 
Hilfscoöfficienten  aß,  bß,  C3 : 

aix  +  biy  +  ci  =  0; 
a.2X  +  b2y  +  C2  =  0; 

%  "3  C3 

x.=  -^^y.=  p* (43 

Der  aus  0  nach  Pg  gezogene  Strahl  hat  das  Richtungsverhältnis 

Xg  :  yg  =  A3 :  133. 

Hier  sind  folgende  Fälle  zu  beachten: 

1.  €3^0.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  haben  endliche 
Werte,  Pg  liegt  im  endlichen  Bereich. 

2.  C3  =  0,  aber  A3  und  B3  nicht  oder  doch  nicht  beide  zugleich 
Null.  Dann  sind  beide  Coordinaten  oder  es  ist  wenigstens  eine  von  ihnen 
unendlich  groß;  der  Schnittpunkt  liegt  im  Unendlichen,  und  zwar  nach 
der  Richtung  A3  :  B3.  Daraus  folgt,  dass  die  Geraden  parallel  sind.  In  der 

That  ist  C3  =  0  gleichbedeutend  mit   a^  b2  —  a2  b^  =  0  oder  ,-  =  1 ' 
u.  s.  w. 

3.  C3  =  0  und  zugleich  A3  =  B3  =  0.  Dann  nehmen  beide  Coor- 
dinaten werte  die  unbestimmte  Form  j-  an,  der  Schnittpunkt  wird  un- 
bestimmt. Das  ist  nur  möglich,  wenn  die  Geraden  zusammenfallen. 
Wirklich  folgt  aus  den  Gleichungen 

a.  b.,  —  ao  b,  =  0  oder  ^  =  t:^  :  b.  Co  —  bo  c.  ==  0  oder  — ^  =  -^; 
^    ^        ^    ^  b^        b2       ^  Ci        C2 

—  a,  Co  +  ao  c,  =  0  oder  — ^  =  —^ 

die  Beziehung 

ai  *  D|^  I  C|^  —  a2  •  D2  •  C2, 

so  dass  die  Trinome  g^  und  g2  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheiden  können. 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gerade  g,   sei  durch  den  Punkt  Pj  (5,  2)  und   die  Richtung-  12  :  5,  die 
(ierade  gj  durch  die  Gleichung  x  -|-  y  —  2  =  0  gegeben.  Wenn  deren  Schnittpunkt  P« 

12  5 

von  Pj  den  Abstand  r  hat,  ist  x,  =:  5  -J-  rö  i^J  7«  =  2  -l-  ^^  r.  Durch  Einsetzung  folgt 


(5  + 


also 


SO+O+IO- 

-2  — C 

5.13 

r  — 

17     ' 

12    5.13        25 
'°       13  ■     17           17 

—  1-47; 

o        5      5.13         9         -.„ 
y'  =  2— i3.-i-^=17=0-53. 

h)  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  P^  (3,  2);  Pj  ( —  3,  1)  schneidet  die  Gerade 
2x-[-3y-t-6  =  0  in    dem  Punkte   P„  der    in  Bezug  auf  P,  und  Pj   das  Theilver- 

3  -L.  3  X  2 X 

hältnis  X  habe  und  dessen  Coordinaten  x,  =  .    ;  y,  =  -^ r-  sind.    Durch    Ein- 

setzung findet  man 

X  =  6 
3  +  18  21  .  „ 

2  —  6  4        AQ 

c)  Der  Schnittpunkt  P.  der  Geraden 


und 


3x4-5y  — 15  =  0; 
—  5x  +  3y  +  15  =  0; 

Oj         bj        C3 


hat  die  Coordinaten 


A,  _75  +  45_120_ 

^'~  C3  -~öT^~~^~       ' 


Cj  ~       34    "  ~  34 


ys  =  T:^  =  — --  =  ^  =  0-88. 
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d)  Damit  die  Geraden 

4x  +  ty  — 8  =  0; 
tx  +  9y  +  7  =  0; 

^3  "3  ^3 

einen  unendlich  fernen  Schnittpunkt  haben,  also  parallel  seien,  muss 

C3=36  — t2  =  0 

t=  +  6 


und 


sein. 


e)  Damit  die  Geraden 


ux-f  vy  -f  7  =  0; 
3x  +  7y  +  t  =  0; 


ä>: 


c 


3 


zusammenfallen,  muss 


A.  —  vt  — 49  =  0 


B3  =  21  — ut  =  0 
C3  =  7u  — 3v  =  0. 

sein  und  weil  die  dritte  Gleichung  eine  Folge  der  beiden  ersten  ist,  bei  beliebigem  t 

49  21 

v= :  u  = • 

t    '  t 

/)  Man  berechne  die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  Gerade 

2x  +  3y-}-4  =  0 

von  der  durch  den  Punkt  Pq  (1, 1)  und  die  Kichtung  2:1;  dann  von  der  durch  die 
Punkte  P^  (5,  2),  P2(— 3, 1);  endlich  von  der  durch  ihre  Gleichung  3x  +  2y  +  4  =  0 
gegebenen  Geraden  getroffen  wird. 

g)  Die  Coordinaten  der  Punkte  zu  berechnen,  in  welchen  die  Gerade 

ax  +  ßy  +  l  =  0 

durch  die  zu  ihr  Senkrechten  aus  O  oder  Pq  geschnitten  wird   (vgl.  Art.  13,  Aufg.  c). 

h)  In  welchem  Punkte  schneiden  sich  die  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  P, 
und  Po  gehen,  wenn  deren  Richtungen  durch  die  Richtungscoordinaten  a^,  ßj  und  «3,^2 
gegeben  sind? 

i)  In  welchem  Punkte  schneiden  sich  die  Geraden  Pj  P2  und  P3  P4  ? 

k)  Die  Schnittpunkte  der  Geraden 

ax  +  bv  +  ß^O; 


X     y     1 

Xi    y,    1  ,  =  0 ; 


OL 


1 


ß,    0 


X     y     1 

xi  yi   1   =0 

X'i  y-i  1 , 


mit  den  Coordinatenaxen  zu  bestimmen. 


r 
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Q  Man  berechne  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden,  welche  durch 
die  Axenabschnitte  a^  b^  und  a^,  b^  gegeben  sind. 

20.  Drei  Geraden  eines  Punktes.  Wenn  die  drei  Geraden 


gl  • 

•  •  »i  X  +  bi  y  +  <^i  —  0? 

g2    •    ' 

.  a2  X  -f  bj  y  +  C2  —  0, 

g3    • 

•  •  »3x4-  bgy+Ca  — 0 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  sollen,  können  deren  Glei- 
chungen nicht  von  einander  unabhängig  sein,  sondern  es  muss  zwischen 
den  Coefficienten  derselben  eine  Beziehung  bestehen.  Zu  dieser  gelangt 
man  durch  die  Erwägung,  dass  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 
von  zwei  Geraden  der  Gleichung  der  dritten  genügen  müssen.  Der 
Schnittpunkt  der  Geraden  g|  und  gj  z.  B.  hat,  wenn  man  die  Coeffi- 
cienten   der    dritten    Gleichung     zu    Hilfe     nimmt,     die    Coordinaten 

A  B 

Xg  =  -^;  yg  =  -Y^-,  Setzt  man  dieselben  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so  folgt 


a  ^-  -1-  h  ?^  -I-  o      ^ 

"•3  p         I      O3  p         I     ^3  p 
^3  ^3  ^3 


0 


oder 


ag  A3  +  b3  B3  +  C3  C3  7    0 


und  weil  der  Ausdruck   links  die  Entwicklung  der  Determinante  aus 
den  Coöfficienten  aller  drei  Gleichungen  nach  der  dritten  Zeile  darstellt. 


»l 

bt 

Ct 

»2 

b, 

<h 

»S 

b3 

C3 

0 


(44 


als  Bedingung  dafür,  daß  die  drei  Geraden  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen.  Transformiert  man  die  dritte  Colonne,  indem  man  zu 
ihren  Elementen  die  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Colonne 
addiert,  nachdem  man  jene  mit  x,  diese  mit  y  multipliciert  hat,  so 
ergibt  sich    die   für  beliebige  Werte  von  x   und  y  geltende  Identititt 


0, 


welcher   man  durch  Entwicklung   der  Determinante  nach  der  dritten 
Colonne  auch  die  Form 


»l 

bi 

gl 

aj 

b, 

g2 

% 

ba 

gz 

C,g, +  C,g2  +  C,g3-0 


184 


Dritter  Theil.  I.  Abtheilung.  2.  Abschnitt. 


geben  kann.  Wenn  also  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  lassen 
sich  die  drei  FactorenCi,  C25  C3  derart  ermitteln,  dass  die  Summe  der 
mit  ihnen  multiplicierten  Trinome  g^,  g25  g3  identisch  verschwindet.  Da 

Gl  gl  +  C2g.2::H  — C3g3 
ist  durch 

Cig,  4-C2g2  =  0 

oder 

dieselbe  Gleichung  dargestellt  d.  h.  die  dritte  Gleichung  kann  durch 
lineare  Combination  aus  der  ersten  und  zweiten  abgeleitet  werden. 
Ebenso  die  erste  aus  der  zweiten  und  dritten  u.  s.  w.  (Vgl.  Art.  14,  IIIJ. 

Wenn  die  Gerade  Pi  Pk  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  gi  =  0  und  gj  =  0 
^ehen  soll,  muss  (Art.  19,  II)  das  Theilverhältnis  des  letzteren  in  Bezug  auf  P{  und  Pk 

einerseits  X  =-^ ,    anderseits  X  =  --^  sein,  woraus  sich  die  Bedingung 

glk  g2ft 

gl!  g2k  —  g2l  glk  =  0 
oder 

gil    g2l 

Iglk  g2k 

ergibt.  . 


=  0 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Geraden 

12x  +  5y  +  3  =  ü; 
x+     y-l=0; 
8x+    .y  +  7  =  0 

• 

gehen  durch  einen  Punkt,  weil 

12      5      3! 
1       1—1   =0. 
8      17 

Da  femer  C,  =  —  7;  Cj  =  28;  C3  =  7  und  C,  :  Cj  :  C,  =  —  1  :  4 

-(12x-l-5y  +  3)  +  4(x  +  y-l)  +  (8x  +  y  +  7)H 
8x  +  y  +  7-(12x  +  5y  +  3)-4(x  +  y-l) 

U.    8.    W. 

b)  Wie  groß  muss  t  sein,  damit  die  drei  Geraden 

x+  y  +t  =0; 
2x  +  5y  — 7  =0; 
3x  +  2y  +  5=0 

oder 


1,  ist 

0; 


Gerade  und  Punkt.  Ig5 

tx  +  lly  +  11  =0; 
x+  ty  +  1  =0; 
x+    y    +  2  =0 

» 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen? 

c)  Man  untersuche,    ob  die  Verbindungslinie    der  Punkte  P|  (3,  ö)  und  Pii  (7,  1) 
durch  den  Schnittpunkt    der  Geraden  2x-f-3y  —  19  =  0  und  3  x  —  ö  y  =  0  geht. 

21.  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden.  Die 

aus  den  Gleichungen  gi  =  0  und  g2  =  0  durch  lineare  Combination 
mit  Hilfe  der  Factoren  \  und  X2  abgeleitete  Gleichung 

stellt  eine  Gerade  gg  vor,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
gl  und  g2  geht.  Denn  sie  ist  vom  ersten  Grade  und  wird  von  den 
Coordinaten  des  Schnittpunktes  Pg  befriedigt,  indem  durch  Einsetzung 
gjs  und  g2g  einzeln  verschwinden.   Dividiert   man  durch  X^    und   setzt 

.— =  —  X,  so  nimmt  die  combinierte  Gleichung  die  Form 

gl— >^g2  =  0 

an.  So  lange  es  frei  steht,  den  Factoren  \')\  oder  X  beliebige  Werte 
zu  ertheilen,  kann  jede  der  beiden  Gleichungsformen  eine  ganz  be- 
liebige, durch  den  Schnittpunkt  Pg  gehende  Gerade  vorstellen.  Wenn 
aber  diese  eine  bestimmte  Lage  haben  soll,  dann  müssen  die  Factoren 
bestimmte  Wertverhältnisse  oder  .Werte  annehmen. 

Soll  z.  B.  die  Gerade  gj  durch  einen  gegebenen  Punkt  Po  gehen, 

muss 

glO  —  ^  g20  =  0, 

also 

X=Il^  oder  \^=^-^ 

g20  ^1  g20 

sein;  die  Gerade  PgPo  wird  daher  durch  die  Gleichung 

g20 

oder  in  mehr  symmetrischer  Form  durch 

gL_l2__Q 
glO  giO 

dargestellt. 
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Wenn  aber  gg  die  gegebene  Richtung  a :  b  haben  soU,  dann 
muss  ihre  Normale  zu  dieser  Richtung  senkrecht  sein.  Ordnet  man 
gl  —  ^  g2  =  0)  so  folgt 

(ai  — Xa2)x4-(bi  — Xb2)y +  (ci— >^C2)  =  0, 

also  hat  g;,  die  Normalenrichtung 

(a^  —  X  a2) :  (bj  —  X  b2), 

demnach  muss  in  diesem  Falle 

a  (a^  —  X  a2)  +  b  (bj  —  X  h^i)  =  0 
und 

^^  at  a  +  bt  b 
a2  a  -|-  b2  b 

sein.  Die  Gleichung  der  Geraden  g^  ist  jetzt 

gl  g2  _ 


aj  a  -|-  b^  b        a2  a  -f-  b2  b 


=  0. 


Wenn  endlich  verlangt  wird,  dass  die  Gerade  gg  zu  der  Richtung 
a :  b  senkrecht  sei,  dann  ist  ihre  Normale  zu  dieser  Richtung  parallel 
und  man  hat 

(a|  —  X  a2) :  (b,  —  X  b2)  =  a  :  b, 

.  a^  b  —  a  bi 

a2  b  —  a  b2  ' 
daher 

gl  Si  _  0 


a^  b  —  a  bj         a2  b  —  a  b2 

als  Gleichung  der  Geraden. 

Sind  die  Gleichungen  der  Geraden  g^  und  g2  in  der  Normalform 
ni=0  und  n2  =  0  gegeben,  so  tritt  die  geometrische  Bedeutung  des 
Factors  X  in  der  combinierten  Gleichung 

Ui  —  Xn2  =  0 
deutlich  hervor.   Liegt   nämlich   der  beliebige  Punkt  Po  auf  gg,  so  ist 

n^o  —  X  n2o  =  0: 

X  =  ^% 

oder,  weil  h^q  und  n2o  die  senkrechten  Abstände  t^Q  und  t2o  des  Punktes  Vq 
von  gl  und  go  vorstellen, 


Gerade  und  Punkt.  Ig7 

X  =  -*•<>-  =  5^  =  (g,  g,  g3), 

d.  h.  X  ist  gleich  dem  Sinustheilverhältnis  der  Geraden  gg  in  Bezug 
auf  die  Geraden  g^  und  g2.  Danach  erkennt  man  nun  auch  leicht 
die  Bedeutung  von  X  in  der  Q-leichung 

gl— >^g2  =  0. 

Da  nämlich  -^  =  n^ ;  --    =  n2 ,   also   g^  =  p^  n^   und  g.^  =  P2  n.. 

Pl  P2 

gesetzt  und  dieser  Gleichung  die  Form 

Pl  Ui  —  X  P2  n2  =  0 
oder 

n.  —  X  -—  n.,  =  0 

Pl 

gegeben  werden  kann,  ist  nun 

^-^  =  (glg2g3)5 

Pl 
also 

>^  =  -7-  (gl  g2  g3)j 
P2 

d.  h.  X  ist  zwar  nicht  mehr  dem  Sinustheilverhältnisse  gleich,  aber  doch 
proportional.  Daher  sind  die  Geraden  gg  und  g^  mit  den  Gleichungen 

gl— >^g2  =  0 

gi  +  >^g2  =  0 

oder 

>^lgl  +>^2g2  =  0 
>^lgl  — >-ig2=0' 

harmonisch  in  Bezug  auf  die  Geraden  g^  und  g2,  denn  man  hat: 

(gl  g2  ga)  = 


(gl  g2  g4) 


P-^  X      - 

P2 

>^2. 

Pl 

Pl 

>^1 

-P^-X 

Pl 

P2 
Pl 

mithin 


(glg2g3)  =  —    (glg2g4)- 

Dasselbe  gilt  von  den  Geradenpaaren 

n^— Xn2  =  0^  o^ier  ^1^1 +^2n.2  =  0^ 
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Sind  insbesondere  g3  und  g^  die  Halbierungslinien  der  Winkel 
welche  die  Geraden  g^  und  g2  bestimmen,  und  liegt  g3  in  dem  Theile 
der  Ebene,  dessen  Punkte  gleich  bezeichnete  Abstände  von  g^  und  g, 
haben,  g^  dazu  senkrecht,  so  ist  (g^  g2  ga)  =  1 ;  (gi  g2  ^4)  =  —  1,  so 
dass  durch  die  Gleichungen 


Hl  -)-  n,  =  U  i  gl 


P2 


.IL  _L  S?.  ^  Q 

Pl  P2 

diese  Winkelhalbierungslinien  dargestellt  erscheinen. 

Anmerkung.  Wenn 

gi-X'g.  =  0;  g,-X"gk  =  0 

die    Gleichungen    der    Geraden  g*  und  g"  sind,    welche    durch    den  Schnittpunkt  der 
Geraden  gt  und  gk  gehen,  so  ist 

\* 

Daher  repräsentieren  die  Gleichungen 

gt— Xg2=0;  g3— >-g4=o 

zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  sobald  X  als  willkürlicher  Parameter  gilt. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Eine  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

3x  +  5y  +  15  =  0; 

x  +  3y+    3  =  0 

geht,  hat  die  Gleichung 

(3x  -f  5y  +  15)-X(x  +  3y  +  3)=:0, 

oder 

(3  — X)x  +  (5  — 3X)y  +  (15—  3X)  =  0. 

(ieht  sie  noch  durch  den  Punkt  Fq  (2,  l),  so  ist 

(6  +  5  +  15)  — X(2  +  34-  3)  =  0, 

13 

^  =  -4-' 

also 

x  +  19y  — 21  =  0 

ihre  Gleichung. 

Hat  sie  die  Richtung  3  :  2,  so  ist 

(3  — X)3  +  (5  — 3X)2  =  0; 


Gerade  und  Punkt.  IgQ 

und  ihre  Gleichung 

4x  — 6y4-39  =  0. 

Ist  sie  zu  der  Bichtunp  3  :  2  senkrocht,  so  ist 

(3  — X):(5  — 3X)  =  3:2; 
2(3  — X)  — 3(5  — 3X)  =  0; 

^-  7 

und  ihre  Gleichung 

6x  +  4y  +  39  =  0. 

Endlich  sind  die  Gleichungen  der  Winkelhalbierungslinicn 

3x  +  5y+15       xJ-3y-j-3^ 

K34  fio 

3  x+_5y  +  15        x  +  3y  +  3 

fsZ        "^       1/10 

b)  Bilden  die  Geraden  g,  und  g.,  den  Winkel  gj  gj  =  5,  die  Geraden  gj  und  gj 
den  Winkel  g,  gg  =  e  und  gehen  alle  drei  durch  einen  Punkt,  so  hat  g^  die  Gleichung 

sin  (8  -|-  s) 

n. \      — ^n.)  =  0. 

sin  e 

c)  Man  lege  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

gl  .  .  .  2x  +  3y  — 6  =  0: 
g2  .  .  .  3x-|-2y  — 6  =  0 

eine  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  P^  (5, 3)  geht ;  eine  zweite,  welche  die  Richtung 
2  :  —  5  hat;  eine  dritte,  welche  zu  der  Richtung  1  :  1  senkrecht  ist,  ferner  stelle 
man  die  Gleichungen  ihrer  Winkelhalbierenden  auf. 

d)  Man  constatiere,  dass  die  Geraden 

gl  .  .  .  x  —  3y +  5^10  =  0; 
g.,  .  .  .  x  +  2y-7K5  =0 

3tc 
den  Winkel  g,  gj  =  —r-  einschließen,    trage    an  g^    im  Schnittpunkte  P,    mit   g,   den 

Winkel  gj  g^  =  — —  auf  und  ermittle  die  Gleichung  von  gg. 

La 

22.  Winkel,  Eckpunkte,  Höhen,  Fläche,  Seitenlängen  und 
umfang  des  von  drei  Geraden  bestimmten  Dreieckes.  Die  drei 
Geraden  . 
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1 


Flg.  70. 


gl  •  •  •  aix  +  biy  +  ci=0; 
g2  .  .  .  a2X  +  b2y +  C2  =  0; 
g3  .  .  .  agx  -f  bgy +  C3  =  0 

bestimmen  ein  Dreieck,  dessen  Eckpunkte  P^,  P2,  P3  die  Schnittpunkte 
g25g3;g33&i5gi5g2  der  Geraden,  dessen  Seiten  s^,  S2,  S3  gleich  den 
Strecken  P2  P3,  P3  P^,  P^  P2  der  Geraden  g^,  g2,  g3  sind  und  dessen  Höhen 
h|,  h2,  hg  den  Eckpunkten  P^,  P25  P3  oder  den  Seiten  s^,  Sj,  S3  entsprechen. 

Man  hat  es  in  der  Hand,  die 
Form  der  Gleichungen  derart 
einzurichten,  dass  ein  Punkt 
im  Inneren  des  Dreieckes 
von  allen  drei  Geraden  po- 
sitive Abstände  hat,  indem 
man,  wenn  nöthig,  mit  — I 
multipliciert ;  ferner  die 
Reihenfolge  so  festzusetzen, 
dass  die  Umlaufung  P^PjP^ 
im  positiven  Drehungssinne 
der  Ebene  erfolgt.  (Fig.  70). 

Dann   sind   g2g3,  gsgijgigs 
die   Außenwinkel  des  Drei- 
eckes,  zu  welchen  dessen  Winkel  ?i,?2j?3    ^^   ^^^  Beziehung  stehen, 
dass 

?i=^  — g2g3;  ?2  =  ^  — gagn  ?3  =  ^  — glg2, 


also 


H\, 


a*)  a«»  "T"  Do  Do      ,  .  ao  Do  ~ 

cos  ?i  =  —  cos  g2g3  =  —  --- -— —  •  ;  smcpi  =sm  g2g3  =  -^-~— ^ 

P2  P3  Vi  P3 

aoai-t-bobi      .  .  aob* — a.bo 

cos'f2=  — cosg3gi= \\         \  smcp2=smg3gt=   "^   '         -    ; 

P3  Pi  P3  Pi 


cos  ?3  =  —  ßOS  gl  g2  = 


a^  a2  —\~  D|  D2 


;  sin?p3  =  smgig2  = 


a^  D2  —  a2  Dj 


Pl  P2  Pl  P2 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  hat  man  je 
zwei  der  Gleichungen  aufzulösen,  wobei  man  die  Coefficienten  der 
übrigbleibenden  für  die  symbolische  Darstellung  benützen  kann.  Man 
findet  auf  diese  Art 


-^:    x< 


yi 


72  = 


'3 


73  = 


C3' 
C3' 
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»1 

bi 

Cl 

«2 

b. 

®2 

% 

b3 

Cs 

wenn  unter  Ai,  Bi,  Ci  die  Unterdeterminanten   der  Elemente  ai,  bi,  Ci  in 
der  aus  den  Gleichungscoöfficienten  gebildeten  Determinante 


A  = 


verstanden  sind. 

Irgend  eine  Höhe  hi   des  Dreieckes   ist  der   senkrechte  Abstand 
des  Eckpunktes  Pi  von  der  Geraden  gi,  daher 

Ai    ,    ,    Bi    I        Ci 

,    _  gü  _  ai  Xi  +  bi  yi  +  Cj  _       Ct    '        Cj    '        Ci  _ 

'  ~"  pi  ~"  pi      .  pi  ~ 

^  ajAi  +  biBi+Cj  Gl  _    A   . 
~~  pi  Cl  pi  Ci 

Für  die  Fläche  f  findet  man 


2f  = 


Ai    B,    C, 


Cl 

c. 

Cl 

A, 

B2 

C2 

C2 

c, 

C2 

As 

Bs 

Cs 

V-/Q  \JO  \JK 


Ai  B,  C, 

A2   B2   C2 
A3  B3   B3 


A' 


Cl  C2  C3  C|  C2  C3 ' 


2f 


Da  Sihi=  2  f 5  also  Si=  ^5  ist 

Hl 


Si  = 


A'        PiCi_    PiCiA. 


t^nT-i 


Gl  C2  C3     /\        C|  C2  C3 
demnach  ergibt  sich  der  Umfang  des  Dreieckes 

_  (Pi  Cl  +  P2  C2  +  P3  C3)  A 


u 


Cl  C2  C3 


Aufgabe. 

Man  wende  die  Lehren  dieses  Artikels  auf  das  von  den  Geraden 

gl  .  .  .  — 5x  — 12y  +  543  =  0; 
g2  .  .  .       4x —    3y —     6  =  0; 

g3  .  .  .  -3x+   4y+      1  =  0 

bestimmte  Dreieck  an  und  überzeuge  sich  vor  allem  durch  die  Zeichnung,  ob  die  dort 
gemachten  Annahmen  in  diesem  speciellen  Falle  vorhanden  sind. 
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23.  Winkelhalbieningslinien  des  Dreieckes.  Die  Gleichungen 
der  ein  Dreieck  bestimmenden  Geraden  mögen  in  der  Normalform 

gl  .  .  .  ni=0; 

g3  .  .  .  n3  =  0 

gegeben  und   derart  eingerichtet  sein,   dass   ein  Punkt  innerhalb    des 
Dreieckes  von  allen  drei  Geraden  positive  Abstände  habe. 
Dann  sind 

n^— n2  =  0; 

n2  — n3  =  0; 

^3  — ni=0 

die  Gleichungen  der  inneren, 

n2  +  n2  =  0; 

^3  +  »1  =  0 

die  Gleichungen  der  äußeren  Winkelhalbierungslinien.  Da 

(Ui  —  n2)  +  (n2  —  %)  +  (na  —  n^  =  0 

(Art.  20,  Gl :  C2 :  C3  =  1 : 1 : 1),  gehen  die  drei  inneren  Winkelhalbierungs- 
linien durch  einen  und  denselben  Punkt.  Da  ferner 

(Ui  +  n2)  —  (n2  +  n3)  -f  (ug  —  n^^O; 
(n-i  +  »3)  —  (n3  +  nO  +  (n^  —  n.^)  — _  0; 
(n^  +  ui)  —  (ui  +  ni)  +  (»2  — 113)  ^  0; 

gehen  auch  je  zwei  äußere  und  eine  innere  Winkelhalbierungslinie  durch 
je  einen  Punkt,  so  dass  im  Ganzen  vier  Punkte  durch  die  Winkel- 
halbierungslinien bestimmt  werden.  (Mittelpunkte  der  Kreiae,  ^welche 
von  den  Seiten  des  Dreieckes  berührt  werden.) 

Aufgabe. 

Man    stelle    die    Gleichungen    der  Winkelhalbierungslinien    des    Dreieckes    der 
Geraden 

g,  .  .  .  5x  +  12y  + 465  =  0; 
g.^  .  .  .  3x—  4y  —  1  =0; 
g3  .  .  .   -4x+  3y  +    6    =0 

auf  und  berechne  die  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte. 

24.  Harmonische  Gebilde    am  Dreieck   und  Viereck.     Die 

Verbindungslinien  der  Eckpunkte  des  Dreieckes  der  Geraden 


Gerade  und  Punkt. 
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gi=0;  g2=0;  g3  =  o 

mit    einem   beliebigen   Punkte  P,    (Fig.  71)    haben    die   Gleicbungen 
(Art.  21). 

■t  1  -L  0      •     •     • 


^2 ^3.  ^  0;  P2  Po  .  .  .  —  -  f  -  =  0; 


&20       S30 
P.F 


3^0 


g30 

gl Sl  =  0. 

glO  g20 


glO 


FlK.   71. 


Werden  die  gegenüberliegenden  Seiten  von  diesen  Eckstrahlen 
in  den  Punkten  Qi,Q25Q3  getroffen,  welche  ein  neues  Dreieck  bilden, 
so  sind  die  Seiten  des  letzteren  durch  die  Gleichungen 


gl 


g2 


g3 


glO  g20  g30 


=  0; 


Si 


gs 


Q2Q3.  .  .  -^-^  + 

S20  830 


gl 
glO 


=  0; 


Q3  Qi  .  .  . 


g3_     I  _  _gl J2_ 

g30  glO  g20 

BndisavljeTiö  n.  Mikata,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd. 
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dargestellt,  denn  es  wird  z.  B.  die  erste  Gleichnng  durch  lineare  Cora- 
bination  der  Gleichungen 

-^ ^^-  =0  und  gl  =  0  oder  -^ -^^  =  0  und  g^  =  0 

erhalten  u.  s.  w.  Werden  ferner  g^,  go,  g^  von  den  Geraden  Q2Q35  QsQi- 
Qi  Q2  in  den  Punkten  Q'i,  Q'2,  Q'3  geschnitten,  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien dieser  Punkte  mit  den  Eckpunkten  Pi,P2,P3  durch  die 
Gleichungen 


PiQ'i  • 


S-i  +-??-  =  0;  p,q'., .  . 


S20 


gso 


&30  glO 


PsQ'j 


810         S20 


charakterisiert,   weil  z.  B.  die   erste  Gleichung  ihrer  Form   nach  eine 
Gerade  durch  P^  vorstellt  die  aber  auch  durch  Q'^  geht,  denn  es  ist 


?2       I       g3 


Vg20  g30  SioJ         \gioJ 


g20  gsO 

U.    S.    W. 

Auf  diese  Art  ergeben  sich  in  jedem  Eckpunkte  zwei  Geraden, 
und  zwar  in 

g2 


X   I      .      .     • 


p., 


P3    ... 


820        gso 


Il=o  und  -^4-^ 


820  &30 


0; 


M^  —  Ml^O  und  -i?-  +  -iL  =  0; 

&30  SlO  &30  SlO 


«L_Jl=Ound 


gl 


+ 


&2    _ 


0, 


SlO  &20  &10  820 

die  mit   den  Seiten,    welche  durch   den  betreflfenden  Eckpunkt  gehen, 
oflfenbar  je  vier  harmonische  Strahlen  bilden. 

Die   drei  Punkte  Q'i5Q'25Q'3  liegen   in  einer  Geraden,    denn  sie 
werden  durch  die  Gleichungssysteme 


82     I     gs 

g20  g30 


0 


gl  _ 


glO 


=  0 


g» 

gso 

gl 

gio 
g-i 

g20 


0 


0 


gtO  g2U 


gs. 

g30 


=  0 


repräsentiert,    so    dass    in   jedem    von    diesen    durch    Addition    die 
Gleichung 


gl 


g-i 


gs 


glO  g20  g30 
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einer  und  derselben  Geraden  entsteht,  welche  demnach  alle  drei  Punkte 
enthält.   Diese   Gerade  ist   von   der   Lage   des   Punktes  Po    abhängig 
und  heißt  die  Harmonikale  des  Punktes  Py  in  Bezug  auf  das  Dreieck. 
Da 

/g2     I    l3.\  _/_&L    I     gl  \    I    /  gl ^Wo- 

Vg2o  gso/         \g30  gio/         VglO  g20/  ' 

•         Vg30  glo/  VglO  g20/  Vg20  g30/ 

/1L_L    g2  \  /  g2       ,      _^\      [/.gL  gl  \—Q 

\glO  g20/  \g20  gso/  \g30  gio/  ' 

SO  geht  immer  ein  Eckstrahl  durch  den  Schnittpunkt  der  zu  den 
beiden  anderen  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Dreieckes  harmonischen 
Strahlen.  Daher  bilden  die  Eckstrahlen  mit  den  zu  ihnen  harmonischen 
Strahlen  die  drei  Paare  Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereckes, 
dessen  Diagonalpunkte  die  Eckpunkte  und  dessen  Diagonalen  die 
Seiten  des  Dreieckes  P^  P.j  P3  sind.  Die  durch  einen  Diagonal- 
punkt eines  vollständigen  Viereckes  gehenden  Diagonalen  und  Gegen- 
seiten sind  also  vier  harmonische  Strahlen. 


25.  Gleichung  einer  Geraden  in  Dreieckscoordinaten.  Die  Glei- 
chung einer  Linie  in  Dreieckscoordinaten  aufstellen  heißt  die  Beziehung  zwischen  den  Co- 
ordiaaten  Xi,X2,  X3  eines  beliebigen  Punktes  P  derselben  aufsuchen.  Das  kann  durch 
Vermittlung  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  geschehen,  indem  man  die  Geraden 
?i  =0;  gj  =  0;  g3  =  0  als  Fundamentallinien  eines  Coordinatendreieckes  ansieht 
(Art.  4,  d).  Da  nämlich 

O  X^  =  ^1  ^1?    ^  ^2  ^^^  -^2  *^2 1    ^  ^3  ~^  ^3  '3 

and 

t    —   Sl    .    .    __l2_.    .    _    g3_ 

Pl  P2  P3 

ergeben  sich  die  Gleichungen 

^.Xi  =  aiX  +  biy  +  Ci; 


.X2  =  a2x4-b2y  +  c2; 


ap3        __ 

.  JL3  —  »3  ik  -p  U3  ^  ~r  ^3? 

13* 


.  X3  ==  a3  X  +  b3  y  +  C3, 
^3 
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aus  welchen  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,  j  des  Punktes  P  durch  seine 
Dreieckscoordinaten  ausgedrückt  erhält,  indem  man  mit  A^,A2,  A3;  Bj,  8^,63; 
Cp  C2,  C3  multipliciert  und  jedesmal  addiert: 

^y-^i.  k,       '+    kj    "^^    ks    ""V' 

Wenn-  nun  der  Punkt  P  auf  der  Geraden 

ax-[-by-|-c  =  0 

liegf,  folgt  durch  Multiplication  mit  a,  b,  c  und  Addition  «    , 

0  =  ^(Ai  a  +  B,  b  +  Gl  c)x,  +  P^  (A^a  +  B^b  +  C2c)x2  + 

+  ^(A3a  +  B3b  +  C,e)x3 

als  Gleichung  dieser  Geraden  in  Dreieckscoordinaten.  Sie  ist  vom  ersten  Grade  und 
homogen  von  der  Form 

qiXi  +q2X2  +  q3X3=0. 

Dass  umgekehrt  jede  solche  Gleichung  eine  Gerade  vorstellt,  zeigt  man  leicht  durch 
Übergang  zu  rechtwinkeligen  Coordinaten,  indem  man  die  früher  gefundenen  Ausdrücke 
für  Xi,  Xo,  X3  einsetzt  u.  s.  w.  Bemerkenswert  ist  der  Fall  der  unendlich  fernen  Geraden, 
wenn  also  a  =  b  =  0  (Art.  16,  II.).  Man  hat  dann 

k    ^^  ^^  4"  ^  C!2  X2  -(-  ^  C3  X3  =  0 

oder,  weil  0^,02,03  durch  pj  p3  sin  cp,,  pj  p3  sin  «pj,  pj  p^  sin  cp3  ersetzt  werden  dürfen 
(Art.  22),  wenn  91,^2,  93   die  Winkel  des  Coordinatendreieckes  bedeuten, 

sin  cp^         1^  sin  cp2       _.    sin  cpg       

^r""'  "*"  "kr""'  "*"  ^kT  ''='-"" 

als  Gleichung  derselben. 

26.  Liniencoordinaten.  Nach  dem  Gesetz  der  Reciprocität 
sind  Punkt  und  Gerade  in  der  Ebene  reciproke  Elemente.  Es  liegt 
daher  nahe,  die  Untersuchungen  der  analytischen  Geometrie  dadurch 
zu  vervollständigen,  dass  man  die  Gerade  —  ebenso  wie  bisher  den 
Punkt  —  durch  Coordinaten  bestimmt  und  diese  der  Lösung  geo- 
metrischer Aufgaben  zugrunde  legt. 

I.  Unter  den  verschiedenen  Bestimmungsstücken  einer  Geraden 
hat  man  der  Zweckmäßigkeit  wegen  die  negativen,  reciproken  Werte 
der  Axenabschnitte  a  und  b  als  Coordinaten  gewählt.  Bezeichnet  man 
sie  mit  S  und  7],  so  ist  durch 
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4  =  _i;,=  -| (45 

die  Gerade   festgelegt,    denn  man  hat  a  = ,  ;  b  = und  kann 

damit  dieselbe  construieren.    Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

der  Geraden  ein,  so  geht  daraus 

hervor.  Für  einen  Punkt  P©  der  Geraden  ist 

2xo  +  Yiyo  +  l=0. 

Betrachtet  man  nun  in  dieser  Gleichung  i  und  y]  als  unbestimmte 
Größen,  so  drückt  dieselbe  aus,  dass  jede  Gerade,  deren  Coordinaten 
ihr  genügen,  durch  Pq  geht.  Denn  sobald  ein  Wertepaar  £i,  yji  aus  der 
Gleichung  berechnet  wurde,  ist 

SiXo+Y],yo  +  l  =  05 
d.  h.  die  Coordinaten  von  Pq  genügen  der  Gleichung 

der  von  den  Coordinaten  Si,Tr]i  bestimmten  Geraden  gi.  Da  also  durch 
die  Gleichung 

XoS  +  yoil  +  l  =  0 (46 

die  Gesammtheit  der  Geraden  charakterisiert  ist,  welche  durch  P^ 
gehen,  wird  sie  die  Gleichung  des  Punktes  Po  genannt,  und  zwar  liegt 
hier  die  sogenannte  Normalform  vor.  Die  allgemeine  Gleichung  ersten 
Grades  in  Liniencoordinaten 

a£  +  b7i  +  c  =  0 (47 

lässt  sich  mittelst  Division  durch  c  auf  die  Normalform 

c  c 

überführen,  stellt   daher    den  Punkt  vor,   dessen   Coordinaten         und 

c 

-    sind.  Die  Richtung  vom  Nullpunkte  nach  diesem  Punkte  ist  durch 

V 

a       b 
das  Verhältnis  —  :     =  a :  b  gegeben.  Die  speciellen  Formen,  welche 

c       c 
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aus  der  allgemeinen  Gleichung  hervorgehen,  wenn  Coefficienten  Null 
werden,  bedürfen  keiner  näheren  Erklärung: 

aS-|-  c  =0;  Punkt  (     jOj  der  x-Axe; 

0,      I  der  y-Axe; 

aS-|-bY]  =  0;  unendlich  ferner  Punkt  in  der  Richtung  a:b; 
J  =  0;  unendlich  ferner  Punkt  der  x-Axe; 
'rj  =  0;  unendlich  ferner  Punkt  der  y-Axe. 

Symbolisch  möge  künftig  die  Gleichung  des  Punktes  Pi  in  der 
allgemeinen  Form  durch  Pi  =  0  und  in  der  Normalform  durch  Ni  =  0 
dargestellt  werden. 

II.  Die  Geraden,  deren  Coordinaten  einer  beliebigen  Gleichung 

genügen,  bilden  eine  gesetzmäßig  angeordnete,  stetige  Folge,  umhüllen 
daher  eine  Linie,  deren  Tangenten  sie  sind;  diese  Linie  ist  als  das 
geometrische  Äquivalent  der  Gleichung  anzusehen.  Damit  steht  die 
Bedeutung  der  Gleichung  ersten  Grades  nicht  in  Widerspruch,  wenn 
man  den  Punkt  als  eine  geschlossene  Linie  von  unendlich  kleinen 
Dimensionen  betrachtet.  Lässt  sich  das  Gleichungspolynom  in  Factoren 
zerlegen,  so  repräsentiert  die  Gleichung  die  Gesammtheit  der  Linien 
(Punkte),  deren  Gleichungen  man  erhält,  wenn  man  die  einzelnen 
Factoren  gleich  Null  setzt. 

Wird  eine  geordnete  algebraische  Gleichung  vorausgesetzt,  so 
ist  die  von  ihr  charakterisierte  Linie  von  der  n*®°  Classe,  wenn  die 
Gleichung  vom  n*®°  Grade  ist. 

Zwei  Gleichungen 

repräsentieren  eine  beschränkte  Anzahl  von  Geraden,  nämlich  die 
gemeinsamen  Tangenten  der  Linien,  welche  die  einzelnen  Gleichungen 
vorstellen.  Denn  eine  Gerade,  deren  Coordinaten  beide  Gleichungen 
befriedigen,  ist  Tangente  beider  Linien.  Die  durch  lineare  Combination 
abgeleitete  Gleichung 

>^i/i  (2,  ri)  +  \,A  (2, 1^)  =  0 

stellt  eine  Linie  vor,  welche  von  den  gemeinsamen  Tangenten  der 
Linien  /^  (4,7])  =  0; /2  (S,vi)  =  0  berührt   wird,  weil   durch  Einsetzung 
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der  Coordinaten  einer  solchen  die  einzelnen  Theile  des  Gleichungs- 
ausdruckes verschwinden.  Versteht  man  unter  t  einen  willkürlichen 
Parameter,  so  stellen  die  Gleichungen 

zwei  Scharen  von  Linien  vor,  die  man  so  aufeinander  beziehen 
kann,  dass  sich  zwei  Linien  entsprechen,  in  deren  Gleichungen  für  t 
gleiche  Werte  stehen.  Für  irgend  einen  Wert  von  t  werden  von 
den  beiden  Gleichungen  zusammen  die  gemeinsamen  Tangenten  der 
zugehörigen  Linien  repräsentiert,  daher  entspricht  allen  Werten  von  t 
eine  stetige  Folge  gesetzmäßig  angeordneter  Geraden,  die  eine  Linie  um- 
hüllen. Die  Gleichung  der  letzteren  erhält  man  durch  Aufsuchung 
jener  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  einer  Geraden,  welche 
durch  die  zwei  gegebenen  Gleichungen  bedingt  ist,  also  indem  man  aus 
diesen  durch  Elimination  des  Parameters  eine  neue  Gleichung  ableitet. 


III.  Die  Transformation  der  Liniencoordinaten  erfolgt  direct  mittelst  der  Bezie- 
hungen, welche  zwischen  den  Coordinaten  ^,  t]  und  den  Bestimmungsstücken  a,  ß,  1  einer 
rieraden  bestehen  und  sich  durch  den  Vergleich  der  Gleichungsformen 

^x4-viy-|-l  =  0; 


ergeben : 


;x  +  J-y-fl  =  0 


4 


a 


ß 


1'^=  1 


Fig.  72. 
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oder 


$  :  7]  :  1  =  a  :  ß  :  1. 


Die  neuen  Axen  x',  y'  mögen  mit  den  Geraden  g]  (otj»  ßa?  I2)  ^^^^  S\  (^i^ßuM 
zusammenfallen  (Fig.  12\  den  Größen  ^v'^l^a^ß)!  im  alten  Coordinatensystem  mögen 
$',  Y]',  a',  ß',  P  im  neuen  entsprechen.  Zufolge  Art.  16,  Gl.  29  ist  dann 

a  =  a^  a'  -j-  05  ß'; 

Projiciert  man  femer  den  Streckenzug  O  PniPu  ^n  Pn  und  seine  Schlusslinie  0P„ 
auf  die  Normale  n'  von  g,  so  ergibt  sich 


O  Pni  COS  x'  n'  4-  P„i  Po  cos  y'  n'  +  Po  P„'  =  0  P„ 


und  daraus 


Aus  den  Gleichungen 


ß  =  ß,a'4.ß,ß' 
1=1.«'+  Ijß'  +  l'J 


(a 


a 

folgen  wegen  {  =  -- ;   5' 


a 


-  u.  8.  w.  die  Transformationsformeln 


s  = 


TQ  = 


«l  $'  +  04  7]' 


ßiSH-ßaV 


(b 


doch  kann  man  mit  Vortheil  die  Gleichungen  (a  statt  (b  benützen,  wenn  man  zuerst 
in  die  zu  transformierende  Gleichung  a,  ß,  1  statt  {  und  y)  einführt,  in  die  transformierte 
aber  wieder  5'  und  y\*  statt  a',ß',l'  u.  s.  w.  Ferner  findet  man  Ij  =  —  (a,  x^  +  ßiJo^' 
L,  =  —  («2  Xq  -[-  ß2  yo)i  so  dass  \  und  1^  auch  durch  die  Coordinaten  des  neuen  Null- 
punktes Pg  ausgedrückt  erscheinen. 

IV.    Die   Coordinaten   5  und  f\  haben    den    Nachtheil,    dass    mittelst    derselben 
Geraden,    welche    durch    den  Nullpunkt  gehen,    nicht   dargestellt    werden  können  und 

auch  die  Gleichung  des  Nullpunktes  die  unbequeme  Form  1  =  0  oder  c  =  0  annimmt. 

a  ß 

Ein  Ausweg  im  Bedarfsfalle  ist  geboten,  dass  man  J  =  y ;  "O  ^^  1   ^^^^^  C^^^)  ^°^  ^'^ 

Gleichung  des  Punktes  in 

Xo«  +  yoß+    1  =  0 

oder 

a  a  -f  b  ß4-  cl  =  0 

überführt,  wo  aber  für  a,  ß,  1  auch  proportionale  Größen  m  a,  m  ß,  m  1  eintreten  können. 
Dann  kann  eine  Gerade  des  Nullpunktes  durch  a  :  ß :  0  dargestellt  werden  und  die 
Gleichung  des  Nullpunktes  ist  1  =  0. 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gerade  gj  ( -q-, =-)  hat  die  Axenabschnitte ^    und  7.  Für  sie  ist 

a:g:l  =  35:  — 3:21. 

Die  Gerade  g2   l ;,-,  Ol  ist  im  Abstände 3  parallel  zu  der  y-Axe,  die  Gerade 

(5  \  9 

0,  -^  l  im  Abstände  — —  parallel  zu  der  x-Axe. 

2  3 

Für  die  Gerade  g^  (2  :  3  :  5)    ist  5  ^  -^ ;  t)  =  -^.    Die    Axenabschnitte    sind 

5        :,         5     ,..  2       „         3       ,         5 

-—  und  — -r,   hmgegen  a=  -— ^;  ß  = -— : ;  l  =  -p-. 

^  ^  Ki3  KiH         rvd 

b)  Die  Gleichung 

35  +  571  +  1=0  oder  3a  +  5ß  +  l  =  0 

steUt  den  Punkt  Pj  (3,  5),  die  Gleichung 

12$  — 7y]  — 4  =  0  oder  12a— 7ß  — 41  =  0 

den  Punkt  P,  (  —  3,  -,1   vor. 


c)  Alle  Geraden,  welche  vom  Nullpunkte  den  Abstand  —  1  =  r  haben,  umhüllen 
einen  aus  dem  Nullpunkte  mit  dem  Eadius  r  beschriebenen  Kreis.  Da  hier 

«  = ;  •'1  =  — ^; 

r  r 

a2  -I-  ß2        1 

ist 

r^Cs^  +  Tj^)  — 1  =  0 

die  Gleichung,  welcher  die  Coordinaten    der  Tangenten    des  Kreises    genügen   müssen, 
d.  h.  die  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten. 

d)  Die  Mittelsenkrechte    der    von  den   Punkten  F  (0,  p)  und  A  (t,  0)  bestimmten 
Strecke  verändert  ihre  Lage  und  umhüllt  eine  Linie,  wenn  sich  A  auf  der  x-Axe  bewegt. 

FA    hat     den    Halbierungspunkt    M  I—,  -^j  und  die  Richtung  t  :  — p,  folglich  ist 

die  Gleichung  der  Mittelsenkrechten 

.(.-i)-p(y-|-)  =  o 

oder 

^2t  2p     v  +  1-0- 

wenn  aber  5  imd  irj  ihre  Coordinaten  sind,    wird  die  Mittelsenkrechte  auch  durch  die 
Gleichung 
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Sx  +  Tfjy  +  1  =  0. 


repräsentiert;  daher  ist 


—  2t  ^     _     2p 


und  durch  Elimination  des  Parameters  t  ergibt  sich 

P(S'  — V)  — 2^  =  0 

als  Gleichung  der  von  allen  Mittelsenkrechten  umhüllten  Linie,  der  man  auch  die  Form 

p(a2_ß2)_2ßl  =  0 

geben  kann,    um  sie  z.  B.  auf  das  Coordinatensystem  x'  (4:3:  15);    y'  ( —  3  :  4  :  15) 
zu  transformieren.  Mittelst  der  Formeln  (III,  a) 

^  4. 

ß=  %'  +  -!- ß' 

5  o 

1=   3a'+    3ß'  +  l' 

findet  man  zunächst,  die  Strichweiser  unterdrückend, 

(7p  — 90)«^  — (48p  +  210)aß  — (7p  +  120)ß2  — 30al  — 40ßl=0, 

also  wenn  man  durch  V  dividiert  und  5,  7)  statt  -  -,  -:j-  einführt 

(7p  — 90)$2  — (48p  +  210)STi  — (7p  +  120)V  — 30S  — 40ti  =  0. 

(2         7\ 
TT»  —  r)  5    ^2  (1^  •  ^  •  26);    gs  (0  :  2  :  1); 

g4(3  :  0  :  11);  gj  (2  :  3  :  0)  und  gebe  die  Coordinaten  der  Geraden  g,  bis  gj  an. 

/)  Man  construiere  die  Punkte 

3S— 77]  +  l  =  0; 

-24  +  37]  4-2  =  0; 
—  24  +  31]  — 2  =  0 

und  gebe  die  Gleichungen  der  Punkte 

P,(2,3);  P,(-|-4);  P.(^o)-,  P.(o,-|) 

in  der  Normalform  und  in  der  allgemeinen  Form  an. 
g)  Man  transformiere  die  Gleichung 

3S2  +  Y)2_1=0. 
Auf  das  neue  Coordinatensystem  P(j(l,  1);  x'(l  :  1);  y' ( — 1  :  1). 

27.  Verwendung  der  Liniencoordinaten  bei  Aufgaben  über 
Punkte    und   Geraden.   Um    das  Verständnis   des    Grebrauclies   der 
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Liniencoordinaten   zu   fördern,    sei   eine   Reihe   von   Fundamentalauf- 
gaben angeführt. 

I.  Der  Abstand  des  durch  seine  Gleichung 

ao  S  +  bo  7]  +  Co  =  0 

gegebenen  Punktes  Po    von  der  Geraden  giiii^fli)  wird   mit  Hilfe   der 


Coordinaten 


ao  b(| 

^0    ^0 


desselben   und    der   Gleichung  £i  x  -|-  "^li  y  -|-  1  =  0 


der  Geraden  gefunden: 

^    _a^£i  +  bo;iriijj-eo 

''  CoKPT^i^ 

II.  Um  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Geraden  giC^iii^i); 
c^i(^2?*'l2)  aufzustellen,  hat  man  auszudrücken,  dass  eine  Gerade  gCS,"/]) 
durch  diesen  Punkt  geht,  d.  h.  dass  alle  drei  Geraden  einen  Punkt 
gemein  haben.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  der  Geraden  findet  man 

S    7]    1 


=  0. 


III.  Soll    ein  Punkt  in    der  Richtung  a  :  b  vom  Nullpunkte  aus 
auf  der  Geraden  go  ($oj  "^lo)  Hegen,  so  hat  seine  Gleichung  die  Form 

worin  c  unbekannt  ist.  Wegen  der  Lage  des  Punktes  in  go  ist 

a^o  +  b7lo  +c  =  0. 

Daraus  folgt  c  =  —  (a  $o  -}~  ^  ""lo)  ^^^  ™^an  hat  als  Gleichung  des 
Punktes 

a(S-W  +  b(Yi-Yio)  =  0. 

Was  stellt  die  Gleichung 

a  b 

vor? 

IV.  Die  Fläche   des  Dreieckes    der  Geraden  giC^ij^ji);  g2(^2)''l2)i 
gs (53,713)  wird  mittelst  der  Gleichungen  derselben  berechnet: 

^3%  1 


2f= 


^3% 


2l% 
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V.  Durch  lineare  Combination  der  Gleichungen  der  Punkte  P^,  Pj 

XiS  +  yi'yi  +  l  =  0  oder  N^  =0; 
X2S  +  yi'^  +  l  =  0  oder  Kj,  =  0 

erhält  man  die  Gleichung 

(xiS  +  yi^i  +  l)  — X(x2S  +  y2l  +  l)  =  0  oder  N^  — XN2  =  0 
eines  Punktes  P3,  aus  deren  Normalform 


?t^^5^y^z^^^i_0; 


man  sieht,  dass  P3  auf  der  Verbindungslinie  P^  P2  liegt  und  das 
Theilverhältnis  X  in  Bezug  auf  Pj  und  P2  besitzt.  Der  Factor  X  hat 
also  eine  geometrische  Bedeutung :  X  =  (P^  Pj  P3). 

Aus  den  Gleichungen  in  allgemeiner  Form 

Pi=0; 
erhalt  man  auf  demselben  Wege 

oder,  weil 

auch 

Ni  —  X  ^N-i  =  0, 

Co  c 

so  dass  in  diesem  Falle  X  .  — --  =  (P^  P2  P3)  und  X  =  —  (P^  P2  Pg),  also 

Ci  C2 

der  Factor  X  dem  Theilverhältnisse  des  Punktes  P3  bloß  proportional  ist. 

Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  die  Punkte 

P3  .  .  .  Ni  — XN2  =  0 


loder^^^^+^^^  =  ^l 
/  ^^«^  X,Ni-X2N2  =  0J 


P4  .  .  .  Ni4-XN2  =  0 

harmonisch  sind  zu  den  Punkten  Pj  und  P2;  ebenso  die  Punkte 

P,_XP2=0l  X,P,+X2P2  =  0l 

p^+xP2=o/  XjPi— X2P2=or 

Der   Halbierungspunkt    der  Strecke   P^  P2    und   der    unendlich 
ferne  Punkt  der  Geraden  P^  P2  haben   die  Theilverhältnisse  —  1  und 
1,  daher  sind  ihre  Gleichungen 
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Pi  ,  P2 


-L_|_';.'.  =  o 


Ni  +  N2  =  0i  c,        c, 

Cl  C2  j 


VI.  Das  Gleichungssystem 


P,  =  0 

pc 


=Ü1 

=0/ 


repräsentiert  die  Verbindungslinie  P^  P2,  weil  es  nur  von  deren  Coor- 
dinaten  befriedigt  wird.  Die  letzteren  werden  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  erhalten. 

VII.  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  P^  P2 
ist 

P^  — XP2  =  0. 

Soll  der  Punkt  auch   auf  der  Geraden  go  (So,  i^o)  liegen,   so  muss 

p 


p 


20 


sein,  und  die  Gleichung  des  Punktes  ist  nun 

=  0. 


Pi         P2 


Pio        ^20 
VIII.  In  dem  Dreieck  der  Punkte 

Ni=0;  N2  =  0;  N3  =  0 
sind  die  Gleichungen  der  Halbierungspunkte  der  Seiten: 

Nt  +  N2  =  0;  N2  +  N3  =0;  N3  +  Ni  =  0; 

jene  der  unendlich  fernen  Punkte: 

Ni  — N2  =  0;  N2-N3  =  0;  N3-Nj=0; 
da 

(N,  +  N2)  -  (N,  +  N3)  =  Nj  -  N3 

u.  s.  w.  liegt  immer  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Seite  auf  der 
Verbindungslinie  der  Halbierungspunkte  der  beiden  anderen,  also  sind 
diese  beiden  Geraden  parallel. 

Die  drei  Schwerlinien  sind  durch  die  Gleichungssysteme 

N^+N2  =  0>       N,  +  N3  =  0i       N3  +  Ni  =  0i 
N3  =  0/'  Ni  =  0/'  N2  =  0/ 
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repräsentiert.  Durch  Addition  erhält  man  in  jedem  System  immer  die- 
selbe Gleichung 

Ni  +  N.,  +  N,  =  0 

eines  Punktes,  durch  welchen  also  die  drei  Schwerlinien  gehen  (Schwer- 
punkt). 

28.  Imaginäre  Elemente.  Bei  den  Untersuchungen  der  analyti- 
schen Geometrie  können  sich  durch  Auflösung  von  Gleichungen 
zweiten  oder  höheren  Grades  für  die  Coordinaten  eines  Punktes,  einer 
Geraden  oder  einer  Richtung  imaginäre  Werte  ergeben;  auch  können 
Gleichungen  mit  imaginären  Coöfficienten  auftreten  oder  nur  durch 
imaginäre  Coordinaten  befriedigt  werden.  Durch  die  Ausscheidung 
solcher  Fälle  müsste  die  geometrische  Interpretation  der  Gleichungen 
Lücken  aufweisen  und  man  wäre  oft  genöthigt,  den  Geltungsbereich 
von  Sätzen  durch  Anführung  von  Ausnahmen  einzuschränken,  wodurch 
die  Allgemeinheit  derselben  beeinträchtigt  würde.  Das  wird  vermieden, 
wenn  man  in  solchen  FäUen  von  imaginären  Punkten,  Geraden,  Richtun- 
gen oder  auch  von  imaginären  Linien  spricht  und  diese  ebenso  behandelt, 
wie  reale  Punkte,  Geraden  etc.  Dieser  Vorgang  ist  umsomehr  geboten, 
als  durch  imaginäre  Gebilde  wieder  reale  Gebilde  erzeugt  werden 
können,  z.  B.  wenn  sich  imaginäre  Geraden  in  realen  Punkten  schneiden 
oder  die  Verbindungslinien  imaginärer  Punkte  real  sind  u.  s.  w. 


3.  Aböclmitt- 

Linien  zweiter  Ordnung. 

29.  Die  Gleichung  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades 

az2-f  bz -fc  =  0 
hat  die  zwei  Wurzeln 


2-2 


b  +  Kb2- 

—  4ac 

2a 

b       fb^ 

-4ac 

2a 


die  real  ungleich,  gleich  oder  imaginär  sind,  je  nachdem  b^  —  4  a  c  ^  O  ist. 
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Besondere  Fälle  ergeben  sich,  wenn  Coöfficienten  verschwinden: 
Ist  c  =  0,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

z(az  +  b)  =  0 
an,  d.  h.  es  wird 

Zi  =  0 

b 

Z2  =. 

Ist  b  =  0,   so  hat  man  es  mit  der  rein  quadratischen  Gleichung 

az2  +  c  =  0 
zu  thun.  welche  die  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln 


Zl 


.=-r- 


a 

c 
a 


c  c 

besitzt.  Diese  sind  real,  wenn  —  <  0,  imaginär,  wenn         >  0. 

a  a 

Ist  b  =  0  und  c  =  0,  dann  reduciert  sich  die  Gleichung  auf 

z2  =  0 
und  hat  die  Wurzeln 

zi  =  0 


Z2 


=  0J 

Wird  endlich  a  =  0,  so  geht  die  quadratische  Gleichung  in  die  lineare 

bz4-c  =  0 

über,  welche  nur  über  eine  Wurzel  Aufscliluss  gibt.  Dividiert  man  aber 
früher  mit  z^  und  setzt  erst  in  der  Gleichung 


a  =  0,  so  bleibt 


d.  b.  es  ist 


also 


l(^:+4)=o. 


Z^  Zo  C 


Z^  =    CO 


2-2 


Demnach  bedeutet  das  Verschwinden  des  Coefficienten  von  z'^,  dass  eine 
Wurzel  der  Gleichung  unendlich  groß  geworden  ist.  Bei  der  vollständigen 
Gleichung  ergibt  sich  für  Summe.  Product  und  Differenz  der  Wurzeln: 
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Zi  +  Z2  = 


b 

a 
c 
a 


z, 


_fb2  — 4ac 


Daher  sind  Summe  und  Product  —  reale  Co^fficienten  vorausgesetzt 
—  immer  real,  während  die  Differenz  bei  realen  Wurzeln  real,  bei 
imaginären  Wurzeln  rein  imaginär  ist. 

Setzt  man 

b  =  — a(zi-[-Z2); 
c  =  a  Zj  Z2 
in  die  Gleichung 

az2-|-bz-|-c:=0 

ein,  so  geht  diese  nach  Division  mit  a  über  in 

Z2  — (Zi  +  Z-i)  Z  +  Z1Z2  =  0 

und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  das  Gleichungspolynom  durch  das  Product 
der  sogenannten  Wurzelfactoren  z  —  z,  und  z  —  Zj  ersetzt  werden  kann: 

(z— zj    (z  — Z2)  =  0. 

30.  Kegelschnitte.  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  werden  ge- 
wöhnlich unter  der  gemeinsamen  Bezeichnung  »Kegelschnitte*  zu- 
sammengefasst,  weil  ein  Kreiskegel  von  einer  Ebene  nach  einer  von 
diesen  Linien  geschnitten  wird.  Der  Kreis  kann  als  ein  specieller  Fall 
der  Ellipse,  das  Geradenpaar  als  ein  degenerierter  Kegelschnitt  ange- 
sehen werden.  Die  Definitionen  der  Linien  durch  charakteristische, 
altbekannte  Eigenschaften  dienen  als  Grundlage  für  die  Aufstellung 
ihrer  Gleichungen. 

I.    Die   Ellipse  ist   der   Ort   aller  Punkte,   deren  Abstände  von 

zwei  festen  Punkten  —  den 
Brennpunkten  —  eine  con- 
stante  Summe  haben. 

Der  Einfachheit  wegen 

seien    (Fig.  73)    die    Brenn- 

ra/  j  punkteFi(— e,0)undF2(e,0) 

^       auf  der  x-Axe  angenommen, 

F2    A  so  .  dass  F^  F2  =i  2  e.  Ist  dann 

2  a  die  Summe  der  Abstände 
Fl  P=  r^  und  F2P  =  rj  des 
des  Punktes  P  (x,  y)  von  den 


Fijr.  73. 

y 


t 


.--'7! 


n.-- 

,,'--'' 


rH^ 
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Brennpunkten,  so  muss  offenbar  2  a  >  2  e,  also  a  ^  e  sein.  Die  oben  ge- 
gebene Definition  der  Ellipse  ist  durch  die  Gleichung 

Ti  +  ^2  =  2  a 
ausgedrückt. 

Da 


erhält  man 


und  weil 


ri2  =  (x  +  e)2  +  y2, 
V=(x  — e)2  +  y2 

ri2  +  r22  =  2(x2  +  y»  +  e2), 
Tj^  —  r2^  =  4ex 

ri2  -  r.;-^  =  (r^  -f  r.^)  (r^  —  r^)  =  2 a  (r^  —  r^\ 

r.  —  r.i  =  2  -   X. 

Aus  den  Gleichungen 

Fl  +r2  =  2a, 


ergibt  sich 


r,  —  Po  ^  2  —  X 
^         ^         a 


r^  =  a  +  -  X, 
a  •  ' 

e 

r.,  =  a X 

^  a 


und 


V^  +  r,2  =  2(a-^  +  |!x2). 


Durch  Vergleich  der  beiden  Werte  für  r^^  -|-  r^i  foig^^ 


x^  -["  y^  +  6^  =  a^  -(-  -  .-  x^ : 


a^^  ' 


(i-5)^^+y^=a^-e^; 


a2  —  e^ 


a2 


—  x^  -f-  y^^a^  — e^; 


x2  y2 


-4-      -^  -    —1  =  0 
a'-^  ^  a2  —  e*^  ^' 

Setzt  man  die  positive  Größe  a^  —  e2  =  b2,  so  ist 

Budiaarlievlc  u.  Mlkuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  14 
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2  y2 


a 


die  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  P  zufolge  der  Voraus- 
setzung bestehende  Beziehung,  d.  h.  die  Gleichung  der  Ellipse.  Sie  ist 
sowohl  in  Bezug  auf  x  als  auch  in  Bezug  auf  y  rein  quadratisch, 
daher  ist  die  Ellipse  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Coordinatenaxen; 
diese  sind  die  Axen  der  Ellipse  und  werden  von  ihr  in  je  zwei  Punkten, 
den  Scheitelpunkten,  geschnitten,  die  in  den  Abständen  a  und  b  sym- 
metrisch zum  Nullpunkte  (Mittelpunkt  der  Ellipse)  liegen. 

Ähnlich  der  Gleichung  der  Ellipse  ist  die  Gleichung 


2  y2 

+  7t +  1=0 


x^   ,   y 

a2  "^  b2 


zusammengesetzt,  welche  durch  reale  Werte  von  x  und  y  nicht  be- 
friedigt werden  kann.  Man  nennt  das  von  ihr  repräsentierte  Gebilde 
eine  imaginäre  Ellipse. 

Wird  b  =  a,  also  e  =  0,  so  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  vom 
Radius  a,  und  ihre  Gleichung  in 

x^  -)-  y2  —  a2  =  0 

über.  Der  imaginären  Ellipse  entspricht  der  imaginäre  Kreis  mit  der 
Gleichung 

x2  +  y2-f  a2  =  0. 

II.  Die  Hyperbel  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  Abstände  von 
zwei  festen  Punkten  —  den  Brennpunkten  —  eine  constante  DiflFerenz 
haben. 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Annahmen  ist  jetzt 

r^  —  T^  =  ^  a, 

wobei  aber  a  <  e,  daher 

Ti^  — r22=:(ri+r2)(ri— r2)  =  (ri+r2)  2a  =  4ex, 
also 

r,  -4-  r.,  =  2  —  x. 

^    '     ^  a 

Aus  den  Gleichungen 

ri  +  r2  =  2  ^  x; 
r^  —  r2  =  2  a 
findet  man 
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r,  =  -  x  +  a; 

ii 


r., 


a. 


a 


Ebenso  wie  bei  der  Ellipse  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Hyperbel 


-.,+ 


a 


a 


y 1  1=  0 


oder  wenn  man  die  negative  Größe  a^  —  e^  =  —  b^  setzt: 


X' 


a^ 


b2 


r  —  1  =  0. 


Fig.  74. 


Auch  hier  fallen  die  Axen  der  Linie  mit  den  Coordinatenaxen  zu- 
sammen; von  den  zwei  Paaren  Scheitelpunkte  ist  nur  jenes  auf  der 
x-Axe  real. 

Die  Gleichung 

stellt  oflfenbar  auch  eine  Hyperbel  vor,  die  aber  nur  auf  der  y-Axe 
reale  Scheitelpunkte  besitzt. 

III.  Die  Parabel  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  Abstände  von 
einem  festen  Punkte  —  dem 
Brennpunkte  —  und  von 
einer  festen  Geraden  —  der 
Leitlinie  —  einander  gleich 
sind. 

Nimmt  man  den  Brenn- 
punkt F  T-l",  0 j  auf  der 
x-Axe     und     die     Leitlinie 

im  Abstände ^  parallel 

zur  y-Axe  an  (Fig.  74),  so 
dass  also  der  Brennpunkt  den 
Abstand  p   von  der  Leitlinie  hat,    dann  folgt  wegen  F  P  =  Pn  P  und 

FP'  =  KP^ 

oder  nach  Reduction 

14* 
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y2  =  2  p  X 

als  Gleichung  der  Parabel,  aus  welcher  man  sieht,  dass  die  Linie  zur 
x-Axe  symmetrisch  ist,  durch  den  Nullpunkt  geht  und  (p  positiv 
vorausgesetzt)  gänzlich  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  liegt. 

IV.  Das  aus  zwei  beliebigen  Geraden 

gi  =  0  und  g2  =  0 
gebildete  Geradenpaar  hat  die  Gleichung 

gig2  =  0 
oder  entwickelt 

ai  a2  x*^  +  bj  b2  y'^  +  (a^  b2  +  a2  bj)  x  y  -|-  (a^  Co  +  a^  cj  x  + 

+  (bi  C2  +  b2  Ci)y  4-  Ci  C2  =  0. 

V.  Alle  im  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen  sind  vom 
zweiten  Grade.  Die  von  ihnen  repräsentierten  Linien  sind  daher  von 
der  zweiten  Ordnung.  Entsprechend  den  besonderen  Annahmen  bei 
Ellipse,  Kreis,  Hyperbel  und  Parabel  ergaben  sich  unvollständige,  aber 
einfache  und  charakteristische  Gleichungsformen,  während  die  Gleichung 
des  Geradenpaares,  wo  keinerlei  Einschränkungen  bezüglich  der  Lage 
gemacht  wurden,  die  vollständige  Form  aufweist,  die  sich  auch  bei 
den  Kegelschnitten  eingestellt  hätte,  wären  bezüglich  der  Lage  der 
Brennpunkte  u.  s.  w.  allgemeine  Annahmen  gemacht  worden  —  die 
übrigens  durch  Transformation  der  betreffenden  Gleichungen  zu  er- 
zielen ist.  Man  schließt  daraus,  dass  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  x  und  y  eine  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel,  einen 
Kreis  oder  ein  Geradenpaar  vorstellen  kann.  Unter  welchen  Bedin- 
gungen einer  dieser  Fälle  eintritt  und  ob  auch  noch  andere  Linien  in 
Frage  kommen  können,  das  bildet  den  Gegenstand  besonderer  Unter- 
suchungen. 

31.  Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades.  Symbolische 
Bezeichnungen  und  Rechnungsoperationen.  Die  allgemeine Gleichun«,^ 
zweiten  Grades  wird  vortheilhaft  in  der  Form  geschrieben 

»u  X-  +  ^n y^  +  2 H'i^y  +  2ai3 X  4-  2a23 y  +  a33  =  0. 

Setzt  man 

a^  x2  4-  a22  y2  -f  2  aA2  X  y  -^  Q; 
2ai3X-f2a23y  =  L; 


Linien  zweiter  Ordnung.  213 

bezeichnet  ferner  das  ganze  Gleichungspolynom  mit  U,  so  ergeben 
sich  die  mehr  oder  minder  ausführlichen  Abkürzungen 

Q+L+C=0 
ond 

U  =  0. 

Die  an  das  Quadrat  eines  linearen  Trinoms  erinnernde  Form 
des  Gleichungspolynoms  führt  auf  dessen  Darstellung  durch  das 
symbolische  Quadrat 

UzzzlaiX  +  a^y  +  a^f, 

welches  so  zu  verstehen  ist,  dass  nach  Durchführung  der  angezeigten 
Rechnungsoperation  in  dem  erhaltenen  Ausdruck 

ai^x^  +  a-i^  y2  -|-  2 ai  a2  X y  +  2  ai  ag  X  +  2  aj  a3  y  +  »a^ 

an  die  Stelle  eines  Productes  aiak  der  symbolischen  Coöfficienten  ai 
und  ak  der  Coöfficient  aik  gesetzt  wird,  so  dass  aus  a^2  =  aj.ai  der 
Cogfficient  a^^.  aus  a^ .  sl^  d®^  Coefficient  ai2  entsteht  u.  s.  w.  Dadurch 
geht  dieser  Ausdruck  in  das  Gleichungspolynom  über.  Die  Einhaltung 
des  beschriebenen  Vorganges  möge  in  der  Folge  durch  geschweifte 
Klammern  angedeutet  und  auf  Productbildungen  ausgedehnt  werden; 
dabei  ist  zu  beachten,  dass  der  Gleichheit  der  Producte  ai .  ak  und 
ük .  di  die  Gleichheit  der  Coeffieienten  aik  und  aki  entspricht.  Eine 
wichtige  Form  des  Polynoms  U  geht  hervor,  wenn  man  das  symbolische 
Quadrat  als  Product  von  zwei  gleichen  Factoren  behandelt  und  den 
einen  mit  jedem  Theile  des  anderen  multipliciert.  Man  erhält 

ü  — {aix4-a.2y+a3}  {a^x  +  a^y +  a3} -^  (a^  x}  {ai  x4-a2  y+ag}  + 
+  {a2y}  {aix  +  a^y +  a3}4-{a3}  {aiX  ^-a^y +  a3}; 

lässt  man  hierin  bloß  die  symbolischen  Coeffieienten  in  die  zweiten 
Factoren  eingehen,  so  folgt 

U  =  (an  x4-ai2y-f-ai3)  x  +  (a.21  x -f- a.^2  7  +  a^s)  J  + 

"T"  (^31 X  ~r  %2  y  I  %»)? 

wo  nach  Durchführung  der  symbolischen  Operation  an  die  Stelle  der 
sie  anzeigenden  geschwungenen  die  gewöhnlichen  runden  Klammern 
getreten  sind.  Durch  Einführung  der  Bezeichnungen 
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Ui  n=  a^  X  -j-  8,12  y  "T"  ^131 
U2  ^  a2i  X  -[-  »22  y  "T  %3  1 

%  -  -  ^31  ^  ~r  %2  y  ~r  %3 1 

(aik  =  aki) 
wird 

U  =  Ui  X  +  U2  y  +  U3. 

Die  Einsetzung  der  Coordinaten  Xi,  ji  des  Punktes  Pi  in  die  Aus- 
drücke Ui,  U2j  U3,  U  soll  durch  Hinzufügung  des  einfachen  oder  doppelten 
Weisers  i  angezeigt  werden,  so  dass 

uiiZzaiiXi  +  ai2yi  +  ai3; 

U2i=  a2i  Xi  +  »22  yi  +  ^23? 

U3i=  a3i  Xi  +  032  yi  +  a33; 
^ii  —  W^i+^zyi  +  ^Y^  {ai  Xi  +  a2  yi  +  83}  {ai  xj  +  a2  yi  +  ag}  =z 

^  Uli  Xi  -f  U2i  yi"  +  U3i  =  a^i  xj^  -{-  a.^^  j^^  -j-  2  ai2  Xi  ji  -f  2  ai3  xi  + 

I    2  a23  yi  4"  %3- 

Das  öfter  auftretende  symbolische  Product  ungleicher  Factoren 
{ai  Xi  -j-  a2  yi  -|-  a3}  und  {a^  Xk  -|-  aj  yk  +  a3}  soll  je  nach  der  Reihen- 
folge  der   letzteren   mit  Uik  oder  Uu  bezeichnet  werden,   indem  man 

Uik  ^  {ai  Xi  -j-  a2  yi  +  a3}  (a^  Xk  +  »2  yk  +  %}  ^=  ^ü  ^^  +  ^21  yk  +  ^3^  '•> 
Uki  ^  {ai  Xk4-  a2  yk+  83}  (a^  xi  +  a2  yi  +  sl^}  ^  uik  Xi  -{-  ugkyi  +  ^sk 
setzt.  Beide  Ausdrücke  sind  offenbar  identisch: 

Uik  ^"  Uki  ^  a^  i  Xi  Xk  +  ^22  yi  yk  +  »12  (xi  yk  +  Xk  yi)  +  sl^^  (xi  -f  Xk)  -f 

+  »23  (yi + yk)  +  »33. 

Werden  in  demselben  Xk  und  yk  durch  x  und  y  ersetzt,  so  möge 
der  dadurch  entstehende  Ausdruck  mit  Ui  bezeichnet  werden,  so  dass 

Ui  ^  uiiX  -[-  U2iy  +  usi  :::^  u^Xi  -|-  U2yi  +  %• 

Durch  Einsetzung  der  Coordinaten  Xi,  yi  oder  Xk,  yk  des  Punktes  Pi 
oder  Pk  geht  der  Ausdruck  Ui  in  Uü  oder  Uik  über. 

Nach  den  vorstehenden  Ausführungen  sind  die  folgenden  Be- 
zeichnungen leicht  verständlich: 

Q— {aix+aayf; 
Q,i  =  {a^  Xi  +  a2  yi}^ 
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=  (an  a  +  ai2  ß)  a  +  (a2i  a  +  a22  ß)  ß  "~  v^  a  +  V2  ß; 
v^iEaii  a  +  ai2  ß;  ^2  ~^'  »21  a  +  a22  ß;  V3  --agi  a-f  a32  ß; 

Vii  ={ai  tti  +  a2  ßi}^  ee:  Vü  ai  +  V2i  ßi; 

vii  ^ aj  1  ai  4-  ai2  ßi ;  V2i  —  a2i  ai  +  3.22  ßi ;  vsi  1^  ay^  ai  -|-  a32  ßi; 
Vik=  {ai  cLi  +  a2  ßi}  {ai  ak  +  a2  ßk}  ""  Vn  a^  -f  V2i ßk', 
Vki={aiak4-a2ßk}  {a^  ai  +»2  ßi}  =  vik«!  -f  v^kßi; 

Vik  =Z  Vki  ^  a^  i  «i  ttk  +  »22  ßi  ßk  +  »12  («i  ßk  +  «k  ßi). 

32.  Die  Discriminante.   Die  aus  den  Coefficienten  der  linearen 
Ausdrücke 

^1  =^»11  ^~r»i2y  "r»i3i 


»21  ^  ~r  »22  y  "I     »23 1 
»31  ^     I    »32  y  "I     »33 


gebildete,  wegen  aik  =  aki  symmetrische  Determinante 


»II    »12    »13 


A  —  '  a2i  a22  a2j 


23 


.  »31    »32    »33  1 

wird  die  Discriminante  der  Gleichung  U  =  0  genannt.  In  ihr  sind  die 
Unterdeterminanten  der  Elemente  der  Hauptdiagonale  symmetrisch 
und  jene  der  symmetrisch  zu  dieser  Diagonale  liegenden  Elemente 
einander  gleich: 

Aj,  =  a22  »33       »23'?  A12  - 

A22  =  »11  »33         »13   ?   Ai3  = 

A33  =  a^  ^  a22       ^['i  1  ^23  = 

Mit  Rücksicht   auf  die  Eigenschaften   reciproker  Determinanten 
findet  man  (Determ.  Art.  13,6) 


—  A22  A33       A23" —  »11  A; 


A21          »13  »23 

»12  »33 

A31          »12  »23 

»13  »22  ( 

A32          »12  »13 

»23  »l l  ) 

^22 

A,3 

A32 

-^33 

Ai. 

-^13 

1A3, 

^33 

-^12 

-^13 

-^32 

-^33  , 

—  A|  ^_  A33       Ai3  —  a22  A; 


—  Ai3  A23       Ap2  A33  — •ai2  Aj 


also  wenn  A33  =  0, 

A23  =  a^i  A;  — A|3-  =  a22A;  Ai3A23=a£2A.  .     .     (48 
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Demnach  haben  dann  a^  und  8L22  gleiche  Vorzeichen,  während  A 
diesen  beiden  Coöfficienten  entgegengesetzt  bezeichnet  ist.  Wenn  hin- 
gegen A  =  0,  so  folgt  aus 

^22  -^33  ^^^  -^23    1    -^It  -^33  =  -^13  J 

dass  die  Unterdeterminanten  A^^,  A22,  A33  gleich  bezeichnete  Größen 
sein  müssen.  Wenn  schließlich  A  =  0  und  A33  =  0,  so  ist  auch  Ajg^O 
und  A23  =  0.  Da  nun  au  Aki -|- ai2  Ak2  =  0  (1,11=  1,2),  verschwinden 
A,  |,A227Ai2  in  diesem  Falle  nur  gleichzeitig. 

33.  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten 
Grades.  Die  Transformation  der  Gleichung  U  =  0  auf  ein  neues  Co- 
ordinatensystem  (x',  y'),  dessen  Axen  den  alten  im  gleichen  Sinne 
parallel  sind,  geschieht  mit  Hilfe  der  Transformationsgleichungen 

X  =  Xo  +  x'; 

y=yo  +  y'5 

wenn  Pq  der  neue  Nullpunkt  ist.  Dadurch  geht  die  Gleichung 

{aiX  +  a2y  +  a3f  =0 
in 

{ai  (xo  +  x')  +  a2  (yo  +  yO  +  ag}^  =  0 
oder 

{(ai  x'  +  a2  yO  +  (a^  Xo  +  a2  yo  +  b,^)V  =  0, 

also  nach  Durchführung  der  angezeigten  Operation  und  Weglassung 
der  Strichweiser  in 

Q  +  2u,oX  +  2u2oy  +  Uoo  =  0 (49 

über.  Der  Übergang  auf  das  beliebige  neue  Coordinatensystem,  dessen 
Nullpunkt  Po  ist  und  dessen  Axen  x'  und  y'  die  ßichtungscoordinaten 
a^,ß^  und  a25ß2  haben,  wird  durch  die  Gleichungen 

x  =  Xo  +  aiX'  +  a2y'; 

y  =  yo  +  ßix'  +  ß2y' 

vermittelt.  Man  erhält 

{a,  (xo  +  a^  X'  +  a2  y')  +  a2  (yo  +  ßi  x'  +  ß2  y')  +  a3}'  =  0 
oder 

{(ai  «i  -f  a2  ßi)  x'  +  (ai  «2  +  a2  ßi)  y'  +  (a^  x^  +  a2  yo  +  as)^  =  0. 

woraus  durch  Ausführung  der  angezeigten  Operation  und  Weglassung' 
der  Strichweiser  die  Gleichung 
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+  2(Uioa2  +  n2oß2)y  +  Uoo  =  0 (50 

hervorgeht.    Man   überzeugt   sich  leicht,   class  V^i -|- V22  =  aii -j- 022', 
V^  ^  V22  —  V|2^  =  »11  a22  —  Si[2^  (Invarianten). 

34.  Schnittpunkte  der  Linien  zweiter  Ordnung  mit  den 
Coordinatenaxen  und  mit  beliebigen  Geraden.  Die  Schnittpunkte 
der  Linie  U  =  0  mit  den  Coordinatenaxen  sind  durch  die  Gleichungs- 
systeme 

y=or^^  x=o; 

dargestellt.  Aus  denselben  folgen  die  Gleichungen 

aiix2  4-2ai3X  +  a33  =  0  und  a22y2  +  2a23y  +  a33  =  0, 

durch   deren   Auflösung   sich   die   Abstände    der   Schnittpunkte   vom 
Nullpunkte  des  Coordinatensystems  ergeben: 


^13  IL    r  ^13  »11  »33  ^13  jl    K         -^22 


au  »u  ,  (51 


I 


/7     • 

Y  =  ^»  IL    r»23  »22  »33       ■  »23   IL    V -^11  j 

»90  »99  / 


»23 


daher  wird   die  Linie  von  jeder  Axe  in  zwei  Punkten  geschnitten,  die 
real  getrennt,   zusammenfallend    oder  imaginär  sein   können,  je  nach- 

dem  bezüglich  der  x-Axe  A22  ^0,  bezüglich  der  y-Axe  A^  ^0. 

Die  Schnittpunkte  der  Linie  U  =  0  mit  der  Geraden  PiPk  er- 
geben sich  aus  folgender  Betrachtung:  Der  Schnittpunkt  P  habe  in 
Bezug  auf  die  Punkte  Pi  und  Pk  das  Theilverhältnis  X.  Seine  Coor- 
dinaten 

Xi  —  Xxk         yi  — ^yk 

genügen  der  Gleichung  der  Linie 

{a^x  +  a^y +  a3}^  =  0; 
durch  Einsetzung  erhält  man 

f     Xj-Xxk  yi-Xyk    ■  l->.    r^_ 

i^i     1_X    +^2    i_;^     +»3    !_;,    |-ü. 
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nach  Weglassiing  des  Factors r-^  und  Trennung  der  Glieder  mit 

oder,  ohne  X  ergibt  sich 

{(ai  Xi  +  ao  yi  +  aa)  —  X  (a^  Xk  +  a^  Jk  +  ag)}^  =  0 

und  nach  Ausführung  der  symbolischen  Operation: 

Uli  — 2UikX  +  UkkX2  =  0; (52 

da  sich  aus  dieser  in  X  quadratischen  Gleichung  zwei  reale,  ver- 
schiedene oder  gleiche,  oder  zwei  imaginäre  Werte  für  X  ergeben, 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

»Eine  Linie  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  zwei 
Punkten  geschnitten,  die  real  getrennt,  zusammenfallend  oder  imaginär 
sein  können.« 

Aus  dem  berechneten  Theilverhältnisse  eines  Schnittpunktes  er- 
geben sich  seine  Coordinaten  ohne  Schwierigkeit. 

Um  die  Punkte  zu  ermitteln,  in  welchen  die  Linie  U  =  0  von 
der  Geraden  getroflfen  wird,  die  durch  den  Punkt  Poi'^o^Jo)  S^^^  ^^^ 
die  Richtungscoordinaten  a,  ß  hat,  bezeichnet  man  mit  r  den  un- 
bekannten Abstand  eines  derselben  von  P^ ;  die  Coordinaten  x  =  Xq  -)-  ra; 
y  =  yQ  -f"  r  ß  dieses  Punktes  genügen  der  Gleichung 

{a^x-f  a2y +  a3}^  =  0, 
so  dass  man 

{ai  (xo  +  r  a)  -[-  a2(yo  +  r  ß)  +  a3}^  =  0 
oder 

{(ai  a  +  a^  ß)r  +  (a^  Xq  +  a^yo  +  a3)}^  =  0 

erhält,  woraus  die  Gleichung 

Vr2  +  2(u,oa  +  u2oß)r  +  Uoo=0     ....    (53 

für  die  Berechnung  von  r  folgt,  welche  die  Existenz  von  zwei  Schnitt- 
punkten neuerlich  bestätigt. 

A  nf  gäbe. 

Man  bestimme  die  Schnittpunkte  der  Linie 

] 8 x2 -)-  18 y2 -f  10xy  —  120x  —  118y +  192  =  0 

mit  den  Coordinatenaxen,  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  P,  (7,  2),  Fi(—'\,^h 
ferner  mit  der  durch  den  Punkt  P,,  ( — 1,1)  und  die  Richtung  1  :  2  bestimmten  Ge- 
raden. Für  die  allmähliche  Berechnung  der  Werte 
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Uli,  U2i5  Usi,    Uii  :-  -  Uli  Xi  -f  ^21  yi  +  U3i,    Uik  —  Uli  Xr  +  U2i  yk  +  Usi, 

bediene  man  sich  hiebei  der  Discriminante. 

35.  Die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades.  Die  geometrische 
Bedeutung  der  homogenen  Gleichung 

Q  =  0  oder  a^  x^  -|-  su^-,  Y^  "1"  2  ai2  x  y  =  0 

ergibt  sich  durch  die  Zerlegung  des  Polynoms  Q  in  lineare  Factoren. 
Durch  Division  mit  y^  geht  nämlich  die  Gleichung  über  in 

^ii(y-)   +2ai2(^^  +  a22=0,- 

X  •  .       . 

oder  wenn  man  -  =  z  setzt,  in  die  quadratische  Gleichung 

%/ 

aji  z"^-(-2ai2Z-|-a22  =  0 (54 

mit  den  Wurzeln 


a, 


„  ^12   \    y  Q't2        ^11  ^22  ~  ?i2_rTLL"     33  . 


^1 


an  a^i 


^12  y  ^12  ^U  ^22   ^12  V        -^33  . 


^11  ^11 


die  also  in  der  Form  (siehe  Art.  29) 

(z  — Zi)(z  — Z2)  =  0 

dargestellt  werden  kann.  Durch  die  ßücksubstitution  z  =       und  Multi- 

y 

plieation  mit  y'-^  geht  daraus  die  Gleichung 

(x  — ziy)(x— Z2y)  =  0 
hervor,  welche  die  Geraden  g^  und  g2  mit  den  Gleichungen 

X  —  Zj  y  =  0  und  x  —  Z2  y  =  0 
vorstellt.  Diese  Geraden  gehen  durch  den  Nullpunkt,  sind  real  getrennt, 
zusammenfallend  oder  imaginär,  je  nachdem  Agg^  0;  sie  haben  offenbar 

die  Richtungsverhältnisse  z^:  1  und  Z2  :  1,  durch  welche  ihre  positiven 

Richtungen  angegeben  werden. 
Demnach  ist 

Z|^  ""—  Zo 


tan  g,  g,  =  ^ -_^-^ 
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oder,  weil  (Art.  29)  z^  —  Zj  =  ^^ ^-  ;  z,  Z2  —   ^'^ 


_2]f-A, 


ann 


&n  aji 


2  Y—  A33 
tan  gl  g,  =  -V^' 


Sind    die  Geraden   za   einander  senkrecht,    ist    also   gig2=  9^ 
tan  gl  g2  =  00,  so  muss 

sein.  Ersetzt  man  dementsprechend  in  der  Gleichung  Q  =  0  den 
Cogfficienten  SL22  durch  — a^  und  dividiert  dann  durch  a^^,  so  erhält 
man  • 

x2  — y24.2^^^xy  =  0, 

oder,  ^~  =  X  setzend, 

x2  — y2-|-2Xxy  =  0 


^11 


^11 


als  charakteristische  Gleichungsform   für  ein  Paar   zu  einander  senk- 
rechter Geraden. 

Die  Gleichung  des  Paares  Winkelhalbierungslinien  ergibt  sich 
durch  folgende  Betrachtung.  Wird  der  hohle  Winkel  gig2  durch  die 
Gerade  g  halbiert,  so  ist  gig  +  g2g  =  05  daher  auch  tan  gig-f 
-(-  tan  g2  g  =  0.  Ist  nun  P  (x,  y)  ein  Punkt  von  g,  hat  also  diese  Gerade 
das  ßichtungsverhältnis  x  :  y,  so  findet  man  aus  den  Richtungsverhält- 
nissen 

gl  .  .  .  zj  :  1 ;  g2  •  •  •  Z2  :  1 ; 

g    •  •  .  X  :y;  g    .  .  .  x  :  y; 


mithin  ist 


z,  y  —  x  z.,  y  —  X 

tan  fiTi  ff  =  — ^ — i —  ;   tan  ffo  g  =  — ^ — ■, —  ; 

^^^        ZjX-fy'  ^^^        Z2X-[-y' 


ZiX  +  y         Z2X+y 
oder  geordnet 

(z,  -f  Z2)  x2  —  (Zi  +  Z2)  y2  —  2  (zi  Z2  —  1)  X  y  =  0. 

und  weil 

I       J  aj  2  a22 

^1     I    ^2 "T        '1   2|  ^2 ~^ 


^U  ^11 


nach  einfacher  ßeduction 
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x2_y2^?22JZ_?lixy=0 (55 

die  Gleichung,  welcher  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  in  Betracht 
gezogenen  Winkelhalbierungßlinie  gentigen  müssen,  die  aber  der  Form 
nach  zwei  zu  einander  senkrechte  Geraden,  folglich  beide  Winkel- 
halbierungslinien vorstellt.  Da  für  diese  Gleichung 


'   —  —  1  —  r?^2j:i^ii.Y  ^  Q 


d.  h.  A'33  immer  negativ  ist,   sind   die  Winkelhalbierenden  immer  — 
auch  beim  imaginären  Geradenpaar  —  real. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

15x24- 21  y2  +  44xy  =  0 

stellt  ein  reales  Geradenpaax  vor,  weU 

A33  =  15  .  21  —  222  =  — 169  <  0. 

Dorch  Auflösung  der  Gleichung 

15z2-f  44z +  21=0 

erhält  man 

_     3      _     7 

z,— —  g^;  Z2  — —  3, 

also  sind  die  Gleichungen  der  einzelnen  Geraden 

5x4-3y  =  0  und  3x4-7y  =  0. 

Ferner  ist 

2 . 13  13 

tan  g,  g,  =  j-^-p^i  =  18  • 

Die  Winkelhalbierenden  sind  durch  die  Gleichung 

oder 

22x^  — 22y2+6xy  =  0 

repräsentiert. 

h)  Die  Gleichung 

4  x2  -|-  5  y'^  -|-  ^  ^  y  =  0 
stellt  ein  Paar  imaginärer  Geraden  vor,  weil 

A^3  =  20  — 4  =  16>0. 
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Hier  ist 

_  1      ...  _        1 

z^  —        2   -f- 1;      Z.2  —       2        1. 

Die  Gleichungen  der  einzelnen  Geraden  sind  daher 

2x  +  (l-2i)y  =  0; 
2x  +  (l  +  2i)y  =  0. 

tan  gl  g2  =     g- 


Femer  ist 


nnd  die  Gleichung  der  Winkelhalbierangslinien 

4x2  — 4y2-|-2xy  =  0. 

e)  Die  Gleicliung 

25x2  +  9y24-30xy  =  0 

stellt  ein  Paar  zusammenfallender  Geraden  vor,  weil 

A33  =  9.  25  — 152  =  0. 

In  der  That  kann  sie  leicht  auf  die  Form 

(5x  +  3y)2  =  0 

gebracht  werden. 

d)  Man  untersuche  die  Gleichungen 

4x2  +  29y2— 20xy 
x^  -|-    5  y2  -)-    2  X  y 

6x2— 10y2— llxy 

10x2+    6y2  +  19xy 

x2  +    2  y2  —    2  X  y 


=  0 
=  0 
=  0 
=  0 
=  0 


a 


a- 


0; 


^  -  =  0- 


1 


x2+  y2=0; 
xy   =0. 

36.  Tangenten  und  Polaren  der  Linien  zweiter  Ordnung. 
Die  Schnittpunkte  P'  und  P"  der  Linie  U  ^  0  mit  der  Geraden  Pi  Pk 
(Art.  34)  sind  durch  die  Gleichung 

Uu  — 2Uia  +  UukX2=0 
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bestimmt,   aus   welcher   sich   nämlich  ihre  Theilverhältnisse  in  Bezug 
auf  die  Punkte  Pi  und  Pk*. 


,,_uik+ruik'^-ü.iUick 

ergeben.  Soll  die  Linie  von  der  Geraden  berührt  werden,  müssen  die 
Punkte  P'  und  P"  zusammenfallen,  die  Theilverhältnisse  also  gleich 
werden,  was  nur  eintreten  kann,  wenn 

UiiUkk  — Uiw2  =  0. 

Versteht  man  unter  Pi  einen  festen,  nicht  auf  der  Linie  lie- 
ofenden  Punkt  (Uii^O),  so  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  Pk  der  Gleichung 

UiiU-Ui2  =  0 (56 

genügen  müssen,  damit  die  Gerade  Pi  Pk  eine  Tangente  der  Linie  sei, 
d.h.  damit  Pk  auf  einer  durch  den  festen,  gegebenen  Punkt  Pi  gehen- 
den Tangente  liege.  Daher  stellt  diese  Gleichung  die  Gesammtheit 
der  Tangenten  vor,  die  aus  dem  Punkte  Pi  an  die  Linie  gelegt  werden 
können  und  weil  sie  vom  zweiten  Grade  ist,  gibt  es  nur  ein  Paar  solcher 
Tangenten.  Je  nach  der  Lage  des  Punktes  Pi  ist  dieses  Tangenten- 
paar real  oder  imaginär.  Die  Berührungspunkte  ergeben  sich  als  ge- 
meinsame Punkte  des  Tangentenpaares  und  der  Linie  aus  dem 
Gleichungssystem 

Uii  U  —  Ui2  =  0 


U 


=  0/ 


oder,   weil   sich    die  erste  Gleichung    wegen    der    zweiten   auf  Ui  =  0 
reduciert,  aus 

Ui  =  Ol. 


U 


=  01 
=  0j 


sie  sind   also  die  Schnittpunkte  der  Linie  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Geraden  pi,  deren  Gleichung  Ui  =  0  in  den  beiden  Formen 

Uli  X  +  U2i  y  +  usi  =  0  j 

ui  Xi  +  U2  yi  -!-  U3  =  0 ^57 

(Uii  ^  0 ) 
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geschrieben  werden  kann.  Die  Gerade  pi  wird  die  Polare  des  Punktes 
Pi  und  dieser  wieder  der  Pol  der  Geraden  pi  in  Bezug  auf  die  Linie 
zweiter  Ordnung  genannt. 

So    wie    die  Polare    durch    den    Pol,    ist    auch    der  Pol  durch   die  Polare  voll- 
kommen bestimmt.  Denn  soll  die  Gleichung 

ai  X  -|-  bi  y  -j-  Ci  ==  0 

die  Polare  eines  Punktes  Pi  vorstellen,  muss  die  Identität 

Uli  X  -{-  ii2i  y  +  ^31  ^  o  (ai  X  -f-  bi  y  +  Ci) 

bestehen,  wenn  g  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet,  und  daraus  folgen  die  Glei- 
chungen 

Uii=oai; 

U2i  =obi; 

Usi  =  0  Ci. 

Addiert  man,  nachdem  man  mit  A, ,,A2t,A3i,  dann  mit  A(2}A22A32,  endlich 
mit  Ai3,  A23,  A33  multipliciert  hat,  so  ergibt  sich 

A  Xi  =  0  (All  ai  +  A21  bi  -f  A31  ci); 
A  yi  =  0  (A12  ai  -|-  A22  bi  -f  A32  Ci); 
A     =o(Ai3  ai  -f  A23  bi  4-  A33  c); 

also 

Xi  =  Aiiai4-Ai2bi  + AiaCi  ^ 
Ä31  ai  4-  A32  bi  +  A33  Ci 
A21  ai  -|-  A22  bi  -}-  A23  Ci 

^f    ■  ^^3m  -■■■■■  .1  II  ■ 

A31  ai  4- A32  bi  4- A33  Ci 

womit  der  Pol  durch  seine  Coordinaten  festgelegt  erscheint. 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  immer  real,  auch  wenn  die  Tan- 
genten aus  demselben  und  mit  ihnen  die  Berührungspunkte  imaginär 
sind;  sie  bietet  in  dem  letzteren  Falle  das  Beispiel  einer  realen  Ver- 
bindungslinie imaginärer  Punkte. 

Wird  auf  der  Polare  des  Punktes  Pi  ein  Punkt  Pg  angenommen, 
dessen  Coordinaten  also  der  Gleichung  Ui  =  0  gentigen  müssen,  so 
dass  Uia  =0  wird,  dann  geht  die  Gleichung 

Uii  — 2Ui,X4-UssX2  =  0, 

aus  der  die  Theilverhältnisse  der  Punkte  zu  berechnen  sind,  in  welchen 
die  Linie  von  der  Geraden  PiPg   getroflFen  wird,  in 

Uii4-UggX2  =  o 

über  und  ihre  Wurzeln  X',a"  sind  nun  entgegengesetzt  gleich.  Daher 
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sind  die  TreflFpunkte  P'  und  P"  harmonisch  zu  den  Punkten  Pi  und 
Pg.  Die  Polare  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von 
dem  Pole  harmonisch  getrennt  ist  durch  die  Punkte,  in  welchen  die 
Verbindungslinie  beider  die  Linie  zweiter  Ordnung  triflft  und  sie  kann 
mit  Hilfe  dieser  Eigenschaft  construiert  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
zieht  man  durch  den  Pol  Pi  zwei  beliebige  Geraden  g^  und  gj,  welche 
die  Linie  in  den  Punkten  P'i,P"t  und  P'2  ^"2  schneiden.  Diese  vier 
Schnittpunkte  bestimmen  ein  vollständiges  .Viereck,  von  dem  g^  und 
g2  ein  Paar  Gegenseiten  sind;  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
der  beiden  anderen  Paare  Gegenseiten  (die  dem  Diagonalpunkte  Pi 
gegenüberliegende  Diagonale)  ist  die  gesuchte  Polare. 
Von  der  Gleichung 

UiiU  — Ui2  =  0 

des  Tangentenpaares  aus  dem  Punkte  Pi  an  die  Linie  U  =  0  ausgehend, 
gelangt  man  zu  der  Gleichung  der  Tangente  in  einem  Punkte  derselben, 
wenn  man  den  Punkt  Pi  auf  die  Linie  rücken  lässt.  Dadurch  wird 
Uii  =  0,  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  geht  in 

Ui2=0 

über  und  stellt  nun  die  doppelt  zählende  Gerade  Ui  =  0  vor,  in  welcher 
Polare  und  Tangentenpaar  zusammenfallen,  welche  also  die  Tangente 
der  Linie  in  dem  Punkte  Pi  ist,  zugleich  aber  auch  die  Polare  dieses 
Punktes.  Daher  ist  eine  Tangente  die  Polare  ihres  Berührungspunktes. 
Die  durchgeführte  Untersuchung  zeigt,  dass  die  Gleichung 

Ui  =  0 (58 

die  Polare  oder  Tangente  des  Punktes  Pi  repräsentiert,  je  nachdem 
Uii^O  oder  Uii  =  0  und  dass  der  letztere  Fall  als  ein  specieller 
des  ersteren  angesehen  werden  kann,  so  dass  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes analog  jenen  des  Poles  berechnet  werden  dürfen, 
wenn  die  Tangente  durch  ihre  Gleichung  gegeben  ist. 

Anmerkung.  Die  Gleichung 

V  r2  4- 2  (u,o  a  +  u.,,  ß)  r  4- U.,0  =  0 

'Art.  34),  welche  die  Schnittpunkte  einer  durch  den  Punkt  P^  und  die  Richtungs- 
coordinaten  a,  ß  gegebenen  Geraden  mit  der  Linie  U  =  0  bestimmt,  indem  sie  die 
Abstände  derselben  von  Pq  angibt,  hätte  auch,  jedoch  minder  vortheilhaft,  dem 
Tangentenproblem  als  Grundlage  dienen  können.  Sie  soll  hier  benützt  werden,  parallele 
Tangenten  gegebener  Richtung  zu  ermitteln.  Damit  die  Linie  von  der  Geraden  berührt 
werde,  müssen  die  Schnittpunkte  zusammenfallen,  d.  h.  die  angefahrte  Gleichung  muss 
gleiche  Wurzeln  ergeben.  Dazu  ist  nöthig,  dass 

BudisarJjevic  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  T.  Bd.  15 
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sei,  also  müssen  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  der  Gleichung 

VU  — (u,a  +  U2ß)2  =  0 (59 

genügen,  wenn  er  auf  einer  Tangente  von  gegebener  Kichtung  a  :  ß  liegen  soll,  und 
weil  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  stellt  sie  zwei  parallele  Tangenten  dieser 
Richtung  vor.  Ersetzt  man  die  Abkürzungen  V,  U,  Up  u,  durch  die  entsprechenden 
Ausdrücke  und  ordnet,  so  erhält  man 

A33ß2x2^_A,3a2y2-2A33aßxy  +  2(A.,3a-A,3ß)ßx  + 
+  2(Ai3ß-A2,a)(xy  +  A.,.,a2  +  Auß2-2A,.,aß  =  0 

als  Gleichung  des  Paares  paralleler  Tangenten.  Bezeichnet  man  deren  Discriminante  mit 
A',  ihre  Unterdeterminanten  mit  A'ik,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 

A'  =  0;  A'33  =  0;  A',,  =  Aa2V;  AV2  =  Aß2V. 

Die  Schnittpunkte  der  Tangenten  mit  den  Coordinatenaxen  und  folglich  die  Tangenten 
selbst  (Art.  34)  sind  also  imaginär,  wenn  A.V^O;  real,  wenn  A.V<]0;  vereinigt, 
wenn  A  .  V  =  0,  d.  h.  (A  nicht  verschwindend  vorausgesetzt)  V  =  0.  Ist  A33  =  0,  so 
verschwinden  die  quadratischen  Glieder  der  Gleichung,  sie  stellt  dann  nur  eine  Tangente 

2  (A.J3  a  —  A,3  ß)  ß  X  +  2  (Ai3  ß  —  A.,3  a)  a  y  +  A,^  a^  + 

+  Auß2  — 2A,.,aß  =  0 

vor,  während  die  zweite  als  in  das  Unendliche  gerückt  anzusehen  ist. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Gegeben  sei  eine  Linie  durch  die  Gleichung 

x*  +  3y2  +  2xy  — 4x+2y  — 41  =  0 

mit  der  Discriminante 

11  —  2 

A=        13  1  ' 

—  2    1    —41 

und  der  Punkt  P^  (3,  4).  Die  Elemente  der  1.,  2.,  3.  Zeile  der  Discriminante  sind  die 
Coöfficienten  der  Ausdrücke  u,,  u^,  Uj.  Daher  findet  man 

u,o=  1.3-^1.4—2=  5 
U..0  =  1 .  3  -f  3  .  4  ^  1  =  16 
uj,  =  — 2  .  3  -t-  1  .  4  —  41  =  —  43 

Uoo  =  "lo  Xo  +  u>o  yo  -j-  ";to  =  ö  .  3  +  16  .  4  — 4b  =  36, 

d.  h.  der  Punkt  P^  liegt  nicht  auf  der  gegebenen  Linie.  Demnach  ist  die  Gleichung 
seiner  Polare: 

5x-^  I6v  — 43  =  0. 
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seines  Tangentenpaares: 

36(x2-|-3y2  +  2xy  —  4x  +  2y  — 41)  — (5x  +  16y  — 43)2  =  0 

oder  geordnet 

11  x2  ~  148  y2  —  88  X  y -f  286  X -f  1448  y  —  3325  =  0. 

•  j 

Man  zeige,  dass  das  Tangentenpaar  real  ist  (Schnittpunkte  mit  den  Coordinatenaxen).  ' 

Für  den  Punkt  Pi  (2,  3)  ist 

uii=3;  U2i  =  12;  U8i  =  — 42;  Uii  =  0; 

«r  liegt  demnach  auf  der  Linie  und  die  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  ist 

x  +  4y— 14  =  0. 

Nun  sei  die  Polare 

5x  +  12y  +  50  =  0 

des  zu  suchenden  Poles  Pk  gegeben.  Dessen  Coordinaten  sind 

_  — 124  .  5  +  39  .  12  +  7  .  50  _    198     _ 
^^~      7  .  5  —  3  .  12  +  2  .  50       ~"      99     ~    ' 

_     39  .  5  —  46  .  12  —  3  .  50     _  —495  _  _  . 
^•^  ~  99  ~     99     ~"        ' 

also 

Ulk  =  —  5;  U2k  =  — 12;  U3k  =  — 50;  Ukk  =  0; 

demnach    liegt    der  Pol    auf   der  Linie    und  die  gegebene  Gerade    ist    eine  Tangente 
derselben. 

Behufs  Aufstellung  der  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  der  Richtung  1  :  1 
berechnet  man 


\'2'  "^   ]fr 


_  1.  1  +  1.1  _    2   j 

_1.1  +  3.1_    4    V  ]l2'Y2'^y~2'Y2  2' 

^'~     1/2     ~r2") 

„  a^n  a_(^  +  y-2)  +  (x  +  3y  +  l)_2x  +  4y-l 

und  hat  nach  Weglassung  des  Factors   -^ 

6(x2-f-3y2  4-2xy  — 4x-|-2y  — 41)  — (2x  +  4y  — 1)2  =  0 

oder  geordnet 

2x2  +  2y2  —  4xy  —  20x+20y  — 245  =  0 

als  gesuchte  Gleichung. 

15* 
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b)  Bei  der  Ellipse  oder  Hyperbel 


2 


a' 


+ 


r2 


7.  —1  =  0 


ist 


A  = 


a' 


0       0 


0     +p       0 
0  0—1 


n      —  ^  •    n      —  4-   7?.  .   „      — 1  . 


für  den  Punkt  Py  daher 

a*  '     "^       —  |j2 

die  Gleichung  der  Polare  oder  Tangente  ist  also 

^±^^-1  =  0, 

und  zwar  der  Polare,  wenn 


a2   ^'h^ 


0; 


der  Tangente,  wenn 


a 


2  yj 

-  4-  yo 1=0 


x..^      ,     Jo"  1  _ 


o)  Bei  der  Parabel 


ist 


y2  — 2px=0 


0        0    — p 
A=        0         10 

i-P        0         0 

Demnach  für  P^: 

1^10  =  — p;  ^o=yo;  ^zo  =—v^o- 

Daher  stellt  die  Gleichung 

—  px  +  yoy  — px„  =  0 

oder 

die  Polare  oder  Tangente  Ton  Pq  vor,  je  nachdem 


oder 


d)  Da 


und  für  den  Nullpunkt 


yo^  —  2  p  Xo  =  0. 
Ui  =:  U^Xi  -}-  Uo  Vi  +  U3 
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Xi  =  yi  =  0, 
80  hat  die  Polare  oder  Tangente  desselben  die  Gleichang 

die  Gleichung  des  Tangentenpaares  aus  dem  Nullpunkte  aber  ist 

a33  U  —  Ug^  =  0. 

e)  Gegeben  sei  die  Linie 

x^  +  y^+2xy—2x -^67  —  23  =  0; 

man  bestimme  die  Polare  und  das  Tangentenpaar  des  Nullpunktes,  ferner  des 
Punktes  Pi  (4,  —  5);  untersuche,  ob  die  Gerade  3x4^2y  —  18^0  eine  Tangente 
der  Linie  ist  und  ermittle  das  Tangentenpaar  von  der  Richtung  2:1. 

f)  Es  soll  das  Tangentenpaar  aus  dem  Nullpunkte  an  die  Linie 

2xy  — 12  =  0 

bestimmt;  ferner  a  derart  berechnet  werden,  dass  die  Gerade 

ax  +  3y  — 12  =  0 

eine  Tangente  dieser  Linie  werde.  Dann  berechne  man  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes dieser  Tangente. 

g)  Die  zu  den  Richtungen  1  :  2  oder  1  :  1  parallelen  Tangenten  der  Linie 

5x2-f  y2  — 2  xy  —  4x  —  6y  4-11  =  0 

ZU  ermitteln. 

37.  Unendlich  ferne  Punkte  der  Linien  zweiter  Ordnung. 

Für  die  Beurtheilung  der  Gestalt  einer  Linie  ist  es  von  Bedeutung, 
zu  wissen,  ob  dieselbe  nach  irgend  einer  Richtung  in  das  Unendliche 
verläuft,  d.  h.  ob  sie  unendlich  ferne  Punkte  besitzt  Um  sich  hier- 
über Aufschluss  zu  verschaflFen,  untersucht  man,  unter  welcher  Bedin- 
gung eine  durch  den  festen  Punkt  Pq  gelegte  Gerade  die  Linie  in 
einem  Punkte  trifft,  dessen  Abstand  von  Pq  unendlich  groß  ist.  Wenn 
a,  ß  die  Richtungscoordinaten  der  Geraden  sind,  ergeben  sich  die 
Abstände  ihrer  Treffpunkte  (Art.  34)  aus  der  Gleichung 

Vr2  +  2(u,oa  +  u,oß)r  +  Uoo  =  0 

und  diese  hat  eine  unendlich  große  Wurzel,  wenn  (Art.  29)  der  Coeffi- 
cient  von  r^  verschwindet,  also 

V  =  0 
oder  ausgeschrieben 

»n  a^  +  »22  ß^  +  2  ai2  a  ß  =  0 
ist.  Dividiert  man  mit  ß^,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 
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an  und  durch  Auflösung  erhält  man  die  beiden  Richtungs Verhältnisse: 

°^!.^— ai2  +  K— A33. 
ßi  au 


^2  a^i 

welche   zwei   Geraden  von   der   verlangten  BeschaflFenheit   bestimmen. 

Diese  sind  real  getrennt,  vereinigt  oder  imaginär,  je  nachdem  A33=0. 

Im  ersten  Falle  hat  die  Linie  zwei  reale  unendlich  ferne  Punkte, 
d.  h.  sie  verläuft  nach  zwei  Richtungen  in  das  Unendliche.  Im  zweiten 
fallen  die  unendlich  fernen  Punkte  zusammen,  die  Linie  verläuft 
nur  nach  einer  Richtung  in  das  Unendliche  und  wird  dort  von  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene,  mit  der  sie  zwei  vereinigte 
Punkte  gemein  hat,  berührt.  Im  dritten  endlich  sind  diese  Punkte 
imaginär,  die  Curve  befindet  sich  vollständig  im  endlichen  Bereich. 
Den  weiteren  Betrachtungen  vorgreifend,  mögen  den  Linien  schon 
jetzt  die  Namen 

Hyperbel  (A33<0); 

Parabel     (A33  =  0) ; 

Ellipse      (A33  >  0) 

beigelegt  werden  und  das  Verschwinden  der  Discriminante,  welches,  wie 
sich  später  zeigen  wird,  ein  Geradenpaar  ankündigt,  sei  ausgeschlossen. 
Die  zwei  Geraden  des  Punktes  Pq,  welche  die  Linie  zweiter  Ord- 
nung in  unendlich  fernen  Punkten  treflFen,  sollen  deren  »Richtlinien« 
genannt  werden.  Man  gelangt  zur  Gleichung  des  Richtlinienpaares, 
indem  man  auf  einer  der  Geraden  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Ab- 
stände r  von  Po  annimmt;  es  ergeben  sich  dann  die  Richtungscoordi- 

naten:ar= ^;  ß=^^ —'^  die  Gleichung  V  =  0  geht  durch  Ein- 
setzung dieser  Werte,  nach  Weglassung  des  Factors  — ^  über  in 

an  (x—  Xo)2  -f  a22  (y  —  yo)'^  +  2  a.^^  (x  —  Xo)  (y  —  y^)  =  0 

und  stellt  nun  das  Richtlinienpaar  vor.  Schreibt  man  sie  in  der 
Form 

{ai  (x  —  Xo)  +  a,  (y  —  yo)}^  =  0 
oder 
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{(ai  X  -f  02  y  +  aO  —  (a^  x^  +  a.^  yo  +  ag)}^  =  0, 

so  geht  daraus  durch  Ausführung  der  symbolischen  Erhebung  zur 
zweiten  Potenz  die  Gleichungsform 

U-2Uo  +  Uoo=0 (60 

des  ßichtlinienpaares  hervor.  Lässt  man  insbesondere  P^  mit  dem 
Nullpunkte  zusammenfallen,  so  erhält  die  Gleichung  des  ßichtlinien- 
paares die  einfache  Form 

»11  x-^  +  »22  y^  +  2  a^,  X  y  =  0 
oder 

Q  =  0 (60^ 

in  welcher  sie,  besonders  bei  unvollständigen  Gleichungen,  ftlr  die 
Classification  der  Linien  vortheilhaft  verwendet  werden  kann. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichungen 

5x2 -f  3y2  _^i2xy-f-4x  +  6y  +  ll  =  0; 
3x2-|-12y2+  8xy  4-6x-i-8y-i-  7  =0; 
2x2-j-  8y2  —  8xy  _4x4-2y—  9  =0 

Stellen  eine  Hyperbel,  eine  Ellipse  und  eine  Parabel  vor,  denn  es  ist  bei  der  ersten 
A33  =  —  21  •<  0,  bei  der  zweiten  A33  =  20  >•  0,  bei  der  dritten  A33  =  0. 

bj  Eine  Gleichung  von  der  Form 

a^i  x2  4-  2  ai2  X  y  +  2  a^3  x  +  2  a^g  y  +  %»  =  0; 

»22  y^  +  2  ai2  X  y  +  2  ai-,  X  4-  2  a^g  y  +  agg  =  0 

stellt  eine  Hyperbel  vor.  Denn  in  beiden  Fällen  ist  A33  =  —  a,2*  <!  0.  Das  nach  dem 
Nullpunkte  verlegte  Bichtlinienpaar  hat  im  ersten  Falle  die  Gleichung 

x(aax  +  2ai2y)=0, 

besteht  daher  aus  den  Geraden  x  =  0  (y-Axe)  und  ajj  x -f-  2  a^2  y  =  0;  im  zweiten 
Falle  hai;  es  die  Gleichung 

y  (^22  y  +  2  ai2  X)  =  0 

und  besteht  aus  den  Geraden  y  =  0  (x-Axe)  und  a^j  y  -f"  ^  &12  x  =  0. 
rj  Die  Gleichung 

2  ai2  X  y  +  2  ai3  X  +  2  ajg  y  +  »33  =  0 

stellt  eine  Hyperbel  vor,  deren  Richtlinien  den  Coordinatenaxen  parallel  sind,  weil 
sie,  nach  dem  Nullpunkte  verlegt,  die  Gleichung 

xy  =  0 

haben. 
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d)  Die  Gleichungen 

Ell  X   -|-  2  ai3  X  -}-  2  ^23  y  -+"  a-an  =  0; 
a-i-i  y^  +  2  ai3  X  +  2  ajg  y  +  a33  =  0 

stellen  Parabeln  vor,    deren  zusammenfallende  Richtlinien  im  ersten  Falle    der  y-Axe. 
im  zweiten  der  x-Axe  parallel  sind. 

e)  Die  Gleichung 

^u  ^  "1   ^Ti  7  ~r  2  ai3  X  -f-  2  a23  y  -[-  ^33  =^  0 

stellt  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse  vor,   je  nachdem    die  Coefficienten  a|,  and  a;; 
ungleich  oder  gleich  bezeichnete  Größen  sind.  Warum? 

/)  Warum  stellt  die  allgemeine  Gleichung  U  =  0  eine  Hyperbel  vor,  wenn  a,! 
und  a24  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben? 

g)  Man  bestimme  den  Charakter  der  Linien 

4x2  +  9y'^— 12xy  +  2x  +  2y4-l  =  0; 
3x2  +  3y2+  2xy  +6x  +  6y  +  9  =  0; 
x^+  y^  +10xy  — 2x  — 4y  +  3  =  0; 
x'-^+y'  +  2x  —  4y  —  3  =  0 

und  ermittle  aj^  derart,  dass  die  Gleichung 

ai,x«+  16y2+  16xy  — 8x— 6y  +  ll  =0 

eine  Parabel  vorstelle.  Innerhalb  welcher  Grenzen  muss  a,|  angenommen  werden,  damit 
diese  Gleichung  eine  Hyperbel  oder  damit  sie  eine  Ellipse  vorstelle? 

38.  Mittelpunkt.  Radien.  Classification  der  Linien  zweiter 
Ordnung.  Wenn  ein  Punkt  P,,  die  Strecke  der  Treffpunkte  P'  und  P'' 
einer  durch  ihn  gelegten  Geraden  von  gegebener  Richtung  halbieren 
sollj  muss  die  wiederholt  angeführte  Gleichung 

Vr2  +  2  (u,o  a  +  u,,  ß)  r  +  Uoo  =0 

entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  ergeben,  sie  muss  rein  quadratisch 
sein.  Dazu  ist  die  einzige  Bedingung 

1^10  a  +  n-io  ß  =  0 

nöthig,    welche    ausdrückt,    dass    die  Coordinaten  des  Punktes  P^  der 

Gleichung 

Ui  a  -}-  ^2  ß  =  0 

genügen  müssen,  damit  er  der  Forderung  entspreche;  d.  h.  der  Punkt?,, 
muss  auf  der  Geraden  liegen,  welche  durch  diese  lineare  Gleichung 
repräsentiert  wird.  Der  Ort  der  Halbierungspunkte  aller  parallelen 
Sehnen  von  gegebener  Richtung  ist  also  eine  Gerade.  Den  uuendlicli 
vielen  Scharen    paralleler  Sehnen    entsprechen    unendlich    viele  solche 
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Geraden,  die  (wenn  a,  ß  als  willkürliche  Parameter  aufgefasst  werden) 
alle  durch  die  Gleichung 

a  U|  -f"  ß  ^2  =  0 

repräsentiert  sind,  deninach  insgesammt  durch  den  Schnittpunkt  Pc  der 
Geraden  u^  =  0  und  U2  =  0  gehen.  Dieser  hat  offenbar  die  Eigenschaft, 
alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen  der  Linie  zu  halbieren  und  heißt 
aus  diesem  Grunde  deren  Mittelpunkt.  Für  ihn  gelten  die  Relationen 
uic  =  0,  U2c  =  0  und  seine  Coordinaten  ergeben  sich  durch  Auflösung 
des  Gleichungssystems 

*ii  ^  ~r  *i2  y  "1    ^13  ^^^  0; 

^21  ^    I    %2  y    I    ^23  =  0: 

^l  ^32  %3 

xc  =  ^;yc=^ (61 

-^33  -^33 

Die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  mit  dem  Nullpunkte  hat 
das  Richtungs Verhältnis  Xc  :  yc=  A31  :  A32. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  von  A33,  A31,  A32,  A  sind  nun  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  A3  3^0,  d.  h.  der  Nenner  der  Auflösungen  ist  von  Null  ver- 
schieden. Dann  haben  die  Mittelpunktscoordinaten  endliche  Werte,  der 
Mittelpunkt  liegt  im  endlichen  Bereiche  (centrale  Linien).  Die  Geraden 
u,=:=0  undu2  =  0  sind  nicht  parallel.  Die  von  dem  Mittelpunkte  aus- 
gehenden Radien  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

durch  Verlegung  des  Punktes  Pq  nach  Pc.  Da  nun  uic  =  U2c=  0,  nimmt 
die  Gleichung  die  Form 

Vr2  +  Ucc  =  0 
au  und,  weil 

Ucc  =  UicXc  +  U2cyc+U3c=U3c  =  a3t   "T^  +  ^32  T^  +  a33  "T^  = -Ä"  ^ 

-^33  -^33.  -^33  -^33 

geht  sie  in 

-^33 

über,  woraus  man  für  die  beliebige  Richtung  a  :  ß 

^         ^33 
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also  —  wie  zu  erwarten  war  —  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Radien 

findet. 

1       A 
Wenn  nun  A  ^  0,  also  auch  w  '  "a   ^  0 ,    so    existieren    keine 

^      A33 

Radien  von  der  Länge  Null,  man  hat  es  mit  einer  eigentlichen  Linie 
zweiter  Ordnung  zu  thun,  und  zwar  mit  einer  Hyperbel  (A33  <  0)  oder 
einer  Ellipse  (A33  >  0).  Im  letzteren  Falle  ist  kein  reales  Wertepaar  a,  ß 
vorhanden,  welches  der  Gleichung  V  =:  0  gentigt  (Art.  37),  demnach 
bleibt  das  Vorzeichen  von  V  ungeändert,  es  stimmt  für  alle  Richtungen 
der  Ebene  mit  jenem  der  speciellen  Werte  a^,  oder  3^22  überein,  welche 
dieser  Ausdruck  für  die  besonderen  Richtungen  1  :  0  oder  0  : 1  an- 
nimmt und  wegen  A33  =  aj  ^  a22  —  a|2^  >  0  müssen  a^i,  3.22  gleiche  Vor- 

1       A     . 

zeichen  haben.  Daher  ist  r^  = —  v"  *  "Ä —  immer  positiv   oder  immer 

A33 

negativ  und  folglich  r  immer  real  oder   immer  imaginär,  je  nachdem 

A  A     A 

-^^  also  — ,  —  oder  auch  a^i  A,  a22A  negativ  oder  positiv  bezeichnet 

V  a,  1     8^22 

sind.  Damit  sind  die  Kennzeichen  für  die  reale  und  imaginäre  Ellipse 

gewonnen. 

1       A 

Wenn  aber  A  =  0,  so  ist  auch    -  •  -r —  =  0  uiid  folglich  r  =  0. 

^     A3S 

so  lange  V  ^  0.  Sobald  hingegen  auch  V  =  0,  erhält  man  für  r  den 

unbestimmten  Wert    -,  welcher  andeutet,   dass  alle  Punkte  der  Linie 

ü  =  0  von  Pc  aus  nur  nach  zwei  bestimmten  Richtungen  zu  finden 
sind,  die  Linie  also  zu  einem  Paar  von  Geraden  degeneriert  ist,  deren 
Richtungen  durch  die  Richtlinien  gegeben  sind.  Das  Geradenpaar  ist 
demnach  real  oder  imaginär,  je   nachdem  A33  <  0  oder  A33  >  0.    Der 

Punkt  Pc  ist  sein  Mittelpunkt  (Schnittpunkt). 

Ao 
IL  A33  =  0,   d.  h.  der  Nenner   der  Mittelpunktscoordinaten  —, 

A.  .  .  '' 

.^-  verschwindet.  Ist  dann  wenigstens  einer  der  Zähler  A3 ^,  A32  oder 

sind  beide  von  Null  verschieden,  so  werden  eine  oder  beide  Coordinaten 
unendlich  groß,  der  Mittelpunkt  ist  unendlich  fem,  und  zwar  nach 
der  Richtung  A3i  :  A32.  Die  Geraden  Ui  =  0,  U2  =  0  sind  parallel.  Die 
Linie  ist  (Art.  37)  eine  Parabel  (nicht  centrale  Linie). 

III.  A33  =  0,  A31  =  A32  =  0.  folglich  auch  A  =  0.  Für  die  Mittel- 
punktscoordinaten ergeben  sich  die  unbestimmten  Werte  -yr-,  der  Mittel- 
punkt wird  unbestimmt,  weil  jetzt  die  Geraden  u^  =  0,  U2  =  0  in  einer 
Geraden  zusammenfallen.   Jeder  Punkt  der  vereinigten  Geraden  kann 
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als  Mittelpunkt  der  Linie  U  =  0  angesehen  werden,  d.  h.  diese  ist  zu 
einem  Paar  paralleler  Geraden  degeneriert,  deren  Mittellinie  den  Ort 
aller  Mittelpunkte  bildet.  Will  man  nämlich  die  von  irgend  einem 
Punkte  Pc  der  vereinigten  Geraden  ausgehenden  Radien  berechnen, 
so  nimmt  die  Gleichung 

Vr2  +  2(u,oa  +  U2oß)r  +  üoo  =  0 
wegen  uic  =  U2c  =  0  wieder  die  Form 

an,  aber  nun  muss  Ucc  auf  einem  anderen  Wege  bestimmt  werden,  da 
sich  auf  dem  früher  benutzten  wegen  A  =  0,  A33  =  0  der  unbestinmite 

Wert  j-  ergeben    würde.    Offenbar   ist,    wenn  h   eine  beliebige   Größe 

bedeutet,  weil  A  =  0 


a,i+h 

»12 

»21 

»22 

»31 

»32 

a 


a 


13 
43 
33 


=  A  -}-  h  All  =^  ^  •  ^11 


und  indem  man  die  letzte  Colonne  der  Determinante  dadurch  trans- 
formiert, dass  man  zu  ihren  Elementen  die  mit  Xc  und  yc  multipli- 
cierten  der  ersten  und  zweiten  Colonne  addiert: 


=  hAii. 


Durch  Entwicklung  nach  der  letzten  Colonne  erhält  man  wegen 

-^13  ^^  -A.33  =  0 

Ugc .  n  •  a^o  —  u  .  A 1 1 . 
Demnach 


»11 +h 

»12 

hx 

»21 

»22 

0 

»31 

»32 

U3c 

Uco  =  Uio  Xc  -|-  U2c  y«  +  U8c  =  Usc  =• 


—  I 

»22 


Durch  ähnliche  Behandlung  der  Determinante,  in  welcher  a.22  -\-  h 

A. . 
statt  a22  gesetzt  worden,  hätte  man  Ucc=  -  ^^  gefunden,  so  dass  man 


a 


11 


Vr-^  4-^^  =  0  oder  Vr2  +  -22  =  0 


a, 


schließlich  aus  den  Gleichungen 

Ah 

»22  «•!  l 

Werte  der  Kadien  erhält,  welche  von  der  Lage  des  Punktes  Pc  un- 
abhängig sind  und  bei  einer  gegebenen  Richtung  für  alle  Punkte  der 
vereinigten    Geraden   Ui=0,    U2  =  0   gleich   bleiben,    letztere    daher 
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sich  als  Mittellinie  eines  Parallelgeradenpaares  darstellen.  Dieses  ist 
real  oder  imaginär,  je  nachdem  seine  Schnittpunkte  mit  den  Coordinaten- 
axen  real  oder  imaginär,  d.  h.  je  nachdem  die  gleich  bezeichneten 
Unterdeterminanten  Aii,A225  negativ  oder  positiv  sind  (Art.  34  und  32). 
IstAii=A22  =  0  (Art.  3^).  dann  sind  die  Schnittpunkte,  also  auch  die 
Geraden  vereinigt. 

Als  Kriterium  für  das  Parallelgeradenpaar  genügen  die  Relationen 

A  =  0;A33  =  0, 
weil  diese  (Art.  32)  Ag^  =A32  =  0  zur  Folge  haben. 

Anmerkung.  Es  ist  von  Interesse,  die  Länge  Tq  des  Radius  zu  ermitteln, 
welcher  parallel  ist  der  Tangente  in  einem  gegebenen  Punkte  Pq  der  Linie  zweiter 
Ordnung.  In  diesem  Falle  ist  Ugo  =  0  und  die  Gleichung  der  Tangente 

u,oX  +  1120  7  +  1130  =  0. 
Daher  hat  sie  das  Rieh tungs Verhältnis  —  u^q  '  u^^,  die  Richtungscoordinaten 


« = -=,,.^^^,  ß  = 


und  man  findet 


Y ^It  ^20    +  ^22  I^IO  ^  ^12  ^m  ^20 


^11 

^12    I^IO 

^21 

^22    ^0 

iiio 

1I20  Uoo 

Ill0^  +  ll2.''^  Ill0^  +  ll20^    ' 

WO  in  der  Determinante  Ugii  statt  0  gesetzt  worden  ist.  Transformiert  man  die  letzte 
Colonne  der  Determinante,  indem  man  von  ihren  Elementen  die  mit  x^,  und  Jq  mul- 
tiplicierten  correspondierenden  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Colonne  subtrahiert; 
wiederholt  man  femer  dasselbe  Verfahren  für  die  Transformation  der  letzten  Zeile,  so 
geht  sie  in  die  Discriminante  über,  hat  also  den  Wert  A  und  es  wird 

A 


V  = 


UlO^  +  U2(^' 


20 
demnach 


_  2 1^10     +  II20 

^   —  A 

-^33 

Man  sieht,  dass  Radien  parallel  zu  einer  Tangente  nur  bei  der  Ellipse  (A33  >  0) 
real,  hingegen  bei  der  Hyperbel  (A33  <<  0)  imaginär  sind. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

3x2  4-7y''— 6xy  +  2x  +  4y  — 16  =  0, 
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bei  welcher 


3    — 


A=  1-3 

I      1 


3 
7 
2 


1| 
o:. 

15 


•^31 

13; 

■^32 

9; 

■^33 

12; 

A 

211 

und  a,  1 A  -<  0,  a_2  A  •<  0,  stellt  eine  reale  Ellipse  vor,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

__13        __3 


hat.  Für  die  Radien  besteht  die  Gleichung 


r2  = 


211 
12  V 


Fär  den  Punkt  Pq  (2, 1)  findet  man  u,o  =  4;  ojg  =  3;  U30  =  —  11 ;  Uqo  =  0,  er  liegt 
also  auf  der  Ellipse.  Der  zu  seiner  Tangente  parallele  Badins  ist 

3y2  +  2x  +  4y— 9  =  0 


bj  Die  Gleichung 


mit 


A  = 


0 

0 

1 

0 

3 

2 

1 

2 

9 

•^31 

3; 

.       ^32 

0; 

-^33 

0; 

A 

< 

3 

stellt  eine  Parabel  vor;  es  ist  x  =cx);  je  =  - ->  daher  der  Mittelpunkt  in  jder  Richtung 
—  3:0,  d.  h.  parallel  zu  der  negativen  Richtung  der  x-Axe  in  das  Unendliche  gerückt. 

c)  Bei  der  Parabel 

2x2  +  8y2  — 8xy  —  2x  +  8y  +  7  =  0 

liegt,  da 

2    —4    —1  A31  =—8; 

A  =  '|  — 4        8         4  =  —  8;    A32  =  — 4; 
i  — 1        4         ?!  A33=      0 

der  Mittelpunkt  in  der  Richtung  —  2  :  —  1  im  Unendlichen. 

d)  Bei  der  Gleichung 

3x24-7y2-[-4xy  +  2x  +  4y  +  5  =  0 

findet  man  A33  =  17;  A  =  74;  a^  A>-0;  ajj  A  >•  0,  sie  stellt  also  eine  imaginäre 
Ellipse  vor.  Ändert  man  in  der  Gleichung  alle  Vorzeichen,  so  bleibt  A33  =  17 ;  hin- 
gegen wird  A  =  —  74  und  das  gefundene  Kriterium  behält  seine  Geltung,  denn  es 
ist  dann  wieder  a^  A  >  0,  a22  A  >  0. 
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e)  Innerhalb  welcher  Grenzen  muss  sl^^  angenommen  werden,  damit  die  Gleichun«: 

x2  +  9y2-2xy:+6x  +  4y  +  a.,3  =  0 

eine  imaginäre  Ellipse  vorstelle? 

f)  Bei  der  Gleichung 

6x2  — 4y2  +  2xy  — 18x  +  22y  — 24  =  0; 

ist 

Aßj^  =        JO  ^  A32  =^^        •  ö  ^  A33  =  —  dO]  A  =  U. 

Daher  stellt  sie  ein  reales  Goradenpaar  vor  (A33  <C  0)  mit  den  Mittelpunktscoordinaten 

A^^    ^  A^y2    Q 

Xc  —  -v-^  —  M  yc  —  Ä  -  —  O. 

-^33  -^33 

g)  Bei  der  Gleichung 

x« -f- 5 y''' —  2xy  +  2x  —  26 y  +  37  =  0 

findet  man 

■^31  ^^^^1  -^32  =  12;  A33  =  4;  A  =  0, 

sie  stellt  daher  ein  imaginäres  Geradenpaar  mit  dem  realen  Schnittpunkte  Pc  (2, 3j  vor. 
hj  Bei  der  Gleichung 

2x2  4-2y'-  +  4xy—  i4x  — 14y -f- 20  =  0 

ist 

A31  =  0 ;  A32  =  0;  A33  =  0;  A  =  0;  A^^  =      9. 

somit  stellt  sie  ein   reales  Paar  paralleler  Geraden  vor,  dessen  Mittellinie  die  Gerade 

2x4-2y  —  7  =  0 

ist. 

i)  Bei  der  Gleichung 

x2_|_4y2_j_4xy-}-2x  +  4y  +  2  =  0 

ist 

A31  :=0;  A32  =  0;  A33  =  0;  A  =  O;  A^^  =4, 

sie  stellt  also  ein  imaginäres  Paar  paralleler  Geraden  mit  der  realen  Mittellinie 

x  +  2y  +  l  =  0 

vor. 

j)  Die  Gleichung 

4x2-f  9y2  4-12 xy  —  24x  —  36y  + 36  =  0 

repräsentiert    ein  Paar  zusammenfallender  Geraden,    weil    die  Discriminante  und  alle 
ihre  Unterdeterminanten  verschwinden.  In  der  That  ist  sie  identisch  mit  der  Gleichung 

(2x-|-3y  — 6)2  =  0. 

k)  Man  berechne  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  und  classificiere  die  Linien 

x2  —  y2-f4xy  —  2x  —  6y  +  4  =  0; 
x^  +  y^  —  4x  —  6y  +  8  =  0; 
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4x2  +  9y2+12xy  +  24x  +  36y4-37  =  0 

2x2  — 4y2-f  2xy  +  6x  — 12y—  8  =0 

4x2-|-  y2  -f  4xy  — 20x— 10y4-24  =  0 

x2  +8y2-   6xy  —  6x  +18y4-  9  =0 

x2  +5y2—  4xy  —  8x  -|-20y4-20  =  0. 

l)  Wenn  die  Gleichung  U  =  0  kein  Geradenpaar  repräsentiert,  wie  groß  muss 
k  sein,  damit  die  Gleichung  U  -}-  ^  =  0  ein  solches  vorstelle  ? 

39.  Transformation  der  Gleichungen  centraler  Linien  zu 
parallelen  Coordinatenaxen  durch  den  Mittelpunkt.  Wird  der 
Mittelpunkt  als  Nullpunkt  eines  neuen,  gleichsinnig  parallelen  Co- 
ordinatensystems  angenommen  und  die  Gleichung  U=0  einer  cen- 
tralen Linie  darauf  transformiert,  so  nimmt  sie  (Art.  33)  die  Form 

Q-f  2uicX  +  2u2cy  +  Ucc  =  0 
an  oder,  weil  uic  =  U2c  =  0;  Ucc  =  -r — * 

Q  +  ^=0 (63 

Sie  ist  nun  dadurch  charakterisiert,  dass  in  ihr  die  linearen  Glieder 
fehlen. 

Ist  aj2  =0,  hat  also  die  gegebene  Gleichung  die  Form 

an  x^  4-  a^2  y^  +  2  ai3  X  -f  2  a^,  y  -f  agj  =  0 

gehabt,  so  ergibt  sich  durch  diese  Transformation  direct  die  Gleichung  einer  Hyperbel 
oder  Ellipse 

aiix2  +  a22y^+-T— =  0? 


-^33 


welche  man  nämlich  auf  die  Form  (Art.  32) 


bringen  kann. 

Ist  A  =  0,  stellt  also  die  Gleichung  ein  nicht  paralleles  Geradenpaar  vor,  so 
geht  U  =  0  in  Q  =  0  über;  somit  ergibt  sich  auch  auf  diesem  Wege  die  Bedeutung 
der  verschwindenden  Discriminante. 

Wenn  endlich  A  ^  0,  A33  =  0,  daher  auch  A31  =  A32  =  0,  mithin  ein  Paar 
paralleler  Geraden  vorliegt,  so  kann  jeder  Punkt  der  Mittellinie,  mit  welcher  die  Ge- 
raden u,  =  0  und  U2  =  0  zusammenfallen,  als  Mittelpunkt  Pc  angesehen  und  als  Null- 
punkt eines  parallelen  Coordinatensystems  angenommen  werden.  Durch  Transformation 
geht  die  Gleichung  U  =  0,  weil  uic  =  U2c  =  0,  wieder  in 
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d.  h.  in  eine  der  gleichbedeutenden  Formen  (vgl.  Art.  38,  III) 

aux2-f  2ai2xy  +  a22y^4-T^^  =0; 

»22 

aiix2-f  2ai2xy  +  a22y^  +  -^- =0 

über,  aus  welchen  sich  durch  WegschaflFung  der  Nenner  und  mit  Rücksicht  auf  A33  =  0 
die  Gleichungen 

(a,2  X  4-  022  y)*  +  All  =  0; 
(ai,x  +  ai2y)^  +  A22=0 

ergeben,    deren   Unke  Seiten  sich  in  lineare,  und  zwar  reale,  imaginäre  oder   gleiche 
Factoren  zerlegen  lassen,  je  nachdem  Au  ^0(i  =  l,2). 

Beispiele  und  Aufgaben.       \  > 

a)  Bei  der  Gleichung 

x2  — y2_2xy-f  2x4-2y+l=0 

ist 

A3i=      0 


I      1     —1         1 

A=j-1     — l  1 

1  1  1 


A32  —  —  2 


A33  —       2 
A  =  —  4 

sie  geht  demnach,  auf  den  Mittelpunkt  P«  (0,  1)  transformiert,  in 

x-^  — y2  — 2xy  +  2  =  0 
über. 

b)  Bei  der  Gleichung 

9x2 -|- 4y-^— 36x  —  24y  +  36  =  0 

findet  man 

A31  =  72;  A32  =  108;  A33  =  36;  A  =  —  1296, 

daher  ist 

9x2-j-4y2— 36  =  0, 

die  auf  den  Mittelpunkt  Fe  (2,  3)  transformierte  Gleichung,  welche  in  der  Form 

eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  =  2,  b  =  3  erkennen  lässt. 

c)  Die  Gleichung 

x2_4y2  — 2x4-8y  — 3  =  0 

mit 

^31  =  -4;  A32  =  — 4;  As3  =  — 4;  A  =  0 


r 


-'^-. 
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stellt  ein  reales  Geradenpaar  mit  dem  Mittelpunkte  Pq  ( l ,  1)  vor.  Transformiert  lautet  sie : 

x2  — 4y-'  =  0; 

der  Ausdruck    links    ist  identisch  mit  dem  Producte  (x  -f-  2  y)  (x  —  2  y),  so  dass  die 
einzelnen  Geraden  in  dem  neuen  Coordinatensystem  durch  die  Gleichungen 

x  +  2y  =  0;  x  — 2y  =  0 

repräsentiert  werden^  also  die  Richtungsverhältnisse  2  :  —  1  und  2  :  1  haben. 
d)  Die  Gleichung 

x2-|-4y2_4xy-|-6x—  12y  +  5  =  0 


mit 


A  = 


1—2  3 
2  4—6 
3—6       5 


-^31  -^32  ^33  -^  ^ 

All  =  -"  16;  A22  =  —  4 


stellt  ein  reales  Paar  paralleler  Geraden   vor  und  lautet,  zu  parallelen  Coordinatenaxen 
in  einem  beliebigen  Punkt  der  Mittellinie  x  —  2y-[-3  =  0  transformiert: 


oder 


(— 2x  +  4y)2  — 16  =  0 
(x-2y)2-  4=0, 


80  dass  sich  beide  Formen  nur  durch  den  Factor  4  unterscheiden. 

Man  transformiere  die  Gleichung  direct    auf   ein    paralleles  Coordinatensystem, 
dessen  Nullpunkt  Pc(l,2)  auf  der  Mittellinie  liegt. 

e)  Man  transformiere  die  Gleichungen 

x2  +  2y24-2xy  — lOx  — 8y+  7  =0; 
x2  +  2y2-f  2xy  — lOx  — 8y-(-26  =  0; 

x^+y*  — 6x  — 8y  +  16  =  0: 

x2_y2_6x4-8y—  16  =  0; 

x^  +  y^  —  2  X  —  2  y  -I-  3  =0; 

x^+y^  — 8x  — 6y  +  25  =  0 

auf  gleichsinnig  parallele  Axen    durch    den  Mittelpunkt  der  von  ihnen  repräsentierten 
Linien. 

40.  Asymptoten.  Die  Parallelen  durch   den  Mittelpunkt  zu  den 
Richtlinien    einer    centralen    Linie     zweiter    Ordnung     heißen    deren 
Asymptoten.   Ihre   Gleichung  geht  daher  aus  jener  der  Richtlinien  in 
einem  beliebigen  Punkte  Po  hervor  (Art.  37),  wenn  man  Po  mit  P«  zu 
sammenf allen  lässt: 


U-2Üc  +  Ucc  =  0 


und  weil 


nndisavljeviö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  hfiber.  Mathemat.  I.  Bd. 
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üc=  UicX  -[-  U2cy +  U3c=  U3c=  T        =  Ucc, 

33 

nimmt  sie  die  Form  an 

U--^=0 (64 

Die   Asymptoten    sind    real    bei    der  Hyperbel,   imaginär    bei    der  Ellipse    uikI 
können   die  Linie  offenbar  nur  in  unendlich  fernen  Punkten  treffen.  Sie  können  auch 
als  die    Tangenten    derselben    aus    dem    Mittelpunkte    angesehen    werden,    denn    die 
^Gleichung  des  Tangentenpaares  aus  dem  letzteren  ist 

UccU-üo2=0, 

-also  vermöge  der  Werte  von  Ucc  und  Ue  mit  der  Gleichung  der  Asymptoten  identisch. 
Anmerkung.  Die  Polare  des  Mittelpunktes  hat  die  Gleichung 

Ulc  X  -[-  Tl2c  y  +  "Sc  =  0 
oder 

0.x  +  0.y4-' A  =  o, 

-^33 

sie  ist  daher  (Art.  17,  ü)  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene. 

Die  Gleichung    der  Asymptoten,    transformiert    auf  ein  paralleles  Coordinaten- 
System  durch  den  Mittelpunkt,  geht  in 


(<i+i^)-#-=« 


'33 '  -^33 

oder 

Q  =  0 

Über,  wie  zu  erwarten  war.  Versteht  man  unter  Zj  und  Zo  die  Wurzeln  der  Gleichung 

8-1 1  z   -j-  2  a|2  z  -\-  a22  ^^=  v)? 

so  sind  die  Richtungsverhältnisse  der  einzelnen  Asymptoten  z^  :  1  und  Z2  :  1  (Art.  35 ) ; 
die  daraus  berechneten  Richtungscoordinaten  genügen  demnach  (vgl.  Art.  37;  der 
Gleichung  V  =  0. 

Sucht    man    nun    die    zu    einer    von    diesen    Richtungen   parallelen  Tangenten 
(Art.  36,  Gl.  59),  so  findet  man  dieselben  durch  die  Gleichung 

(ui  a  4-  u.,  ß)2  =  0 

charakterisiert,  sie  fallen  also  zusammen,  und  zwar  in  einer  Asymptote,  weil  ja  diese 
eine  Tangente  der  Linie  ist.  Demnach  stellt  die  Gleichung 

Ui  a  -f-  U2  ß  =  0 

eine  Asymptote  vor,  wenn  V  =  0;  setzt  man  also  aj  :  ß^  =  Zj  :  1;  aj  :  ^2  =  ^^  :  1, 
so  erhält  man  die  Gleichungen  der  einzelnen  Asymptoten: 

zi  Ui  -f  U2  =  0  I 
Z2  u^  -(-  U2  =  0  / ' 

Die  Asymptoten  eines  nicht  parallelen  Geradenpaares  fallen  mit  diesem  zusammen. 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die   Gleichung 

x2-^8y2  — 6xy  +  10x  — 26y  — 5  =  0 


mit 


A  = 


1—3  5 
3  8  —  18 
5  —  13    —5 


A3,  =  -  1 
A32  ==        2 

•^33  =        ^ 
A  =  26 


stellt  eine  Hyperbel  vor,  deren  Asymptoten  durch  die  Gleichung 

x2  4- Sy'-'— 6xy -f  lOx  —  26y  +  21  =  e 

charakterisiert  sind.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  z^  —  6z-|-8  =  0   sind 

Z<  — '•  4  ^    Z>) ^. 

Daher  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  einzelnen  Asymptoten: 

4(x-3y  +  5)  +  (-3x  +  8y-13)=0; 
2(x  — 3y  +  5)  +  (— 3x  +  8y  ~13)=0 

oder  geordnet 

X— 4y  +  7  =  0; 
X— 2y-j-3  =  0. 

Durch  Multiplication  kommt  wieder  die  gefundene  Gleichung  zum  Vorschein. 
h)  Man  bestimme  die  Asymptoten  der  Linien 

x2  +  y2  — 6x  — 4y  — 3  =  0; 

4x2-|-3y2— 8xy  +  2x  +  12y  — 7  =  0; 
x2_y2_4x  — 8y  +  3  =  0. 

c)  Unter  welcher  Bedingung  geht    eine  Asymptote  der  centralen  Linie  U 
durch   den  Nullpunkt? 


=  0 


41.  Conjugierte  Durchmesser.  Bei  der  Behandlung  des  Mittel- 
punktproblems (Art.  38)  wurde  festgestellt,  dass  die  Halbierungspunkte 
aller  parallelen  Sehnen  von  gegebener  Richtung  a :  ß  auf  einer  durch 
den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden,  also  auf  einem  Durchmesser  der 
Linie  zweiter  Ordnung  liegen,  welcher  durch  die  Gleichung 

aui  -|-ßu2  =  0 (65 

repräsentiert  wird.  Man  sagt,  der  Durchmesser  ist  der  Schar  von 
parallelen  Sehnen  und  diese  wieder  dem  Durchmesser  conjugiert. 
Nach  X  und  y  geordnet,  erhält  die  Gleichung  die  Form 


Vix  +  V2y+V3  =  0, 


(65^ 
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aus  welcher  sich  das  Richtungs  Verhältnis  Vj  :  V2  der  Normalen  des 
Durchmessers  und  — ^2  :  Vi  des  Durchmessers  selbst  ergibt.  Die  den 
Sehnen  parallelen  Tangenten  der  Linie  haben  (Art.  36)  die  Gleichung 

VU-(au, +  ßu2)2  =  0, 

aus  der  man  erkennt,  dass  ihre  Berührungspunkte  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Linie  und  des  Durchmessers  identisch  sind,  was  auch 
direct  aus  der  Beziehung  der  Sehnen  zu  dem  Durchmesser  einzusehen 
ist.  Demnach  kann  dieser  als  die  Polare  des  in  der  Richtung  a  :  ß 
unendlich  fernen  Punktes  angesehen  werden. 

Der  Sehnenschar   von    der  Richtung  cli  :  ßi  ist   der  Durchmesser 

vii  X  -f-  V2i  y  -|-  vsi  =  0 
conjugiert;  hat  er  selbst  die  Richtung  ak  :  ßk,  so  besteht  die  Beziehung 

Vii  «k  +  V2i  ßk  =  0 


oder 


ik 


0. 


Da  aber 


daher  auch 


oder 


Vik  :-  Vki, 

Vk,  =  0 


Vik  «i  +  V2k  ßi  =  0, 

so  hat  der  Durchmesser 

Vik  X  -[-  V2k  y  +  VSk  =  0, 

welcher  einer  Schar  paralleler  Sehnen  von  der  Richtung  ak  :  ßk  con- 
jugiert  ist,  die  Richtung  ai :  ßi.  Diese  beiden  Durchmesser  stehen  also 
in  der  eigenthümlichen  Beziehung  zu  einander,  dass  jeder  die  zu  dem 
anderen  parallelen  Sehnen  halbiert.  Man  nennt  sie  deshalb  conjugierte 
Durchmesser  und  ihre,  durch  die  Relation 

Vik  =  0 (66 

verbundenen  Richtungen  heißen  conjugierte  Richtungen. 

Die  Geraden  u^  =  0  und  Uj  =  0  sind  auch  Durchmesser  der  Linie,  weil  sie 
sich  in  ihrem  Mittelpunkte  schneiden,  und  offenbar  conjugiert  den  Sehnenscharen, 
welche  die  Richtungen  der  Coordinatenaxen  haben. 

Bei  der  Parabel  ist  der  Mittelpunkt  unendlich  fern  in  der  Rich- 
tung A31  :  A32  (vgl.  Art.  38).  Daher  sind  alle  Durchmesser  derselben 
parallel  und  jeder  kann  die  Linie  nur  in  einem  Punkte  des  endlichen 


*  T-fc^r-"" 
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Bereiches  trejffen,  so  dass  von  den  parallelen  Tangenten  in  den  End- 
punkten desselben  nur  eine  im  endlichen  Bereiche  vorhanden  ist. 
(Vgl.   Art.  36,  Anmerkung.) 

Jeder  Sehnenschar  ist  also  ein  Durchmesser  von  derselben  Richtung  A31  :  A3.2 
conjog-iert.  In  der  That  findet  man,  wenn  ai  :  ß|  =  A3|  :  A32 

V..=  (a,i  ^^'  +  a.,  ^f)  a.  +  (a,.  ^^-  +  a,,  ^)   ß.. 

und  ^'enn  A33  statt  Null  gesetzt  wird 

~r    l^^l  -^31  "r    ^2  -^32  +  ^23  •^33j    ßk  ~       0 
für  jedes  Wertepaar  ak,  ßk,  weil  die  Ausdrücke  in  den  Klammem  einzeln  verschwinden. 

Von  conjugierten  Durchmessern  kann  bei  der  Parabel  nicht  ge- 
sprochen werden,  weil  von  einem  Paar  solcher  immer  der  eine  mit 
der   unendlich  fernen  Geraden  zusammenfällt. 

Von  Interesse  ist  es  noch,  den  Winkel  cp  zu  bestimmet,  welchen  zwei  conju- 
gierte  Dichtungen  bilden.  Der  Richtung  a  :  ß  entspricht,  wie  eingangs  gezeigt  worden 
ist,    die  conjugierte  Richtung  — Vj  :  v^.  Daraus  findet  man 

Vi  a  +  Vo  ß  V 


Vi  ß  —  V2  a  ai2  «2  —  ai2  ß^  +  (a22  —  ^n)  ^  ß 

Insbesondere  wird  also  tanip  =  0,  <p  =  0,  wenn  V  =  0,  d.h.  in  jeder  Asymptote 
sind  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  vereinigt,  denn  durch  die  Gleichung  V  =  0 
sind   (Art.  37,  40)  die  Asymptotenrichtungen  gegeben. 


Beispiele  und  Anfgaben. 

a)  Gegeben  sei  die  Ellipse 

oxHy^+2xy  — 4x  — 6y  — 7  =  0 

mit  der  Discriminante 


A  = 


5       1—2 
1        1  — 3  . 
—  2  —3  —7 


Um  den  der  Richtung  ai  :  ßt  =  3  :  2  conjugierten  Durchmesser  zu  finden,   hat 
man  die  Gleichung 

u,  -{ — —-   u.j  =  0 
fl3    '^Kl3 
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zu  bilden ;    da  wegen   der  Homogenität  in  Bezug  auf  ai,  ßi  der  Factor 
kann  man  direct  die  gegebenen  Componenten  benützen  und  erhält 


KlS 


wegfaUty 


3(6x.-l-y-2)  +  2(x  +  y-3)  =  0 


oder 


17x-|-5y.— 12  =  0. 

Der  Durchmesser   hat    daher    die  Richtung    ak  :  ßk  =  —  5:17.    Zwischen    den   Co- 
ordinaten  beider  Richtungen  besteht  die  Gleichung  (Art.  3  t)' 

[5  .  3  .  —  5  + 1 .  2  .  17  +  1 .  (3  .  1 7  +  2  f  —  5)1  -  0. 


Vi,.= 


]/'l3  f  314 


h)  Bei  der  Parabel 


mit  der  Discriminante 


y^  — 2x  — 4y  +  12  =  0 


0       0—1 

0       1—2 

—  1—2     12 

,  ergeben  sich  für  die  den  Richtungen  1:1;  1:2;  1:3  conjugierten  Durchmesser  die 
(lleichungen 

-1+  (y-2)  =0-,    7=  3; 
-l  +  2(y-2)=0;    y  = -l; 


-l  +  3(y-2)  =  0;    y  = 


2 
7_ 
3' 


d.  h.  die  Durchmesser  sind  alle  der  x-Axe  parallel.  Für  die  zu  dieser  senkrechte  Richtung 
0  :  m  der  y-Axe  ergibt  sich  der  Durchmesser 

V  -  2  =  0. 


c)  Für  die  Ellipse  (real  oder  imaginär) 


+ 


y  V 1  _ 


a2    '    b2  +  ^ 


0 


hat  der  der  Richtung  a  :  ß  conjugierte  Durchmesser  die  Gleichung 


ax 

a 


2         1         ]rj2     ^• 


d)  Man  bestimme  bei  den  Linien 

3x2-)-2y2— 12xy— 2x  +  6y  +  ll 

x2-|_2y2  +  6xy  +  7 
x2+2xy  +  6x-|-3 


0 
0 
0 
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4xy  — 7  =  0; 

x'^-|-2y  +  8  =  0 

die  den  Richtungen  —  5:2  und  5  :  2  conjugierten  Durchmesser. 
e)  Bei  der  Linie 

x2-)-y2_4x_6y-j-9  =  0 

sollen  die  conjugierten  Durchmesser  der  Eichtungen  2  :  1  und  5 :  3  ermittelt  und  die 
Winkel  bestimmt  werden,  welche  sie  mit  den  gegebenen  Richtungen  bilden. 

42.  Hauptdurchmesser.  Hauptradien.  Wenn  ein  Durchmesser 
senkrecht  ist  zu  der  Richtung  der  ihm  conjugierten  Sehnenschar,  so 
theilt  er  die  Linie  zweiter  Ordnung  in  zwei  symmetrische  Hälften  und 
wird  ein  Hauptdurchmesser  oder  eine  Axe  genannt.  Da  in  diesem  Falle 
die  Sehnen  parallel  sind  der  Normale  des  Durchmessers,  so  besteht 
zwischen  den  Richtungs Verhältnissen  a  :  ß  und  v,  :  v^  beider  (Art.  41) 
die  Beziehung 

und  wenn  p  einen  E^roportionalitätsfactor  bedeutet,  ist 

"^  =  ^J[ (67 

Setzt  man  statt  v^,  V2  die  betreflfenden  Ausdrücke  und  ordnet, 
so  gehen  die  homogenen  Gleichungen 

(au— p)a-f        ai2ß      =0; 
a-ii  a  +  (^22  —  P)  ß  =  0 

hervor,  welche  nur  dann  gleichzeitig  bestehen,  nämlich  dasselbe  Rich- 
tungsverhältnis 

^    ^12  P  ^22 

ß  p       a^^  ai2 

ergeben  können,  wenn 


=  0 


^21  ^22         p 

oder 

P^  —  (»11  +  »22)  p  +  A33  =  0 (68 

Diese  in  p  quadratische  Gleichung  hat  die  immer  realen  Wurzeln 


Pi  1  _  au  +^22  +  Yi^n  +  ^22)^  — 4  (a^i  a22  —  ^12'^)  _ 
92  i  2 


_  a^i  +  a22'±  yi^ii  —  ^22)'^  +  4^12- 


2 
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weil  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  als  Summe  von  zwei 
Quadraten  stets  positiv  ist.  Demnach  existieren  im  allgemeinen  zwei 
Sehnenrichtungen 


«1 

*12 

Pl 

0*22 

ß. 

Pl 

ai, 

»12 

«2 

*12 

P2 

^22 

ß2 

P2 

»It 

^12 

.    (69 


welchen  ein  Hauptdurchmesser  eonjugiert  ist. 

Durch  Einführung  der  zusammengehörigen  Werte  Pi.ai,ßi  und 
P2?^2?ß2  i^  ^i®  Gleichungen  (67  erhält  man 

Vn  =  Piai;     v,2=P2a2-, 

V2l=Plßi;       V22  =  p2ß2- 

Addiert  man  in  jeder  Gruppe,  nachdem  man  in  der  Gruppe 
links  mit  a25ß2,  rechts  mit  a^,  ß^  multipliciert  hat,  so  folgt 

Vi2  =  Pl  («i  «2  +  ßi  ßi);  V21  =  P2  («i  a,  +  ßi  ß2) 
also  wegen  Vi2^^V2i 

V12  —  V21  =  0  =  (Pl  -  P2)  (a^  a2  +  ßi  ß2) 

und  da  nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  p^  =  P2  ist ,  oder 
pj  —  p2  =  O5  kann  nur 

«ia2  +  ßiß2  =  0 

sein,  d.  h.  die  gefundenen  Richtungen  sind  zu  einander  senkrecht, 
also  auch  eonjugiert,  was  übrigens  (vgl.  Art.  41)  erwartet  werden 
durfte.  Dementsprechend  ist  auch 

Vi2  =  V2,=0 (70 

Addiert  man  ferner  in  jeder  Gruppe,  nachdem  man  links  mit  a,.ßi, 
rechts  mit  a2,  ß2  multipliciert  hat,  so  erhält  man 

V^^=pj*    V22^^^^^p2 v'^ 

Aus  den  Gleichungsformen  a  u^  -f-  ßu2  =  0  und  v^  x-]-V2y  + 
-|-  V3  =  0  des  der  Richtung  a  :  ß  conjugierten  Durchmessers  ergeben 
sich  mit  Rücksicht  auf  «^  05  +  ß^  ß2  =  0;  Vü  =  pi  ai*,  V2i  =  pi  ßi  bei  den 
centralen  Linien  folgende  Gleichunggformen  für  die  Hauptdurchmesser 

l^lC«!  •  ßl)   ^^^   ^li^'  ßi)- 


^■r'^~  -y 


Linien  zweiter  Ordnung.  249 


%_^2.    .    ^^o    ,.     ,     V32_ 


hl  .  .  .  «2^1  +  ß2 1^2  =  0;-^  =  -^;  a2x  +  ß2y+  -f^  =  0 

«1  Pl  P2 

«2         P2  Pl 


.   (72 


Jeder  Hauptdurchmesser  triffi  die  centrale  Linie  in  zwei  Punkten, 
welche  Scheitelpunkte  heißen.  Die  nach  den  Scheitelpunkten  gehenden 
Radien  werden  Hauptradien  oder  Halbaxen  genannt;  ihre  Längen 
sind  (Art.  38)  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

Ml    A33  Pl     A33  y 

ß2^__l        ^^_     1        J^' 

*^22       -^33  P2         -^33 

Da  Pl -f-p2  =  aii -j-a22;  PiP2=A.33  (Art.  29),  sind  bei  der  realen 
und  imaginären  Ellipse  (A33  >  0)  Pi  und  p2  gleich  bezeichnet,  haben 
also  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  (wegen  A33  >  0)  gleich  bezeichneten 
Coefficienten  a^  und  822;  die  Hauptradien  und  mit  ihnen  die  zwei 
Paare  von  Scheitelpunkten  sind  daher  beide  real  oder  beide  imaginär. 
Hingegen  sind  bei  der  Hyperbel  (A33  <  0)  p^  und  p2  verschieden  be- 
zeichnet und  deshalb  ist  nur  einer  von  den  Hauptradien  real,  der  andere 
imaginär,  so  dass  nur  ein  Paar  realer  Scheitelpunkte  existiert.  Da  nach 
der  gebräuchlichen  Bezeichnung  p^  die  positive,  p2  die  negative  Wurzel 
ist,  hängt  es  vom  Vorzeichen  der  Discriminante  ab,  auf  welchem 
Hauptdurchmesser  die  realen  Scheitelpunkte  liegen;  sie  befinden  sich 
auf  hj,  wenn  A  ^  0,  auf  h2,  wenn  A  <^  0. 

Zwischen  den   Hauptradien  besteht  die  Beziehung 

Ein  besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Wurzeln 


Pl  1 ^11  ~r  ^22  i  H^[\       ^22)  ~r  4^12 


p,i  2 

der  quadratischen  Gleichung  (68  einander  gleich  werden,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  a|i=a22;  a^j  =  0,  d.  h.  die  Gleichung  U  =  0  die 
specielle  Form 

aii(x^  +  y^)  +  2a,3x4-2a23y +  a33  =  0     .     .     .   (74 

annimmt.  Dann  ist 

a^i  — |—  a22 

Pl  —  p2  —         2        —  ^^^  —  ^^'^' 

Die  Richtungen  der  Hauptdurchmesser  werden  jetzt  unbestimmt, 
weil  (Gl.  69) 
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«1 

u 

^22 

0 

»22 

u 

• 

ß. 

^11 

^11 

0' 

«2 

0 

»22 

0 

»22 

0 

h 

au 

»11 

0 

Die  betreflFende  Linie  ist  unter  die  Ellipsen  zu  rechnen,  denn  man 
findet  A33  =  a^i^^::  ^22^  >  0;  ihre  Beschaffenheit  zeigt  sich  nach  der 
Transformation  ihrer  Gleichung  auf  parallele  Axen  durch  den  Mittel- 
punkt. Dadurch  geht  dieselbe  in 


oder 


an  (x^  +  y^)  +  A  =  0 


X2_|_y2=_    i 


»11        -^33 


über  und  man  sieht,  dass  alle  Punkte  der  Linie  von  dem  Mittelpunkte 

]f       1       Ä~ 
den  Constanten  Abstand  \ •  -r-—  haben;  die  Linie   ist   demnach 

»11     -^33 
ein  (realer   oder  imaginärer)  Kreis,  von  dem  irgend  zwei  zu  einander 

senkrechte  Durchmesser  conjugiert  sind. 

Bei   der   Parabel  ist   A33  =  0,   die   quadratische    Gleichung  (6& 
nimmt  die  Form 

p[p  — (»ii  +  a22)]  =0 
an  und  hat  die  Wurzeln 

P2  —  »i  1  ~r  »22 ' 

Für    die    Hauptdurchmesser    ergeben    sich    nun   die   Richtungs- 
verhältnisse 

^i  »12     »22.    ^2 »12 »11 


Pl  »11  »12  r2  »22  »12 

oder  auch  (Art.  32) 

^l  :^3l  .      ^2  -^32  ffya 


Demnach  hat,  wie  man  auch  erwarten  konnte,  ein  Hauptdurch- 
messer (hj)  die  gemeinsame  Richtung  A^^  :  A32  aller  Durchmesser  nach 
dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  und  nur  dieser  kann  sich  im  end- 
lichen Bereiche  befinden,  während  der  zweite,  im  Mittelpunkte  zu 
ihm  senkrechte  (h2)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  zu- 
sammenfällt, was  auch  aus  seiner  Gleichung  (s.  Gl.  72) 
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Pi 
zu  ersehen  ist,   in  welcher   das  constante  Glied  wegen  Pi=0  unend- 
lich groß  wird. 

Die    Gleichung    des    Hauptdurchmessers   h2    —    der    Axe    der 
Parabel  —  wird  zweckmäßig  in  einer  der  Formen  (s.  Gl.  72) 


u, 


Ur 


^31 


^32 


(77 


AiO  Ui    ~~"  Aoi   Un   U 


^32  "1 


31  "2 


dargestellt.  Die  Parabel  besitzt  nur  einen  Scheitelpunkt   im  endlichen 
Bereiche,  nämlich  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe. 

Anmerkung.  Aus  der  eingangs  dieses  Artikels  aufgestellten  Bessiehnng 

Vj  :  V2  =  a  :  ß 

folgt 

^2«  — Viß  =  0 


oder 


ai2  a2  —  ai2  ß^  +  (a22  —  au) «  ß  =  0, 


also   halbieren  die    Hanptdurchmesser    die  Winkel    der  Asymptoten  (Art.  35,  Gl.  55, 
Art.  37,  40). 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

5x2  -f  5y2  _  2xy  —  14x  —  26y  +  41  =  0 

bei  welcher 

5     —1       —7 
A=   —  1  5     —  13i; 

7—13         41 1  .  2gg 

stellt    eine    Ellipse    mit    dem  Mittelpunkte  Pe  (2, 3)  vor.    Die    quadratische    Gleichung 
für  die  Axen  ist 

p2_iOp -1-24  =  0; 

demnach 

Pi  =6;  9-1  =  4: 

und 

—        1        7    ^2    •    •    •    D^   


•^31 

48 

■^32 

72 

■^33 

24 

A 

*>'  •  •  •  ß,  —  6— 5~    1    '  °-'  •  •  •  ß.^ 


4—5        1  ' 


V  = 


1 
6  ■ 


—  12  =  2;   R/  =  —      .  —  12  =  3; 

Rj  =  f2;    Ilj  =  ys. 
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0 


b)  Die  Gleichung 

5x2-)-5y2-.2xy  — 14x  — 26y +  65  = 

mit  A31  :^.48;  A32  =  72;  A33  =  24;  A  =  288  stellt  eine  imaginäre  Ellipse  vor,  welche 
denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Axenrichtungen  hat,  wie  sub  a  gefunden.  Hin- 
gegen ist 

R,  =  iK2;    Ri  =  il'3. 

e)  Die  Gleichung 

3x2— 3y2-)-8xy  — 14x  — 2y  +  3  =  0, 

bei  welcher 


13       4—7 

A  =  |      4  —3    — 1 

1  —  7  —1        3 


A31  =       ao 

A32  =  aO 

Ajj  =       25 
A  =  125 


stellt    eine  Hyperbel    mit  dem  Mittelpunkte  Pe  (1, 1)  vor.   Die    quadratische  Gleichung 
für  die  Axen  ist 

p'^- 25  =  0; 


demnach 
und 


p,  =5;  p2  =  — 5 


hl 


•ß,  ~5  — 3~l'    ^^  •  •  •  ß2  ~— 5  — 3~  — 2' 


R 


.  =  /-]-. -5  =  1;   R.  =  l' 


5  • 


5  =  i. 


d)  Die  Gleichung 

x2-)-9y2_6xy  — 20x  — 40y  +  75 


0 


mit  A31  =  150;  A32  =  50;  Aj3  =0;  A  =  —  2500  stellt  eine  Parabel  vor,  deren  Durch- 
messer die  Richtung  150  :  50  =  3  :  1  haben.  Die  Gleichung  des  Hauptdurchmessers  ist 


oder 


50(x  — 3y  — 10)  — 150(-3x  -|-9y  — 20)  =  0 

X  — 3y  +  5  =  0. 

e)  Man  bestimme  die  Axen,  eventuell  auch  Hauptradien  der  Linien 

x2  +  y2  +  2xy  — 4x  +  8y  +  19  =  0: 

7x2  +  7y2  — 2xy  +  16x— 16y  — 32  =  0 

x2  +  2y2-[-2V3Öxy  +  28x  +  56y  — 42  =  0 

x2-|-y2  — 2xy  — 8x  — 8y  +  4  =  0 

x2-|_y2_4x  — 6y  — 3  =  0 


• — r 
I 


Linien  zweiter  Ordnung.  253 

22x2  +  17y2— 12xy  — 26  =  0; 

22x2-)-17y2  +  12xy  —26  =  0. 

43.  Scheitelpunkt  und  Scheiteltangente  der  Parabel.   Wie 

bereits  (Art.  42)  erwähnt,  besitzt  die  Parabel  nur  einen  Scheitelpunkt 
(im  endlichen  Bereich),  nämlich  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe.  Die 
Tangente  der  Parabel  im  Scheitelpunkte  ist  zu  der  Axe  senkrecht 
und  heißt  die  Scheiteltangente.  Als  Tangente  im  Scheitelpunkte  Pg 
hat  sie  (Art.  36)  die  Gleichung 

Uu  X  -[-  U2«  y  +  U38  =  0, 

als  Senkrechte  zu  der  Axenrichtung  (A31  :  A32)  hingegen 

Ajix  +  Ag^y +  X  =  0, 

wo  X  eine  noch  zu  bestimmende  Größe  ist.  Diese  beiden  Gleichungen 
können  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  a  unterscheiden,  so 
dass  die  Identität 

uisx  -f  U2,y  +  U3.r:^a(A3i  x  +  A^^J  +  ^) 

besteht,  welche  die  Berechnung  der  Unbekannten  Xs,y8,  X  ermöglicht. 
Zunächst  zerfällt  dieselbe  in  die  drei  Gleichungen 

uis  =  o  Agt ; 
U2.  =  a  A32 ; 

Usb  =  0  X. 

Multipliciert  man  der  Reihe  nach  einmal  mit  Aii,A2i,A3i,  dann 
mit  Aj2j  A225  A32;  endlich  mit  A^j,  A23,  A33  und  addiert  jedesmal,  so  folgen 
daraus  (wegen  A33  =  0)  die  Gleichungen 

AxB  =  a  (All  -^31    1-^21  -^32    1-^.31  X); 
A  yg  =  a  (A12  A31 -[- A22  A32 -j- A32  X); 
A  =  d  (Aji^  +  A322). 

Wenn  man  jetzt  in  der  vorhandenen  Reihenfolge  die  linken  und 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  mit  denselben 
Seiten  jener   der   zweiten  multipliciert  und  dann  addiert,   erhält   man 

A  U«  =  0^  [a,i  A3,2  +  A22  A3,»  +  2  Aj,  A31 A32  +  2  (A3,2  4-  A32»)  l] , 

und  da  Ug,  =0,  weil  P»  ein  Punkt  der  Parabel,  ist 

All  Aji»  +  A,,  A3,2  +  2  A„  A3,  A3,  +  2  (A,,^  +  A,.,-^) X  =  0, 
also 
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Addiert   und  subtrahiert  man  im  Zähler  des  Bruches  den  Aus- 
druck  All  ^n^  ~\~  -^22-^3l^   ^^   '^^^^ 


|(Au  + 


A22  -r 


A|^  A32       A22  Ag^    -j-  2  A|2  Asi  A32 


—      2\  ^^^ 


-^31     +  -Ä.32 

-^11  -^12  -^13 
A21  A22  A23 

Aqi    Aoo    x\.qo 


)= 


). 


-^31     ~r  -^32 

wo  in  der  Determinante  rechts  A33  statt  Null  gesetzt  worden  ist;  die- 
selbe hat  als  Reciproke  der  Discriminante  den  Wert  A^.  Setzt  man  noch 
(Art.  32,  Gl.  48)  A^^'^  -\-  A^^^^  =  —  (a^  -{-  a22)  A,  so  erhält  man  schließlich 

und  die  Gleichung  der  Scheiteltangente  nimmt  die  Form  an: 

A 


2  A^i  X  -|-  2  A32  y      I  All  -j-  A22 


:)=«■ 


(78 


^11    \   ^2 

Ferner  findet  man  aus  den  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe, 
indem  man  beide  Seiten  der  ersten  und  zweiten  durch  jene  der  dritten 
dividiert: 

^   -^11  -^31  ~r  -^1  -^32     1     -^31  ^ 


y«= 


-^31        I     -^32 
-^12  -^31  ~r  -^22  -^32  ~r  -^32  ^ 


(79 


^3t        l~  -^32 

und  kann  daraus  mit  Hilfe  des  schon  bestimmten  Wertes  von  X  die 
Coordinaten  des  Scheitelpunktes  berechnen.  Einfachere  Formeln  er- 
geben sich  durch  folgendes  Verfahren:  Man  setzt  z.  B.  bei  Xgden  zu- 
letzt ermittelten  Ausdruck  für  X  ein  und  multipliciert  beiderseits  mit 
2A31.  Dadurch  erhält  man 

.0^11-^31     "1-^21-^31-^32 


a  ^Q  t  X| 


^31  ^« 


A    '^ 


-^31     "r  -^32 

~2v^ii  +^22—1  xt:  ) 

t2  ^  ^11  n^  ^2^ 


-^31     ~r  -^32 

un,d  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  48  (Art  32)  nach  Zusammen- 
ziehung der  Brüche  rechts: 


*'  > 
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2A     X  ^(^it~r^2)(^2-^ii"-^i2-^i2)—  ^2  [(^1 1  ~r ^22) (-^t fr -^22)— -^] 

(a,|-|-%2) 

(^11  ~r  ^22)  (^22  -^1 1  ~__12  ^^12  ~  ^22  -^22)   1  ^2  -^ 

(^11    I   ^22) 

' (%i+^2)[(^ii"r^2)-^u— ^u-^ii— 2a|2Ai2— a22A22]+a22A 


=  A„- 


(^11       l~  ^2) 

(^11     1     ^22)  i-^         ^1 3  -^13  ~r  ^         ^23  -^23/  —  %2  -^ 

(*ll      I      ^22) 


=  A         (ati  +  a22)  (2  A  —  A)  —  a22  ^  _  ^  a^^A 

(^11  ~r  ^22)  (^11  -1-^22) 

Ähnlich  geht  man  bei  js  vor,  indem  man  mit  2  A3  2  multipliciert 
u.  s.  w.  Dadurch  ergeben  sich  fUr  die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes 
die  Gleichungen 

2*          A  a^j  A. 

-^31  ^8 ^11    ~" 


(^11+^22)  ,  ,gQ 


^  ^32  Js  ^ 


22 


a29  xjL       I 

(^i  1+^22)    J 


Wenn  eine  der  Unterdeterminanten  A31  oder  A32  verschwindet,  darf 
die  betreffende  der  Gleichungen  (80  nicht  verwendet  werden,  da  sich 
anseheinend  ein  unendlich  großer  Wert  der  entsprechenden  Coordinate 
ergibt,  thatsächlich  aber  die  unbestimmte  Form  eines  ganz  bestimmten 
Wertes.  Ein  solcher  Fall  tritt  nur  ein,  wenn  die  Gleichung  U  =  0  un- 
vollständig ist  und  dann  geben  die  Gleichungen  der  Axe  und  der 
Seheiteltangente  direct  die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes  an. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Bei  der  Parabel 

« 

x2+y2  — 2xy  — 6x  — 2y-{-13  =  0 

ist 

-^31  ^^^  4;  A32  =  4 ;  A33  =  0;  A  =  —  16;  A^^  =  12;  A22  =  4, 

daher  die  Gleichung  der  Scheiteltangente 

8x  +  8y-(l2  +  4-:^^-)  =  0 

oder 

x  +  y-3=:0; 

ferner 
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8x.  =  12  -  ~^^  =  16;  x.  =  2; 
87.=  4-^=8;    y.=  l. 

b)  Bei  der  Parabel  ' 

x2  — 4x  — 4y  +  20  =  0 

ist 

A5i=0;  A32  =  2;  A33  =  0;  A  =  — 4;  Au  =  — 4;  A22  =  16, 

daher     die    Richtung     aller   Durchmesser    0  :  2,    sie    sind     der    y-Axe    parallel.     Die 
Gleichung  der  Scheiteltangente  ist 

0.x  +  4y— (— 4  +  16  — .~-)  =  0 

oder 

7-4  =  0, 

jene  der  Axc  (A,j  u,  —  A3,  u^  =  0)  lautet 

X  — 2  =  0 

und  durch  diese  beiden  sind  die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes 

y.  =  4 

bestimmt.  Nach  Gl.  (83  hätte  man 

0    V  — 4         ^  '       ^   — 0-  IT  —  —  • 

W  .    Ag *  V,     A» ^     , 

0       4 

4  y.  =  16 j =  16;  y,  =  4 

gefunden. 

c)  Man  ermittle  die  Scheiteltangenten  und  die  Scheitelpunkte  der  Parabeln 

(x_y)2_  2(x  +  y)=0; 

y2  — 4x—   4y-fl2  =  0; 

x2  — 2x—   6y  +  19  =  0; 

x2_[-4y2-4xy  — 14x  — 22y  +  49  =  0. 

44.  Transformation  der  Gleichung  einer  centralen  Linie 
auf  die  Hauptdurchmesser. 

Es  liegt  nahe,  die  centrale  Linie  zweiter  Ordnung  auf  ein  (Jo- 
ordinatensystem  zu  beziehen,  welches  aus  den  Hauptdurchmessern  als 
Coordinatenaxen  gebildet  wird.  Wählt  man  die  Hauptdurchmesser  h^ 
und  h2  als  neue  x-  und  y-Axe,  demnach  den  Mittelpunkt  Pc  als  neuen 
Nullpunkt,  so  geht  die  Gleichung  U  =  0  durch  Transformation 
(Art.  33,  Gl.  50)  über  in 
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Vux2-fV22y2  +  2Vi2xy  +  2(uicai  +  U2cßi)x  +  2(uiea2  +  Uaeß2)y  + 

oder,  weil 

A 

Vii=Pi;  V22  =  p2;  Vi2=0  (Art.42);uic=U2o  =  0;  Ucc  =  -t— (Art.SS),  in 

h^'-\-P27'-\-4^=0 (81 

Daraus  folgt  durch  eine  einfache  Umformung 

— 1 r-  +  —1  ^—.--1  =  0. 


Pl        -^33  P2       -^i 


33 


Die  Nenner  der  Brüche  links  sind  (Art.  42,  Gl.  73)   gleich  den 
Quadraten  der  Hauptradien  R^  und  R2,  so  dass  man  schließlich 

x^  v^ 

+  i-2— 1=0 (82 


Ri2    '    R^^ 

als  charakteristische  Form  der  Gleichung  einer  centralen  Linie  erhält, 
die  auf  ihre  Hauptdurchmesser  bezogen  ist.  Je  nachdem  die  Haupt- 
radien real  oder  imaginär,  ihre  Quadrate  daher  positiv  oder  negativ 
sind,  kann  man  R|^=  +  ^^?  R2^=  +  b^  setzen,  wo  a  und  b  reale 
positive  Größen  bedeuten;  dadurch  ergeben  sich  die  Gleichungstypen: 


a2 

b2 

1 

—  0; 

X2 

a2 

7^ 
9 

+  1 

—  0; 

X2 

a2 

7' 
b^ 

1 

-^0; 

X2 

V* 

^•^ 

welche  erkennen  lassen,  dass  die  centrale  Linie  zweiter  Ordnung  nur 
eine  (reale  oder  imaginäre)  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  sein  kann 
(Art.  30). 

Wenn  a^^  =  O,  genügt   schon  die  Transformation  zu  parallelen  Axen  durch  den 
Mittelpunkt  (Art.  39)  um  die  charakteristische  Gleichungsform 

aiix2-[-a.22y^  +  -i  -  =0 

-^33 

zu  erhalten.  Ebenso  beim  Kreis,  wo  überdies  a,^^  =9,22-1  ^bo  die  Gleichung  (Art.  42) 
Budiaayljevica.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  17 
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a,i(x'  +  y^)  +  -^  =  0 

-^33 
sich  ergibt,  somit 


=f- 


^U       -^33 


ist. 

Bei  dem  Paare  nicht  paralleler  Geraden  (A  =  0,  A33  ^  0)    erhält    man    durch 

Transformation    auf   die  Winkelhalbierungslinien  (welche  hier    die    Hauptdurchmesser 
vorstellen)  die  Gleichung 

deren  linke  Seite  sich  in  lineare  Factoren  zerlegen  lässt  —  reale  oder  imaginäre,  je 
nachdem  p^  und  p2  ungleich  oder  gleich  bezeichnet  sind,  also  je  nachdem  pj  pj  =  A33  :^  0. 

Bei  einem  Paar  paralleler  Geraden  werden  die  Hauptdurchmesser  durch  die 
Mittellinie  und  eine  beliebige  dazu  senkrechte  Gerade  vertreten,  deren  Schnittpunkt 
als  Mittelpunkt  anzusehen  ist.  Die  quadratische  Gleichung 

P^  — (au  +a22)p  =  0 

hat  die  Wurzeln 

Pi  =  0;  p2=au  +  a22. 

Ferner  ist 

Vii  =  pi  =  0-,  V.i2  =  P2  =  a„  +  a22;  Vi2  =  0; 

überdies  (Art.  38) 

ui.=  u2.  =  0;Uo.=  ^^i  =  ^; 

^22  a^i 

also  hat  die  transformierte  Gleichung  eine  der  Formen 

(an  +  ^2)  7'  +  ~~  =  0; 

^22 

(au  +  a^j)  y'' +  4  -  =  ^' 

aus  welchen  man  den  Abstand  der  Geraden  von  einander 


=2f-— ,^=2y"- 


A.22 


^22  (^ll  "T  ^22/  ^11  (an  -f-  022) 

berechnen  kann. 

Beispiele  nnd  Anfgaben. 

o)  Bei  der  Gleichung 

3x2 +  3y«  +  2xy  —  22x  —  18y  + 43  =  0 

ist 

A3,  =24;  A32  =  16;  A33  =  8;  A  =  — 64; 

die  quadratische  Gleichung 
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P*  — 6p +  8  =  0 

hat  die  Wurzeln 

Pi  =  4;  P2  =  2, 

also  ist  die  auf  die  Hanptdarcbmesser  transformierte  Gleichung 

4x2-f  2y2  — 8  =  0 

oder 

und  stellt  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  Y2,  2  vor. 

b)  Man  transformiere  auf  dieselbe  Art  die  Gleichungen 

3x2  +  3y2  +  2xy— 22  X  — 187  +  59  =  0; 

x2  -|-  y2  _|_  14xy  —  2x  —  14y  —  23  =  0; 

2x2  — 4y2  +  2xy— 10x  +  4y-f  8  =  0; 

9x2  _^  y2  ^  6xy  —  36x  —  12y  +  27  =  0. 

45.  Transformation  der  Gleichung  einer  nicht  centralen 
Linie  auf  Hauptdarchmesser  und  Scheiteltangente.  Wenn  man 
den  Hauptdurchmesser  und  die  Scheiteltangente  einer  nicht  centralen 
Linie  zweiter  Ordnung  zur  x-  und  y-Axe,  also  den  Scheitelpunkt  Pg  zum 
Nullpunkt  eines  neuen  Coordinatensystems  macht  und  die  allgemeine 
Gleichung  darauf  transformiert,  so  erhält  man 

Vu  x2  +  V22  y^  +  2  V,2  X  y  +.2  (m.  a,  +  uga  ßi)  x  + 
-|-  2  (ui.  02  +  U2.  ß2)  y  +  Ug,  =  0. 

Hierin  istVii  =  pi=0;  V22  =  p2  =  aii  +3^221  Vi2  =  0  (Art.  42) 
Ugg  =  0,  weil  Pg  auf  der  Linie  liegt.  Ferner  hat  der  Hauptdurchmesser 
die  Gleichung 

«2  Ui  +  ß2 1^2  =  0 

und  da  der  Scheitelpunkt  auf  ihm  liegt,  hat  man 

«2  ^1«  +  ß2  ^2b  =  0. 
Endlich  ist 

uis  aj  +  U2g  ßi  =  Vii  Xg  +  V21  y,  +  V3,  =  Vgi, 

weil  v^i  =:  pi  a,  =  0;  Vj^  =  p^  ßi  =  0  (Art.  42).  Mit  Rücksicht  auf  diese 

besonderen  Werte  der  Coöfficienten  nimmt  die  transformierte  Gleichung 

die  einfache  Form 

P2y'  +  2v3,x  =  0 (83 

oder 

17* 


260  Dritter  Thcil.    I.  Abtheilung.    3.  Abschnitt 


V:u 


an,  aus  der  man  erkennt,  dass  die  nicht  centrale  Linie  nur  eine 
Parabel  sein  kann  (Art.  30),  deren  Parameter 

p  = -^^  . 

P2 

Da  ttj  :  ßi  =  A31  :  A32;  A33  =0,  findet  man 

^      Q       «      _1_  Q       R    ^:U -^31    "i"  ^32 -^32  ~r  ^33 -^33  ^ 

V31 ^31  «1    -ra32Pi --  -       _-  : z=    -  --rz -   _       • 

KA312 -f  A3o:-^  |A_(aj, -fa22)A 

Demnach 

—  A 

(an  +  8^2)  Y—  (»11  +  »22)  A 

Die  Quadratwurzel  im  Nenner  ist  mit  dem  positiven  Vorzeichen 
zu  nehmen;  A  und  a^^  4-^22  sind  (Art.  32)  entgegengesetzt  bezeichnet, 
■daher  p  immer  positiv.  Deshalb  kann  man  auch 

p=fz^7r~  . (84 

(»11  "T"  »22)' 

setzen,  wenn  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gilt.  Aus 
dem  Umstände,  dass  sich  unter  den  gemachten  Annahmen  der  Para- 
meter p  immer  positiv  ergibt,  schließt  man,  dass  eine  durch  die 
Gleichung  U  =  0  repräsentierte  Parabel  ihre  Öffnung  nach  der  Richtung 
Aji :  A32  gekehrt  hat. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Bei  der  Parabel 

x2-f  4y2_4xy  — 12x  — 26y  +  36  =  0 

ist 

A31  =  50;  A32  =  25;  A33  =  0;   A  =  —  625;  A^  =  —  25;  A22  =  0; 

X8=0;  y8  =  2; 

die  Richtung  des  Hauptdurchmessers  ist  a^  :  ßj  =  50  :  25  =  2  :  1,  und  nach  dieser  ist 
auch  die  Öffnung  der  Parabel  gekehrt.  Man  findet 

demnach  als  transformierte  Gleichung 

yä  —  2  1/5  X  =  0. 
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b)  Man  gebe  den  Parameter  der  Parabel 

x2_f  y2_2xy  +  4x-f  4y  — 24  =  0 

an  und  stelle  die  transformierte  Gleichung*  auf. 

46.    Übersicht   der   wichtigsten    Untersuchongsergebnisse. 

Die  allgemeine  Grleichung  ü  =  0  stellt,  wie  aus  den  bisher  durch- 
geführten Untersuchungen  hervorgeht,  einen  Kegelschnitt  oder  ein 
Geradenpaar  vor,  welche  man  als  eigentliche  oder  degenerierte  Linie 
zweiter  Ordnung  bezeichnen  kann.  Die  möglichen  Fälle  mit  ihren 
Kennzeichen  sind: 


A  ^  0.  Eigentliche 


A  =  0.  Degenerierte 
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A33>0 


1 

d 
o 
o 


i  A33  <  0 


Mlipse 


22 -^j 


a 

»22 


real 


'^*H>0,  imaginär 
22  -^J 


Hyperbel 


imaginäres 


A„  =  0 


•■sa 


08 


M 
o 


Parabel 


reales 


Geradenpaar  mit 
realem  Mittelpunkt 
im    endlichen    Be- 
reich. 


lA. 
A 


^  *  >  >  0,  imaginäref 
22! 


A 
A 


A 
A 


'  *  >  -<  0,  reales,  ge- 
2-'^  trenntes 

*^  >  =  0,  reales, 
22  J  vereinigtes 


ParaUel-Geraden- 

paar  mit  realer 

Mittellinie. 


Von  besonderer  Bedeutung  ist: 

I-  Bei  den  centralen  Linien  (Ellipse  und  Hyperbel): 

Mittelpunkt:  Xe  = 


1    Je .       1 


-^33 


OL 


Axenrichtung:  •t-  = 


a 


12 


^33 

_  P 


%2. 


a 


12 


ß         P  — an 

1      A 

Hauptradius:  R^  = -r — . 

P      A3, ' 

wenn  p  eine  Wurzel  der  Gleichung  p^  —  {^i[~\-^22)  P  ~[~  A33 
Auf  den  Mittelpunkt  parallel  transformierte  Gleichung : 


=  0. 


-^33 
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Auf  die  Axen  transformierte  Gleichung: 

-^33 

Gleichung   der  Asymptoten:  U r —  ==  0. 


-^33 


2  ^10       1     ^2»' 


Radius  parallel  der  Tangente  in  Po  :  Fq*  =  ' 


2 
^2(1 

^33 

II.  Bei  den  nicht  centralen  Linien  (Parabel): 
Durchmesserrichtung:  a^ :  ßj  =  Agj :  Ä32. 


Gleichung  der  Axe :   v-^  ==  -r^-   oder  A32  u^  —  Aj^  U2  =  0. 
Gleichung  der  Scheiteltangente: 

2A3,x  +  2A32y-(Au+A22-— ^— )  =  0. 

V  *ii  ~r  ^2^ 

Scheitelpunkt : 
Q  A  A  a^i  A         ^  .  .  a22  A 

Z  A31  Xs  _  All    —  /  I  N2  '    "^  ^32  Jb  —  -^22  —   z'«      4_  «     \2 

Parameter:    p  =  l' -r- r^    (mit    positivem    Vorzeichen    der 

Wurzel). 

Gleichung,  transformiert  auf  Axe  und  Scheiteltangente: 

(^11    I    ^22)" 

III.  Bei  dem  nicht  parallelen  Geradenpaar: 

Mittelpunkt   und   Axen   (Winkelhalbierungslinien)   wie    bei    den 
centralen  Linien. 

Gleichungen  der  einzelnen  Geraden  (auch  der  einzelnen  Asymptoten 
des  Paares  U  —  j —  =  0) 

"""33 

z^Ui  +U2  =  0; 
Z2  Ui  -4-  1^2  =  0, 
wenn  z^  und  Z2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

aj  1  z2  _^  2  a^2  z  +  a22  =  0. 

Winkel  der  Geraden: 

2  f-"A33 
tan  gig2  =  — —  ■■       . 

*ii  "1    ^2 
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IV.  Bei  dem  Parallel-Geradenpaar; 

Mittellinie  u,  =  0  oder  U2  =  0. 
Abstand  der  Geraden  von  einander: 


^22  (^11  ~r  ^22)  ^11  (^11  ~r 


~r  ^2) 
Gleichungen  der  einzelnen  Geraden: 


^i  i  y — A22  =  0  oder  u.j  +  ^ — Aii:=0. 

V.  In  allen  Fällen  eigentlicher  Linien. 
Gleichung  des  Tangentenpaares  aus  Pq  : 

UooU~Uo2  =  0.        ' 
Gleichung  der  Polare  des  Punktes  Pq  (Uoo  ^  0) : 

Gleichung  der  Tangente  in  dem  Punkte  Pq  (Uoo  =  0) 

Uo  =  0 

(Uo  =  Uio  X  +  U2oy  +  U30  =  iii  Xo  +  U2  yo  +  U3). 

VI.  In  allen  Fällen  eigentlicher  Linien: 

Gleichung  des  der  Richtung  a :  ß  conjugierten  Durchmessers: 

a  u^  -["  ß  ^2  =^  0. 

47.  Vorgang  bei  der  Untersuchung  einer  Gleichung.  Für  die 

Untersuchung  der  geometrischen  Bedeutung  einer  beliebigen  Gleichung 
U  =  0  bis  zur  Construction  der  von  ihr  repräsentierten  Linie  erscheint 
erfahrungsgemäß  folgender  Vorgang  am  zweckmäßigsten: 

Man  stellt  zunächst  die  Matrix  der  Discriminante  auf  und  be- 
rechnet A3i,A32.  A33,  A;  wenn  A33  =  05  auch  Aj^  und  A22- 

Bei  centralen  Linien  bildet  man  noch  die  quadratische  Gleichung 
f  —  (a,|  -|-  a22)  P  -|-  A33  =0  und  bestimmt  deren  Wurzeln  P1.P2.  Aus 
den  berechneten  Größen  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes, 
die  Axenrichtungen  und  Halbaxen,  die  Linie  kann  daher  construiert 
werden. 

Bei  der  Parabel  ermittelt  man  die  Coordinaten  des  Scheitel- 
punktes (oder  die  Gleichungen  der  Axe  und  Scheiteltangente);  ferner 
den  Parameter.  Die  Gerade  durch  den  Scheitelpunkt  mit  der  Richtung 
Agj :  A32  ist  dann  die  Axe,  dazu  senkrecht  die  Scheiteltangente.  Durch 
Auftragen  des  halben  Parameters  vom  Scheitelpunkte  in  und  entgegen- 
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gesetzt  der  Richtung  A31  :  A32  ergeben  sicli  Brennpunkt  und  ein  Punkt 

der  Leitlinie,   mit   deren  Hilfe   die  Parabel   construiert  werden  kann. 

Bei  Geradenpaaren  genügen  für  die  Construction  der  Mittelpunkt 

oder  die  Mittellinie  und  die  Schnittpunkte  mit  einer  der  Coordinatenaxen. 


Aufgaben. 

a)  Man  construiere  nach  den  angegebenen  Regeln  die  Linien: 

8x«-l-  5y*  +  4xy  _44x  — 38y4-  65  =0-,' 
8x2+  5y2  _|_  4xy  —44x  —  38y  + 137  =  0 
4x«+lly«  — 24xy-f  16x+  2y  —  29  =0 
4x«-|-lly«  — 24xy  +  16x+  2y  —  9  =0 
4x«  +  lly«  — 24xy  +  16x4-  2y  -f-  11  =  0 
16x^4-  9y»  —  24xy  — 52 x  —  86y  + 361  =  0 
4x*—  2y2  —  2xy  —  20x-|-  14y  +  16  =0 
9x2+ 16y«  +  24xy  — 72x-96y+  63  =0 
2x«+  5y«  +  6xy  —  14x  — 22y+  25  =0 
9x»  +  16y*  +  24xy  —  72x  —  96y  +  148  =  0 
x*+  4y2  +  4xy  —  8x  —  16y+  16  =0. 

b)  Man  discntiere  die  Gleichungen 

y«  =  2  p  X  +  q  x2, 

X«  +  y2  =  8«  (q  +  x)'^. 

48.  Linien  zweiter  Classe.  Die  Polare  des  Punktes  P^  in  Bezug 
auf  die  Linie  U  =  0  hat  (Art.  36)  die  Gleichung 

u^o  X  +  U20  y  +  U30  =  0. 

Sind  ^yfio  die  Coordinaten  der  Polare,  so  lässt  sich  deren  Glei- 
chung auch  in  der  Form 

darstellen  und  es  besteht  die  Identität 

uio  X  +  U20  y  +  ^30  "^  ^  (^  X  +  Tjo  y  +  1), 

wo  o  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet.   Die  Identität    zerfällt    in 
die  Gleichungen 


u 


10 


alo; 


1^20  = '3  "^o; 
U30  =  0. 
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Addiert  man,  nachdem  man  der  Reihe  nach  mit  Ai,,A2i5A3^; 
dann  mit  A125A22JA32;  endlieh  mit  Ai3,A235A33  multipliciert  hat,  so 
gehen  daraus  die  Gleichungen 

Axo  =  0  (Ai,  So  +  ^2,  vjo  +  A3,)  r-  atio; 
Ayo  =  o  (A12  So  4-  ^22  "^0  +  A32)  —  a  ho^ 
A  =  a  (Ai3  So  4-  A23  iQo  +  A33)  —  o  t3o 

hervor,  wenn  t^o,  t^Q,  t^o  Abkürzungen  bedeuten.  Multipliciert  man  nun 
die  linken  und  rechten  Seiten  der  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  in 
der  gegebenen  Reihenfolge  mit  denselben  Seiten  der  Gleichungen  in 
der  zweiten  Gruppe  und  addiert,  so  folgt 

A  Uoo  =  O*  (tio  So  +  t2o  TTJo  +  ^30) 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

"^00  ^  *tO  So  ~r  ^0  "^0  ~l"  *30  ^  1-^1  M)  4"  -^2  ""Qo  "T"  -^3/    ==^ 

=  Aii  So'  +  A22  V  +  2  Ai2So-yio  +  2  A,3So  +  2A23YI0  +  A3'3 
setzt, 

A  Uoo  =  o2  Too. 

Lässt  man  Fq  auf  die  Linie  rücken,  so  wird  die  Polare  zur 
Tangente  derselben  in  Pq,  und  da  nun  Uoo  =  0,  der  Factor  a  aber 
seiner  Natur  nach  nicht  Null  sein  kann,  wird  auch 

Too  =  0, 

d.  h.  die  Coordinaten  einer  beliebigen  Tangente  genügen  der  Gleichung 

T  =  0 

oder 

Au$*  +A^^rf  +  2  Ai2$Yl  -\-2A,,i-j-2A.,,ti  +  A33  =  0, 

welche  also  die  Linie  U  =  0  in  Liniencoordinaten  vorstellt.  Sie  ist 
vom  zweiten  Grade,  daher  ist  die  Linie  zweiter  Ordnung  auch  eine 
Linie  zweiter  Classe. 


4r.  Abschnitt. 

Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 

49.    Verschiedene  Gleichungsformen  und  Beziehungen.  Die 

Ableitung   charakteristischer  Gleichungsformen  für  einen  Kegelschnitt 
und  die  mit  ihm  in  Verbindung  gebrachten  Geraden,  Punkte,  Richtungen 
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oder  für  deren  gegenseitige  Beziehungen  bietet  ein  Mittel,  seine  Eigen- 
schaften zu  ergründen.  Im  nachstehenden  sei  eine  Auswahl  solcher 
Gleichungen  angeführt. 

I.  Aus  der  Identität 

aiiU^a^^x  +2a,iai2xy +  a,la22y^  +  2a|la,3X-[-2alla^3  7  + 
folgt  durch  Addition  und  Subtraction  des  Ausdruckes 

*i2  y  ~r  2a,2ai3y  4"  ^13 
die  neue  Identität 

aiiU^(anX-[-ai2y  +  a,3)2-f  (a,ia^2— ai2^)y^— 2(a,2aj3  — ana23)y-!- 

1(^11  ^33  ^13  ). 

Auf  ähnlichem  Wege  findet  man  die  Identität 

»22  U=(ai2  X  +  a22y  +  a23)2  +  (a^  a22  —  ai2^)x2  — 2(ai2a23  —  a22  ai3)x  -f 

~r  (»22  »33         »23  ) 

und  durch  Addition  eine  dritte.  Mit  Hilfe  der  bekannten  Bezeich- 
nungen ergeben  sich  demnach  die  drei  identischen  Gleichungen: 

»11  U  =  iii2-f  A33  y2  —  2  A23  y  +  A22 
»22  ^  '-^  ^2  "r -^33  ^         2  A13  x  -|-  Au 
(aii-H-»22)Ui-Ui2_j_u22^A33(x'^4-y2)— 2Ai3X  — 2A23y+Au+A22 

die  man  auch  in  den  Formen 

»u  U  —  Ui2  =  A33  y2  —  2  A23  y  +  A22 

»22  ^  "    ^2  =^  -^33  ^   —  ^  A|3  X  -|—  A|| 
(aii+a22)U— (ui^-f  u22)  =  A33(x2-fy2)— 2A13X— 2A23y+Aii+A22 
darstellen  kann. 

II.  Die  allgemeine  Gleichung  U  =  0  stelle  einen  centralen  Kegel- 
schnitt vor,  dessen  Radien  also  mit  Hilfe  der  Gleichung 

^     -^33 

ZU  berechnen  sind.  Dann  repräsentiert  die  Gleichung  U  -|-  k  =  0, 
wenn  k  irgend  eine  Constante  bedeutet,  ebenfalls  einen  centralen 
Kegelschnitt,  der  mit  dem  ersten  den  Mittelpunkt  und  die  Haupt- 
durchmesser gemein  hat.  Die  gleichgerichteten  Radien  aber  ergeben 
sich  nun  aus  der  Gleichung 
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V      A33      • 


Soll  die  Beziehung  r^^  =  — r^  stattfinden,  muss 

A  -|~  ^  •  A33  =       A, 


daher 

A 
^33 


k  =  — 2  , 
A< 


sein.  Demnach  stellt  die  Gleichung 

U  — 2-^=0 (85 

•^33 

einen  Kegelschnitt  vor,  welcher  zu  dem  Kegelschnitt  U  =  0  in  der 
eigenthümlichen  Beziehung  steht,  dass  die  Hauptdurchmesser  beider 
aufeinander  liegen,  aber  einem  realen  Radius  r  des  einen  ein  ima- 
ginärer Radius  r  i  =  r  f —  1  des  anderen  von  derselben  Richtung  ent- 
spricht und  umgekehrt.  Stellt  denmach  U  =  0  eine  imaginäre  oder 
reale  ElUpse  vor,  so  wird  durch 

U~2^=0 

•^33 

eine  reale  oder  imaginäre  Ellipse  ausgedrückt  mit  den  Halbaxen  a,  b 
der  realen,  ai,  bi  der  imaginären.  Hingegen  geht  aus  der  Gleichung 
U  =  0  einer  Hyperbel  mit  der  realen  Halbaxe  a,  der  imaginären  bi 
die  Gleichung 

U-2A=o 

-^33 

der  conjugierten  Hyperbel  hervor  mit  der  realen  Halbaxe  b  und  der 
imaginären  ai.  Die  Richtigkeit  ist  leicht  an  der  Gleichung 

zu  erproben. 

III.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Punkte  P^  und  Pj 
eines  Kegelschnittes  verbindet,  lässt  sich  in  besonderer  Form  mittelst 
der  Gleichungen  U^  =  0  und  U2  =  0  der  Tangenten  der  Linie  in 
diesen  Punkten  ausdrücken;  sie  lautet 

Ui  +  U,  -  U,j  ==  0, (86 
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was  durch  eine  einfache  Probe  bestätigt  wird;  setzt  man  nänüicli 
einmal  die  Coordinaten  von  P^,  dann  jene  von  P2  ein,  so  wird 

U12  +  U22  -  U12  =  Ü12  —  U12  :^  0. 
Die  Gleichung 

Ui  — U2  =  0 (87 

stellt  den  Durchmesser  PoPc  vor;  denn  sie  ist  linear  combiniert  aus 
den  Gleichungen  der  Tangenten^  die  sich  in  Po  schneiden  und  wird 
durch  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  P«  befriedigt: 

Uic  —  Usc  ^^  -7 *       ZzT  0. 

-^33  -^33 

Dieser  Durchmesser  schneidet  die  Sehne  P^  P2  in  einem  Punkte  Pm, 
dessen  Theilverhältnis 

-L  2  i  m  Uj2  »^22  ^vi 

d.  h.  er  halbiert  dieselbe. 

IV.  Die  Gleichung  des  der  Richtung  a  :  ß  conjugierten  Durch- 
messers ist 

a  U|  -|-  ß  U2  =  0. 

Ist  jene  Richtung  bei  einem  centralen  Kegelschnitte  durch  die 
Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  mit  einem  Punkte  Pi  gegeben,  also 
a  :  ß  =  (xi  —  Xc) :  (yi  —  je),  so  geht  die  Gleichung  über  in 

(xi  —  Xc)  ui  -f  (ji  —  jc)  U2  +  U3  —  U3  =  0; 
UiXi  4-  U2yi  +  U3  —  (uiXc  +  U2yc  +  ^z)  =  0; 

Ui  —  Uc  =  0, 
also  schließlich  in 

Ui—   .—  =  0 (88 

-^33 

Man  sieht  daraus,  dass  der  Durchmesser  parallel  ist  der  Polare 
des  Punktes  Pi.  Soll  ein  Punkt  Pk  auf  dem  Durchmesser  liegen,  so 
müssen  dessen  Coordinaten  seiner  Gleichung  genügen,  daher  muss 

Uik-:^  =  0 (89 

sein.  Diese  Gleichung  sagt  aber  auch  aus,  dass  der  Punkt  Pi  auf  dem 
Durchmesser 
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Uk  -  -A  =  0 

liegt,  der  conjugiert  ist  zu  der  Richtung  der  Geraden  PcPk.  Demnach 
ist  die  Bedingung,  dass .  die  Verbindungslinien  der  Punkte  Pi  und  Pk 
mit  dem  Mittelpunkte   des  Kegelschnittes  U  =  0   conjugierte  Durch- 

A 

messer  sein  sollen,  in  der  Gleichung  Uik  =  -r —  enthalten. 

A33 
V.  Die  Tangente  des  Kegelschnittes  U  =  0   in   dem   Punkte  Pq 
hat  die  Gleichung 

Uo=0. 

Wird    der    als    central   vorausgesetzte    Kegelschnitt    von    dem 
Durchmesser  Pc  Pq  noch  in  dem  Punkte  P'o  getroffen,  so  ist 

demnach 

x'o  =  2  xc  —  xo;  y'o  =  2  je  —  yo 

und  der  Gleichung 

UiX'o  +U2y'o+U3=0 
der  Tangente  in  P'o  kann  die  Form 

u,  (2xc  -Xo)  +  U2  (2yc~-yo)  +  ^,  (2— 1)  =  0 


oder 


2Uc  — U,  =  0 


A 

gegeben  werden,  die  wegen  Uc  =  ^  -  in 

A33 

Uo  — 2-^=0 (90 

tibergeht. 

VI.  Der  centrale  Kegelschnitt  U  =  0  wird  von  dem  Durchmesser 
mit  der  Richtung  a  :  ß  in  zwei  Punkten  getroffen,   deren  Coordinaten 

1      A 

Xc  +  r  a;  yo  +  r  ß  sind,  wenn  r^  =  —  :^  ,  - — . 

^     -^33 
Die  Tangenten  in  diesen  Punkten  haben  die  Gleichungen 

Ut  (xc  +  ra)  -f  U2  (yc  ±  r  ß)  +  U3  =  0 
oder 
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A 


33 

A^ 

^33 


-[- r  (ui  a  +  Ui5  ß)  =  0; 


FolgKch  wird  das  Tangentenpaar  durch  die  Gleichung 

^_r2(u,a  +  u,ß)2  =  0 
repräsentiert,  welche  nach  Einführung  des  Wertes  von  r^  in 


V---  +  (aja  +  u.,ß)2  =  0 

-^33 


(91 


übergeht. 

Vn.  Für  zwei  beliebige  Richtungen  gi(ai,ßi)  und  gk(ak,ßk)  be- 
stehen zwischen  den  Ausdrücken  Vn,  Vkk,  Vik  bemerkenswerte  Be- 
ziehungen, die  im  folgenden  entwickelt  werden  sollen. 

Es  ist 

vii  «i  -f  vgi  ßi    vii  ak  +  V2i  ßk 

Vik  «i  +  V2k  ßi     Vik  «k  -|-  V2k  ßk 

a,i  ai  -|-  ai2  ßi   »21  «i  +  8^2  ßi  ! 

»11  «k  -{'  a,2  ßk   »21  «k  -\-  a22  ßk  i 

demnach 


V„  Vik 

Vki  Vkk 

■ 

Vll     V2i 

Vik   V2k  j 

1 
1 

Vii  V21 
Vik  V2k 


^11    *12 
^21   ^22 


«i  ßi 

«kßk 

!ai  ßi 
«k  ßk 


Vu  Vkk- Vik  = 


*ll    ^12 


2 


«i    ßi  .  .    g 

=  A33  Sin«  gi  gk, 


(92 


1  ^1   %2  I    ,  *k  ßk 

und  wenn  die  beiden  Sichtungen  conjugiert  sind  (Vik  =  0) : 

Vii  Vkk  =  A33  sin*  gl  gk 

Multipliciert  man  beide  Seiten  der  Gleichungen 

Vü  =  aa  tti*  -f  a22  ßi^  +  2  sl^^  «i  ßi? 

Vkk=  a^i  ak^  +  ^2  ßk^+  2  ai2  «kßk; 

Vik  =  a^i  ai  ak  +  0^2  ßi  ßk  +  »12  («i  ßk  +  «k  ßi). 

Der  Reihe  nach  zuerst  mit  ak*,  ai*,  — 2aiak,  dann  mit  ßk*,  ßi'; 
—  2  ßi  ßk  und  addiert  jedesmal,  so  erhält  man 

Vii  ak*  +  Vkk  «1*  —  2  Vik  ai  ak  =  SL22  («i  ßk  —  «k  ßi)*  =  a22  sin*  gigk; 
Vii  ßk'  +  Vkk  ßi'  —  2  Vik  ßi  ßk  =  au  (ai  ßk  —  ak  ßi)*  =  a^  sin*  gigk; 
und  durch  Summierung 
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Vü  +  Vkk  —  2  Vik  COS  gi  gk  =  (au  +  a22)  sin^  gi  gk ; 
demnach,  wenn  die  Richtungen  conjugiert  sind: 

Vii  +  Vkk  =  (au  +  a22)  sin^  gj  gk (93 

50.  Beziehungen  zwischen  zwei  Paaren  paralleler  Tangenten. 

Zwei  Paare  paralleler  Tangenten  bestimmen  ein  dem  Kegelschnitte 
umschriebenes  Parallelogramm,  welchem  bemerkenswerte  Eigenschaften 
zukommen. 

I.  Die  Diagonalen  des  umschriebenen  Parallelogrammes  sind 
conjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes.  Es  mögen  P^  und  P2 
beliebige  Punkte  desselben  sein.  Dann  werden  durch  die  Gleichungen 


Ui=Ol 

-^33 


U2  =  0 

U2  — 2-T^  =0 


zwei  Paare  paralleler  Tangenten  dargestellt  (Art.  49,  V).  Da 

SO  stellt  die  Gleichung 

Ui-U.,  =  0 

eine  Diagonale  und  ebenso,  weil 
die  Gleichung 

-^33 

die  zweite  Diagonale  des  von  den  zwei  Tangentenpaaren  gebildeten, 
umschriebenen  Parallelogrammes  vor.  Nun  halbiert  die  erste  die 
Sehne  P^  Pj,  während  die  zweite  zu  ihr  parallel  ist  (Art.  49,  III) 
und  da  beide  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  gehen  —  wovon 
man  sich  durch  Einsetzung  der  Mittelpunktscoordinaten  leicht  über- 
zeugen kann  —  sind  sie  conjugierte  Durchmesser.  Bei  der  Parabel 
rückt  offenbar  der  zweite  Durchmesser  mit  zwei  Tangenten  in  das 
Unendliche. 

II.  Durch  die  Gleichungen  (s.  Art.  36,  Anmerkung) 

Vuü-(u,a,  +  U2ßJ^  =  0; 
V22U-(u,a2  +  U2ß2)^  =  0 
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werden  zwei  Paare  paralleler  Tangenten  mit  den  Richtungen  ca^ :  ßi 
und  0-2  :  ß2  repräsentiert.  Durch  Addition  erhält  man  die  Gleichung 

—  2  (a^  ßi  4-  «2  ß2)  Ui  U2  =  0, 

welche  einen  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  Tangentenpaare,  d.h. 
Eckpunkte  des  von  ihnen  bestimmten  umschriebenen  Parallelogrammes 
gehenden  Kegelschnitt  vorstellt.  Sind  die  zwei  Richtungen  zu  einander 
senkrecht,  ist  also  das  Parallelogramm  ein  Rechteck,  so  wird  (Art.  15) 

«.*  +  «2*  =  i;  ßi"  +  ß-/  =  1;  «t ßi  +  «2 ß2  =  0; 

Ml      I     ^22  =  ^It  "T   ^22 

und  jene  Gleichung  geht  in 

(a„  +  a,,)  U  -  K*  +  U2^)  =  0, 
oder  (Art.  49,  I)  in 

A33  (X*  +  y*)  -  2  A,3X  -  2  A.,,y  4-  An  +  A22  =  0 
über,  stellt  somit  einen  Kreis  vor,  dessen  Mittelpunkt  die  Coordinaten 
hat,  also  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnittes  identisch 


•^31  .    A32 


A33     A33 

ist.  Da  sich  für  eine  beliebige  Richtung  a :  ß  bei  dieser  Gleichung 

V'  =  A;„(a«  +  ß«)  =  A,3; 

ferner 

A'     —  A    2 

'^  33  -^33 

und 

A'  =  A33  (Ajj  A33      Ai3   -j-  A22  A33      A23  )  =  A33  (a^i  -\-  0^2)  ^  ^^ 

=  A33(Pl  +  P2)  A 

ergibt,  findet  man  für  den  Radius  des  Kreises 

r^  =  _  4.  •  t^-  =  -  Pl  +  P^  .  -A  =  K^2  ^  ^2 
V'     A'33  pi  P2       A33 

also  r^  =  a^  -f-  b*  bei  der  Ellipse,  r^  =  a^  —  b^  bei  der  Hyperbel. 
Dieser  Kreis,  welcher  bei  der  Hyperbel  auch  imaginär  werden  kann, 
wird  der  Leitkreis  genannt.  Auf  ihm  liegen  die  Eckpunkte  eines  jeden 
dem  Kegelschnitte  umschriebenen  Rechteckes  oder  mit  anderen  Worten: 
Er  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  zu  einander  senkrechten  Tangenten. 
Bei  der  Parabel  kann  nur  die  letztere  Anschauung  in  Betracht  kommen; 
in  diesem  Falle  reduciert  sich  die  Gleichung  des  Kreises  (wegen 
A33  =  0)  auf  die  Gleichung 
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2  Ai3  X  +  2  A23  y  -  (A„  +  A^^)  =  0, 
einer  zu  der  Sßheiteltangente  (Art.  43)  im  Abstände 


=  \l 


—  A  P 


2  (a„  +  a,,)  KA;?  + A:,,,^        2  '  (a^  +  a.,^)«        2 

parallelen  Geraden,  welche  demnach  identisch  ist  mit  der  Leitlinie  der 
Parabel.  (Art.  45,  30.) 

III.  Die  Gleichungen 

VU-(u,a  +  Ü2ß)2  =  0; 

V-/-  +  Ka4-u,ß)^  =  0 

stellen  zwei  Paare  paralleler  Tangenten  eines  centralen  Kegelschnittes 
vor,  von  welchen  das  erste  die  Richtung  a :  ß  (Art.  36),  hingegen 
das  zweite  jene  Punkte  zu  Berührungspunkten  hat,  in  welchen  der 
Kegelschnitt  von  dem  zum  ersten  parallelen  Durchmesser  getroffen 
wird.  (Art.  49,  VI.)  Daher  sind  die  Richtungen  der  beiden  Tangenten- 
paare conjugiert,  nämlich  jedes  derselben  ist  parallel  zu  einem  von 
zwei  conjugierten  Durchmessern.  Durch  Addition  folgt  die  Gleichung 

einer  Linie,  welche  durch  die  Schnittpunkte  der  Tangentenpaare,  d.  h. 
durch  die  Eckpunkte  des  von  ihnen  bestinmiten  Parallelogrammes 
geht.  Da  die  Gleichung  von  der  Richtung  a  :  ß  unabhängig,  liegen 
überhaupt  die  Eckpunkte  aller  umschriebenen  Parallelogramme,  deren 
Seiten  parallel  sind  zu  zwei  conjugierten  Durchmessern,  auf  dieser 
Linie,  die  offenbar  ein  Kegelschnitt  derselben  Art  ist,  wie  der  gegebene, 
denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Hauptdurchmesser  besitzt.  Hin- 
gegen sind,  weil 

V'=: V;  A 33  =  A33;  A  =  agi  A31  -|-  ag^  A32  -[-  ^a^y  -}-  T~~J -^:»3  =  2  A; 
also 

-  V-A'33""  VA33 

oder 

r^  =  r  K2, 

die  Radien  derselben  Richtung  nur  proportional,  mithin  bei  Ellipse 
und  Hyperbel  a'  =  a  [^2 ;  b'  =  b  |  2. 

Badisavljevi6  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  18 
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Bei  der  Ellipse  sind  beide  Tangentenpaare  und  mit  ihnen  die 
Eckpunkte  des  umschriebenen  Parallelogrammes  real.  Bei  der  Hyperbel 
dagegen  ist  ein  Tangentenp9,ar  imaginär,  deshalb  sind  auch  die  Eck- 
punkte des  umschriebenen  Parallelogrammes  imaginär;  ihre  (imaginären) 
Coordinaten  genügen  aber  der  Gleichung 

wovon  man  sich  leicht  bei  der  auf  die  Hauptdurchmesser  bezogenen 
Grieichung  einer  Hyperbel  überzeugen  kann.  Ersetzt  man  das  imaginäre 
Tangentenpaar  der  Hyperbel  U  =  0  durch  das  reale  von  derselben 
Richtung,  das  an  die  conjugierte  Hyperbel  (Art.  49,  II) 

gelegt  werden  kann,  so  ergibt  sich  wieder  ein  Parallelogramm  mit 
realen  Seiten  und  Eckpunkten.  Es  sei  V  U  —  (u,  a  -j-  U2  ß)^  =  0  das 
imaginäre  Tangentenpaar;  von  diesem  geht  man  zu  dem  gleich- 
gerichteten   realen    an    die    conjugierte    Hyperbel    über,    wenn    man 

ü  —  2- —  statt  U  schreibt: 
A. 


:n 


Die  Gleichung  des  realen  Tangentenpaares 

bleibt  ungeändert.  Jetzt  ergibt  sich  durch  Addition  die  Gleichung 

d.  h.  die  Eckpunkte  eines  jeden  Parallelogrammes,  von  welchem  ein 
Paar  paralleler  Seiten  eine  Hyperbel,  das  andere  Paar  die  conjugierte 
Hyperbel  berühren,  liegen  auf  den  gemeinschaftlichen  Asymptoten, 
sobald  die  Richtungen  der  Seiten  conjugiert  sind.  Man  erkennt  daraus, 
dass  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der  Hyperbel  harmonisch  ist 
zu  ihren  Asymptoten. 

51.  Beziehungen  zwischen  conjugierten  Durchmessern  und 
Radien  centraler  Kegelschnitte.  Von  den  Beziehungen,  die  zwischen 
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coDJugierten  Durchmessern  oder 
conjagierten  Radien  bestehen,  sollen 
hier  nur  die  wichtigsten  angeführt 
werden. 

I.  Auf  zwei  conjugierten  Durch- 
messern di  und  dk  (Fig.  75)  mögen 
die  Punkte  Pi  und  P^  derart  an- 
genommen sein,  dass  ihre  Verbin- 
dungshnie  zusammenfällt  mit  der 
Tangente  to  in  einem  beliebigen  Punkte 
Po  des  Kegelschnittes.  Die  Glei- 
chungen der  Durchmesser  sind: 


di  . 


Uu- 


0;     d, 


Ui 


^33 


A 
A 


=  0. 


33 


(Art.  49,  IV.)  Der  zur  Richtung  a  :  ß  der  Tangente  to  conjugierte  Durch- 
messer do  hat  die  Gleichung 

aui  -}-  ß^i^^^^O 

und  geht  durch  den  Punkt  Pq.  Die  Abstände  Po  Pi  =  8i  und  Po  Pk  =  W 
können  auf  zwei  Arten  bestimmt  werden,  entweder  als  die  in  der 
Richtung  der  Tangente  to  gemessenen  Entfernungen  der  Durchmesser  df 
und  dk  von  dem  Punkte  Po  oder  als  die  in  derselben  Richtung  ge- 
messenen Abstände  des  Durchmessers  do  von  den  Punkten  Pi  und  Pk 
Die  zur  Berechnung  noth wendigen  Gleichungen  ergeben  sich  im  ersten 
Falle  daraus,  dass  die  Coordinaten  xi  =  Xo  -f-  a  8i ;  yi  -}-  ß  8i  und 
Xk=:  Xo  -[-  aSk;  Vk  =  Xo  -f-  ß8k  den  Gleichungen  der  Durchmesser  di 
und  dk  genügen  müssen;  durch  Einsetzung  erhält  man 


Ulk  (xo  -|-  a  8j )  -f  U2k  (vo  +  ß  8i)  +  ^sk  —  -^ 


0; 


33 

A 


Uli  (xo  4-  a  8k)  +  U2i  (Vo  +  ß  8k)  +  Usi .-  =  0 


^33 


oder 


Uko  +  8i  (Ulk  a  +  U2k  ß) 
Uio  +  8k  (Uli  a  +  U2i  ß) 


^33 

A^ 

^33 


=  0; 


0. 


Wegen    der    Lage    von    Pi   und   Pk    auf  to    ist   Uio  =  Uko  =  0, 
demnach 

18* 
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8  =       -^   -  ^  •    8   =  ^  A 

Ulk  a  +  Uak  ß  A33  '      ^         Uli  a  -|-  U2i  ß      A33 

Im  anderen  Falle  gentigen  wieder  die  Coordinaten  Xq  =  xi  —  a8i; 
yo  =yi  —  ß  8i  oder  Xo  =  Xk  —  a  8k;  y^  =  yk  —  ß  8k  der  G-leichung  des 
Durchmessers  do  und  man  erhält  mittelst  der  Form 

Vix  +  V2y  +  V3  =  0 
derselben  die  Bedingungsgleichungen: 

Vi  (xi  —  a8i)  +  V2(yi  —  ß8i)-f-V3=0; 

Vt  (xk  —  a  8k)  -|-  y-i  (jk  —  ß  8k)  +  V3  =  0 
oder 

Vi  Xi  -f  V2  yi  -f  V3  —  V  8i  =  0; 
Vi  Xk  +  v.^  yk  +  V3  —  V  3k  =  0 

und  aus  diesen 

_  Vi  Xi  -f  V.2  yi  +  V3  _  Uli  a  -f-  U2i  ß , 


8i 


V  V 


V,  Xk+v.2yk  +  V3        Uika  +  U2kß 
8,  = ^ =  ^^ 

Multiplieiert  man  den  zuerst  erhaltenen  Wert  von  8i  oder  8k  mit 
dem  zuletzt  erhaltenen  von  8k  oder  81,  so  folgt  immer 

1       A 

also,  weil  der  Ausdruck   \f  '  -r-    das   negative  Quadrat  des    zur  Tan- 

^     A33 

gente  in  Po  parallelen  Radius  r^  darstellt, 

8i8k  =  — ro*^ 

Bei  der  Ellipse  ist  ro^  positiv,  bei  der  Hyperbel  negativ,  daher 
werden  bei  jener  die  Schnittpunkte  von  zwei  conjugierten  Durch- 
messern mit  einel^  Tangente  durch  den  Berührungspunkt  getrennt,  bei 
dieser  aber  nicht.  Bei  der  Hyperbel  ist  zu  bemerken,  dass  —  ro^  gleich 
ist  dem  Quadrate  des  zur  Tangente  parallelen  Radius  der  conjugierten 
Hyperbel. 

II.  Sind  ri  und  rk  die  Längen  von  zwei  conjugierten  Radien, 
also 

1        A         „  1        A 


ri^  =  —  TT     •  -]r  -;  Tic^  = 


Vii  Ag:^  Vkk  A33 
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SO  ist 


""' ""''  ""  "  Vu  Vik   ■  A,,-^ ' 


1  A-^ 

'SS 


oder,  weil  (Art.  49,  VII) 

Vu  Vkk  =  A.,.,  sin*  di  dk  =  p,  P2  sin*  dj  dk, 

n*  tk«  sin«  d,  dk  =  —  ~  =  R,*  K,^, 

Pl  P2  -^33 

demnach  bei  der  Ellipse  n  rk  sin  di  dt  =  a  b,  d.  h.  die  Fläche  des 
von  zwei  conj  agierten  Radien  bestimmten  Dreieckes  ist  constant  und 
gleich  jener  des  von  den  Hauptradien  bestimmten  rechtwinkeligen 
Dreieckes.  Ist  bei  der  Hyperbel  von  den  beiden  conjugierten  Badien 
Tk  der  imaginäre  und  R2  der  imaginäre  Hauptradius,  femer  rk'  der 
mit  rk   gleich   gerichtete  Radius    der  conjugierten  Hyperbel,  b   deren 

reale  Halbaxe,  so  dass  rk'/ — r  =  rk;  b  Y — 1=R25  so  wird 

ri  rk '  sin  di  dk  =  a  b, 

d.  h.  die  Fläche  des  von  einem  Radius  ri  einer  Hyperbel  und  dem  in  der 
conjugierten  Richtung  gemessenen  rk'  der  conjugierten  Hyperbel  be- 
stimmten Dreieckes  ist  constant  und  gleich  jener  eines  rechtwinkeligen 
Dreieckes  mit  den  Katheten  a,  b. 

Noch  lässt  sich  eine  Beziehung  bezüglich  der  Quadratsumme 
conjugierter  Radien  nachweisen.  Es  ist 

,   ,      ,_      /  1      I      M  A  _      Vii  +  Vkk  A 
Ti  i-rk  -      y^^^   -^\\Ja,,~        VirVkk    A33 

oder,  weil  (Art.  49,  VII) 

Vii  Vkk  =  Pl  P2  sin^  dl  do, 

Vü  +  Vkk  =  (»11+  »22)  sin^  di  dk  =  (pi  +  P2)  sin^  di  dk, 
auch 

Pl  P2  -^33  Pl    -^33  P2   -^33 

mithin  ri*^  -\-  rk*  =  a!^  -\-  b^  bei  der  Ellipse,  ri^  -[-  rk^  =:  a^  —  b^  bei  der 
Hyperbel. 

52.  Der  Kreis.  Bei  der  Behandlung  des  Problems  der  Haupt- 
durchmesser (Art.  42)  wurde  festgestellt,  dass  eine  Gleichung  von 
der  Form 

ai ,  (x2  -f  y-^  -f  2  a,3  X  +  2  a.,3  y  +  333  =  0 
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einen  Kreis  vorstellt.  Anderseits  folgt  aus  der  Definition  des  Kreises 
als  Ort  eines  Punktes  P  (x,  y),  welcher  von  dem  gegebenen  Punkte 
C  (a,  b)  den  gegebenen  Abstand  r  hat,  direct  die  Gleichung 

(x-a)2  +  (y  — b)2  =  r^. 

Ordnet   man    und   setzt  a^  -j-  ^^^  —  r^  =  k.    so   folgt    daraus  die 
sogenannte  Normalform 

x2  +  y2  — 2ax  — 2by  +  k  =  0 

der  Gleichung  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  C  und  dem  Radius  r. 
Abgekürzt  sei  dieselbe  durch 

S  =  0 

dargestellt.  Der  Vergleich  beider  Formen  zeigt,  dass 

a  —  ~~~  "    "  •    0  —  ^    r   —  "2  '  7 

demnach  repräsentiert  die  allgemeine  Gleichung  einen  realen  oder 
imaginären  Kreis,  je  nachdem 

Besondere  Gleichungsformen   ergeben    sich   bei   speciellen  Lagen 

des  Kreises: 

x2  4-  y2  —  r2  =  0, 

wenn  sein  Mittelpunkt  im  Nullpunkte  liegt; 

x2-[-y2  — 2ax  — 2by  =  0, 

wenn  er  durch  den  Nullpunkt  geht: 

x2_[_y2_2ax  =  0; 
x^-fy^  — 2by  =  0, 

wenn  außerdem  der  Mittelpunkt  auf  der  x-Axe  oder  auf  der  y-Axe 
liegt  u.  s.  w. 

Beachtenswerth  ist  der  Fall,  wenn  r  =  0  (Nullkreis).  Dann  lässt 

sich  die  Gleichung 

(X  -  a)^^  +  (y  -  b)^  =  0 

auch  in  der  Form 

[(X  -  a)  +  i  (x  -  b)]  [(x  -  a)  -  i  (X  -  b)]  =  0 

darstellen  und  repräsentiert  ein  imaginäres  Geradenpaar  mit  dem  realen 
Mittelpunkte  C  (a,  b);  doch  wird  sie  in  manchen  Untersuchungen  als 
Repräsentant  des  Nullkreises  angewendet. 


1 
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I.  Eine  durch  den  beliebigen  Punkt  Pq  und  die  Richtung  a :  ß 
bestimmte  Gerade  schneidet  den  Kreis 

S  =  0 

in  zwei  Punkten,  deren  Abstände  s'  und  s"  von  Pq  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

s2  — 2[(xo-a)a  +  (yo-b)ß]8  +  Soo  =  0 

sind  (Art.  36).  Die  Schnittpunkte  können  real  getrennt,  zusammen- 
fallend oder  imaginär  sein,  immer  ist  aber  (Art.  29) 

8   8     =  Oqoj 

d.  h.  unabhängig  von  der  Richtung  der  Geraden  ist  das  Product  der 
vom  Kreise  auf  ihr  bestimmten  Abschnitte  eine  constante,  nur  von 
der  Lage  des  Punktes  Fq  abhängige  Größe  Sqq,  welche  dessen  Potenz 
in  Bezug  auf  den  Kreis  genannt  wird.  Die  Potenz  des  Nullpunktes 
ist  k.  Sind  aus  Po  reale  Tangenten  an  den  Kreis  möglich,  deren 
Berührungspunkte  von  Po  den  Abstand  t  haben,  so  ist  für  diese 
s'=s"  =  t,  mithin 

Sind  aber  keine  realen  Tangenten  möglich,  dann  gibt  es  zwei 
reale,  entgegengesetzt  gleiche  Abschnitte,  wenn  nämlich 

(xo  — a)a  +  (yo-b)ß  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Gerade  senkrecht  ist  zu  der  Verbindungslinie  des 
Punktes  Po  mit  dem  Mittelpunkte  C  des  Kreises.  In  diesem  Falle  ist 
s'=:h;  s^'  =  —  h  und 

Soo  =  -  h^. 

Man  entnimmt  dem  Vorstehenden,  dass  die  Potenz  eines  Punktes 
positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  er  außerhalb  oder  innerhalb  des 
Kreises  liegt.  Sie  wird  Null,  wenn  der  Punkt  sich  auf  dem  Kreise 
selbst  befindet. 

II.  Die  Tangente  in  dem  Punkte  Pq  des  Kreises  ist  senkrecht 
zu  dem  Radius  CPo,  ihre  Gleichung  ist  demnach 

(xo  —  a)  (x  —  Xo)  -f  (yo  —  b)  (y  -  y«)  =  0. 

Schreibt  man  x  —  a  -|-  ^  —  Xq  und  y  —  b  -1-  b  —  yo  statt  x  — Xo 
und  y  —  yo,  so  wird  daraus: 

(xo  -  a)  (X  -a)  +  (yo-b)  (y-b)  -  (xo  -a)^  -  (y«  -b)^  =  0 
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und  da 

(xo-a)*  +  (y„-b)«  =  r«, 

weil  der  Punkt  auf  dem  Kreise  liegt,  kann  die  Grieichung  der  Tangente 
auch  in  der  Form 

(xo-a)  (x-a)  +  (yo-b)  (y-b)  -  r^  =  0 

gegeben  werden.  Befindet  sich  der  Mittelpunkt  im  Nullpunkte,  so 
reduciert  sie  sich  auf 

XjX  +  yoy  — r2  =  0. 

III.  Durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise 

S'=0;     S"=0 

gehen  unendlich  viele  Kreise,  die  ein  Kreisbüschel  bilden.  Sie  werden 
durch  die  Gleichung 

S'  — XS"=:0 

repräsentiert.  In  der  That  hat  diese  Gleichung  die  Form 

(1— X)(x2  +  ya)  — 2(a'— Xa")x4-2(b'  — Xb")y  +  k'  — >^k''  =  0 
oder  die  Normalform 

stellt  daher  einen  Kreis  vor,  dessen  Mittelpunkt  C  die  Coordinaten 

a'  — Xa"       ^        b'  — Xb" 

hat,  also  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  C  und  C"  liegend, 
die  Strecke  C  C"  nach  dem  Verhältnis  X  theilt.  Wird  X=  1,  so  rückt  C 
in  unendliche  Entfernung,  aus  der  Gleichung 

S'  — XS''  =  0 

wird  aber 

S'  —  S"  =  0 
oder 

2  (a"—  aO  X  +  2  (b"—  b')  y  +  k'—  k''  =  0, 

d.  h.  der  Kreis  ist  in  die  gerade  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der 
gegebenen  zwei  Kreise  übergegangen,  welche  auf  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  senkrecht  steht  und  die  Chordale  oder  Potenz- 
linie derselben  genannt  wird.  Liegt  ein  Punkt  P^  auf  der  Chordale,  so  ist 
S'oo  —  S"oo  =  0  oder  S'oo  =  S'^oo,  d.  h.  der  Punkt  hat  gleiche  Potenzen 
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in  Bezug  auf  beide  Kreise;    wenn   also   aus  ihm  Tangenten   an  diese 
möglich  sind,  liegen  deren  Berührungspunkte  in  einem  Kreise,  welcher 
die  Kreise  S'  =  0  und  S"  =  0  rechtwinkelig  schneidet. 
IV.  Den  drei  Kreisen 

S'  =  0;    S"  =  0;     S'"  =  0 

entsprechen  die  drei  Chordalen 

S'  —  S"  =  0;    S"  —  S"^  =  0;    S'"  —  S'  =  0, 

die  offenbar  d«rch  einen  Punkt  gehen,  welcher  der  Potenzmittelpunkt 
oder  Chordalpunkt  genannt  wird.  Bezeichnet  man  denselben  mit  P^, 
so  gilt  für  seine  Coordinaten  die  Beziehung 

ÖOO   »^00     —  öoo     , 

d.  h.  er  hat  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  Kreise.  Sind  aus 
ihm  Tangenten  an  die  Kreise  möglich,  so  liegen  deren  Berührungs- 
punkte in  einem  vierten  Kreise,  welcher  die  drei  anderen  rechtwinkelig 
schneidet. 

53.    Die   Ellipse.    Die    auf    ihre    Hauptdurchmesser    bezogene 
Ellipse  hat  die  Gleichung 

^  +  1,-1=0. 

Durch  Auflösung  nach  x  oder  y  erhält  man 

x  =  ^   Ib^  — y^ 
y  =  --  l'a^  —  x2, 

21 

und  erkennt,  dass  für  reale  Punkte  — b^y^b;  — a^x^a  sein 
muss.  Es  sei  a  >  b  angenommen,  so  dass  a*^  —  b^  =  e^;  für  den  Radius 
OP  ergibt  sich 

ÖP'=X2  -f-y2  =  x2-f  ^(a2  —  X^) 


oder 


a* 

,2 


demnach 


a*^  b* 

Daraus  folgt,  dass  die  kleine  Halbaxe  b  der  kleinste,   die  große 
Halbaxe  a  der  größte  Radius   der  Ellipse   ist.    Da  sich  innerhalb  der 
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angegebenen  Grenzen  keine  imaginären  Werte  der  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Ellipse  ergeben  können,  ist  sie  eine  allseitig  begrenzte, 
geschlossene  Linie. 

I.  Die  Tangente  im  Punkte  Po  hat  (Art.  36)  die  Gleichung 


xo  .  yo 


also  ist  2  •  V2  ^^^  Richtungsverhältnis  der  Normale  in  denaselbeii 
Punkte  und 

X— xo  _y  —  yo 

5)    ßO 

deren  Gleichung,  die  leicht  auf  die  Form 

Xo  yo 

gebracht  werden  kann.  Die  x-Axe  (große  Axe  der  Ellipse)  wird  von 
Tangente  und  Normale  in  den  Punkten  To  und  Nq  geschnitten,  deren 
Theil  Verhältnisse  To  und  Vq  in  Bezug  auf  die  Brennpunkte  Fi( — e,  0); 
F2  (e,  0)  (Art.  19,  II) 

—  XoC                      1^.                 —  a^e         2  I® 
Q    '       i        a  —\—       X/\                —  —       —  e              a  ~r~       x« 
a^              'a"^         Xo                'a^ 

Xo  e  e       '  a^  e         2  ^    , 

~  öT"        -jl  a  ~~—     ~  X/\  6"*  a  —  ~  "  Xrt 

a^  a  Xo  a 

e  e 

sind  oder,  weil  a  -| xo  =  rio  =  F^  Po ;     a  —        Xq  =  r.^o  ^  ^2  Pq 

a  a 

(Fig.  76,  vgl.  Art.  30), 

also  sind  diese  Punkte  harmonisch  zu  den  Brennpunktea,  und  zwar 
liegt  No  zwischen  denselben.  Zieht  man  durch  F2  zu  der  Normalen 
die  Parallele  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  Hq  mit  dem  Leitstrahl  Fi  Pqj 
so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  Fj  Nq  Pq  und  F^  Fg  Hq 


F,  Po         F,  No 

F,N„ 

^"> 

Po  H„         No  F, 

F,No 

»         r" 

nd  da  F^  Po  =  Tk,,  ist  P^  Hq  =  r.^o  =  F.^  Po,  somit  F2  Hq  Po  ein  gleich- 
c  henkeliges    Dreieck    und    die    Tangente    das    Höhenloth    desselben. 
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Figr.  76. 


welches  die  Basis  F2H0  in  M^  halbiert.  Daraus  erkennt  man,  dass 
Tangente  und  Normale  die  Winkel  der  Leitstrahlen  halbieren. 

Ist  Qo  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente,  so  liegt,  weil  Q^  F2  =  Qo  H^, 
der  Punkt  H^  auf  einem  um  Q^  beschriebenen  Kreise,  welcher  durch 
den  Brennpunkt  F2  geht.  Anderseits  ist  F^  Hq  =  F^  Pq  -|-  Pq  Hq  =  r^o  -f- 
-j-  r2o  =  2  a,  mithin  Hq  auch  ein  Punkt  des  um  den  Brennpunkt  F^ 
mit  dem  Radius  2  a  beschriebenen  Kreises.  Damit  ist  die  Construction 
der  Tangenten  aus  einem  beliebigen  Punkte  Qo  gegeben:  Man  zieht 
die  genannten  zwei  Kreise,  verbindet  ihre  Schnittpunkte  H^,  H'^^ 
mit  F2  und  fällt  aus  Q„  auf  die  Verbindungslinien  die  Senkrechten. 
Diese  sind  die  gesuchten  Tangenten.  Sie  werden  von  den  Strahlen 
F^  Hq  und  Fl  H'o  in  den  Berührungspunkten  P^  und  P'q  getroffen. 

Da  0  Mo  =  ^  F^  H()  =  a,  liegt  der  Fußpunkt  Mq  der  auf  die  Tan- 

gente  Senkrechten  aus  dem  Brennpunkte  F2  auf  dem  Kreise,  welcher 
um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a  beschrieben  ist. 
Dadurch  ist  die  Construction  der  Tangenten  von  gegebener  Richtung 
ermittelt:  Man  schneidet  den  genannten  Kreis  durch  die  Senkrechte 
zu  der  Tangentenrichtung  aus  einem  Brennpunkte  und  erhält  da- 
durch von  jeder  Tangente  einen  Punkt. 

II.  Schreibt  man  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  Form 


(rr+(iy 
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and  beachtet,  dass  darin  die  Aosdriicke 


dasselbe  Verhalten  zeigen 


wie  Cosinus  und  Sinns  eines  Winkels,  so  wird  man  darauf  geführt 

^  y       ■  I 

=  cos  (0 ;    ,-  =  sm  lo 
a  b 

oder 

X  =  a  eos  w ;  y  =  b  sin  (o 

zu  setzen,  so  dass  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Ellipse 
mittelst  des  Parameters  oi  dargestellt  erscheinen.  Durch  diese  Parameter- 
gleichungen ist  eine  bekannte  Construction  der  Ellipse  ausgesprochen; 
Man   beschreibt   (Fig.  77)    mit   den    Radien  a  und  b    um   den  Mitfel- 


punkt  O  zwei  Kreise,  zieht  unter  dem  Winkel  (o,,  gegen  die  große  Axe 
(x-Axe)  einen  Strahl,  der  die  Kreise  in  den  Punkten  Jo,  K„  schneidet. 
Die  Parallelen  durch  K„  zu  der  großen,  durch  Ju  zu  der  kleinen  Ase 
bestimmen  einen  Punkt  P^  der  Ellipse,  denn  es  ist  x^  =  &  cas  la^; 
y„  =  b  sin  (i)„. 

Die  Normale  in  P„  hat  das  Richtungsverhflltnis 


b  sin  (ii 
' " "  h^ 


=  b  cos  (U 


sie  ist  also  parallel  zu  dem  Strahl,  welcher  den  Nullpunkt  mit  dem 
Schnittpunkte  Qn  der  Parallelen  durch  J,,  zu  der  großen,  durch  K,, 
zu  der  kleinen  Axe  verbindet;  sie  schneide  den  Strahl  OK^  in  dem 
Punkte  Hq;  die  Dreiecke  OK|Qo  und  H„3gP„  sind  congruent,  somit 
i8tJoHo  =  OKo  =  bundOHn=OJn  +  J„  H,,  =  a  +  b,  d.h.  der  Ort 


Eigenschaften  der  Kegelschnitte.  285 

aller  Punkte  Ho  ist  der  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem 
Radius  a  -|-  b  beschriebene  Kreis.  Die  auf  dieser  Thatsache  beruhende 
Normalenconstruction  bedarf  keiner  näheren  Erläuterung. 

Aus  der  Gleichung  der  Tangente 

XoX_^yoy_j_Q 


a'-^     '     b' 

findet  man   den  Abschnitt  derselben  auf  der  x-Axe,  wenn  man  darin 
y  =  0  setzt: 

0  T„  =  ^--  =      '''  ^ 


^       Xq        a  cos  Wo        cos  (üo' 

also  treffen  sich  die  Tangente  der  Ellipse  in  Po  und  die  Tangente  an 
den  Kreis  vom  Radius  a  in  Jo  auf  der  x-Axe.  Hierauf  beruht  eine 
leicht  verständliche  Tangentenconstruction. 

Wenn  Pi,P2  Punkte  der  Ellipse,  J1.J2  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  a  sind,  werden  die  Geraden 
P^  P2  und  Ji  J2  durch  die  Gleichungen 

x  y  1  x  y  1 

I  a  cos  ü)j     b  sin  0)^     1  ;  =  0 ;  |a  cos  cü^     a  sin  cd^     1=0 
\  a  cos  (1)2     b  sin  0)2     1  |  a  cos  (o.)     a  sin  (ü^     1 

ausgedrückt,  welche  für  y  =  0  denselben  Wert 

^^^^   sin(a)2  — ü)t) 
sin  (Ü2  —  sin  (o^ 

ergeben;  die  zwei  Geraden  schneiden  sich  demnach  auf  der  x-Axe. 
Damit  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  Halbaxen  einer  Ellipse  zu  con- 
struieren,  wenn  Mittelpunkt,  Axenrichtungen  und  zwei  Punkte  derselben 
gegeben  sind  (mit  Hilfe  der  Mittelpunkte  von  P^  P2  und  J^  J2). 

in.  Aus  den  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale  ergeben 
sich  die  Abschnitte  der  letzteren  auf  der  y-Axe  (kleinen  Axe) 

OT'  —  — •  ON'  — — ?-y? 

yo  " 

so  dass 

OT'o.ON'o  =  — e^ 

d.  h.  der  über  T'o  N'o  als  Durchmesser  geschlagene  Kreis  geht  durch 
die  Brennpunkte.  Letztere  können  also  gefunden  werden,  wenn  von 
der  Ellipse  Mittelpunkt,   Axenrichtungen   und    eine  Tangente  sammt 
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ihrem  Berührungspunkte  bekannt  sind.    Dann   ergibt   sich    die   große 
Axe  als  Summe  der  Leitstrahlen  u.  s.  w. 

IV.  Eine  wichtige  Aufgabe  ist  die  Ermittlung  der  Axen  der 
Ellipse,  wenn  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  mit  den  zugehörigen 
Radien  gegeben  ist.  Sind  die  conjugierten  Radien  durch  Pc  P^  und  Pc  P2 
(Fig.  78)   nach   Länge   und  Richtung   dargestellt,    so   ist  die  Parallele 


Fig.  78. 


durch  Po  zu  PcPi  eine  Tangente  der  Ellipse  und  wird  infolge  dessen 
von  zwei  beliebigen  conjugierten  Durchmessern  di,  dk  in  den  Punkten 
Pi,  Pk  getroffen,  so  dass  (Art.  51, 1)  P2  Pi .  P2  Pk  =  —  r,-.  Schlägt  man 
demnach  über  PiPk  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser 
die  Normale  in  P2  in  den  Punkten  P  und  Q  derart,  dass  QP2  = 
P2  P  =  r^  Umgekehrt  bestimmt  dieser  Kreis  und  jeder  andere  durch 
P  und  Q  gehende  zwei  Punkte  Pi,  Pk  auf  der  Tangente,  deren  Ver- 
bindungslinien mit  dem  Mittelpunkte  conjugierte  Durchmesser  sind. 
Unter  diesen  Kreisen  befindet  sich  einer,  welcher  auch  durch  Pc  geht 
und  auf  der  Tangente  die  Punkte  H^,H2  ausschneidet,  deren  Ver- 
bindungslinien hl,  h2  mit  Pc  zu  einander  senkrecht  und  conjugierte 
Durchmesser,  also  die  Axen  der  Ellipse  sind.  Sie  halbieren  den  Winkel 
der  Geraden  Pc  Q  und  Pc  P.  denn  es  ist  Q  Pc  P  ein  Peripheriewinkel 
auf  dem  Bogen  QH^P,  der  von  H^,  oder  auf  dem  Bogen  QHjR  der 


7C 


von  H2  halbiert  wird.  Da  ferner  «=:$PcP2Q  =  -^ —  ^1^27   findet  man 

Li 
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Pc  P  =  r^2  -|-  r.2^  +  2  r^  r^  sin  d,  d2; 
Pc  Q  =  r^^  -[- r22  —  2  Ti  r.2  sin  d^  d2 

oder,  weil  (Art.  51,  II) 

T^'^  4~  ^2^  =  ^^  ~h  b'^i     ^i  ^2  sin  dl  d2  =  a  b, 
auch 

P,  P  =  a  +  b;     Pe  Q  =  a  —  b, 

also 

a=    ^    (PeP  +  PcQ);       b=    2-(P„P-PeQ). 

54.   Die   Hyperbel.    Die   auf  ihre   Hauptdurchmesser  bezogene 
Hyperbel  hat  die  Gleichung 

X2  y2 

Durch  Auflösung  nach  x  oder  y  erhält  man 


und  erkennt,  dass  y  jeden  positiven    oder   negativen  Wert  annehmen 
darf,  während  für  reale  Punkte  — a>x>a  sein  muss. 

Im    vorliegenden    Falle    ist    a    die    Halbaxe    der   Brennpunkte, 
a^  -|-  b^  =  e^  und  für  den  Radius  0  P  ergibt  sich 

2 


ÖP^  =  X-^  +  y2  =  y2  _|_    ^'^   (y2  ^  feä)^ 


demnach 


e-^ 


OP-  =  a^  +  -^y^. 


Daraus  folgt,  dass  die   reale  Halbaxe  a  der  kleinste  Radius  der 
Hyperbel   ist;     die    Längen    der    übrigen   Radien    liegen   zwischen    a 

und  CND. 

Die  der  betrachteten  conjugierte  Hyperbel  hat  die  Gleichung 

und  man  sieht  leicht  ein,  dass  bei  ihr  x  jeden  Wert  annehmen  kann, 
während  —  b  ^  y  >  b  sein  muss.  Die  Längen  der  Radien  nehmen  von 

b  bis  c>D  zu. 
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I.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  (Art.  40)  zusammen  durch 
die  Gleichung 


&^ 


b2 


0 


repräsentiert,  einzeln  durch 


a        b       ^  a  ^b 


0. 


sie  haben  also   die  Richtungsverhältnisse  a :  b  und  a :  —  b  und  geben 
auch  die  Richtungen  der  unendlich  großen  Radien  an. 

Nimmt  man  auf  den  Asymptoten  (Fig.  79)  zwei  beliebige  Punkte 
Pi,P2  an,   so  schneidet   deren  Verbindungslinie   die  Hyperbel  in  zwei 


Punkten  P',  P",    deren  Theilverhältnisse  in  Bezug  auf  P^    und  P2  aus 
der  Gleichung  (Art.  34) 


zu  berechnen   sind.  Da  laut  Voraussetzung 


a' 


k2  ^1 


2 


72^   _ 


^2 JJ!      (\ 

.2-  b2      —  ^^ 


a 


reduciert  sich  die  Gleichung  auf 

+  2(^^-^-^-1)^  +  1=0, 


x» 
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also  ist 

oder 

V —       •  X"  — 

Man  schließt  daraus,  dass  Pj  P'  =  P"  P2  oder  Pi  P"  =  P'  Pj,  ferner 
dass  die  Halbierongspunkte  der  Strecken  P^  P2  und  P'  P"  zusammen- 
fallen. Die  Hyperbel  und  ihre  Asymptoten  werden  daher  von  einer 
Geraden  in  vier  Punkten  geschnitten,  so  dass  die  zwischen  je  einem 
Punkte  der  Hyperbel  und  einem  der  Asymptoten  enthaltenen  Strecken 
einander  gleich  sind.  Darauf  gründet  sich  die  einfache  und  bekannte 
Construction  der  Hyperbel,  wenn  deren  Asymptoten  und  ein  Punkt 
gegeben  sind:  Man  zieht  durch  den  Punkt  beliebige  Strahlen  und  trägt 
auf  jedem  die  in  ihm  gemessene  Strecke  von  dem  Punkte  bis  zu 
einer  Asymptote  von  der  anderen  Asymptote  derart  auf,  dass  ein 
Punkt  in  demselben  Winkel  oder  in  dem  Scheitelwinkel  bestimmt  wird. 

Wird  die  Hyperbel  von  der  Geraden  P^  P2  berührt,  so  fallen  die 
Schnittpunkte  P'  P"  zusammen  in  einem  Punkte  Pq,  der  die  Strecke  Pj  P2 
halbiert.  Damit  löst  man  die  Aufgabe,  zu  einer  Tangente  den  Be- 
rührungspunkt  oder  zu  einem  Punkte  die  Tangente  zu  construieren, 
wenn  die  Asymptoten  gegeben  sind. 

Die  Parallelen  zu  den  Asymptoten  durch  einen  beliebigen 
Punkt  Pq  der  Hyperbel  haben  die  Gleichungen 

sie   schneiden   die   x-Axe   (Axe    der   Brennpunkte)  in    den    Punkten 
M,  (ai,  0)  und  M2  (a^,  0),  so  dass 


und 


^\  —  ^0        b^  y^'     ^^  —  ^°    '     b  ^° 

a^  a^      b^ 

aj  a2  =  Xo  y  y^   =  Xq         "v  2- .  — 9-  (xo   —  a  ), 


b2  •  a2 


also 


a^  a2  —  a  , 


mithin  a  als   mittlere   geometrische  Proportionale   zwischen  a^  und  a2 
leicht  zu  construieren  ist. 

n.  Die  Tangente  im  Punkte  Po  hat  (Art.  36)  die  Gleichung 

^0  ^ yo  y 1  r\ 

2?  b2         ^""^' 

Bndisavijeviö  n.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  19 
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also  ist^  -~  :  — r^^  ^^^  Richtungsverhältnis  der  Normale   in   demselben 


a 


Punkte  und 


^  — xq  ^  y— jo 


deren  Gleichung,  die  leicht  auf  die  Form 


a^x 


xo  +  y«      '  - 


0 


gebracht  werden  kann.  Die  x-Axe  (Axe  der  Brennpunkte  der  Hyperbel) 
wird  von  Tangente  und  Normale  in  den  Punkten  Tq  und  Nq  ge- 
schnitten, deren  Theilverhältnisse  t^  und  Vq  in  Bezug  auf  die  Brenn- 
punkte Fi  (— e,  0);  F2  (e,  0)  (Art.  19,  II) 


XqC   _ 

a2 


a 


Xo  +  a 


a-^e 


a 


Xo  +  a 


Xoe 
a^ 


—  1 


Xq       a 


'0 


a^e 


e 


Xn  ä 


a 


a 


e  e 

sind    oder,  weil  —  Xq  +  ^  =  r^o  =  F^Po;      —  Xq  —  a  =  r2o  =  FoPo 

a  a 


(Fig.  80,  vgl.  Art.  30), 


Fig.  80. 


>x 


'0 


10 
'20 


'0 


diese  Punkte  sind  also  harmonisch  zu  den  Brennpunkten,  und  zwar 
liegt  To  zwischen  den  letzteren.  Die  Winkel  der  Leitstrahlen  werden 
von  Tangente  und  Normale  halbiert,  wofür  der  Beweis  analog  jenem 
bei  der  Ellipse  leicht  zu  erbringen  ist,  ebenso  für  die  Construction  der 
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Tangenten   ans    einem    gegebenen    Punkte    Qo    oder    mit     gegebener 
Richtung. 

III.  Die  Tangente  im  Punkte  Po  der  Hyperbel  (Fig.  81) 


a« 


y^y  _  1  =  0 


und  die  Asymptoten 


X 

a 


y 

b 


"'     a  ^  b 


=  0 


begrenzen  ein  Dreieck  OPiPj,  für  dessen  Fläche  sich  (Art.  22) 

—  1 


'0 


2F  = 


a* 

1 

a 

1 

a 


70 
b2 

b 
1 

b 


0 


0 


1 

1 

Xo 

r 

Xo 

70 

a 

b ; 

a2 

b'^ 

si^ 

b^ 

1 

1  ! 

1 

1 

1 

1 

a 

b  i 

a 

b 

a 

b 

2 

a»T)3 


V  ab/  

Va^        b^/ 


oder,  weil  -„ 
a^ 


7o 


8 


2=h 


2F  =  2ab 


ergibt;  demnacli  ist 


F  =  ab, 


d.  h.  diese  Fläche  hat  für  jede 
Tangente  dieselbe  Größe  wie 
die  Fläche,  welche  eine  Scheitel- 
tangente abschneidet. 

Zieht  man  durch  P^  die 
Parallele  zu  jeder  Asymptote 
bis  zum  Schnittpunkte  mit 
der    anderen,    so    entsteht    das 

Parallelogramm     O  D^  Po  Eq, 
dessen  Inhalt    die   Hälfte    von 
jenem    des    Dreieckes    O  P,  P2 
beträgt,     weil    Po    die    Strecke 
P^  P2  halbiert.    Bezeichnet  man 


Fig.  81. 


19* 
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mit  So  und  Yjo  die  Seiten  des  Parallelogrammes.  mit  cp  den  Winkel  der 
Asymptoten,  so  ist 

2  io  YJQ  sin  rp  =  a  b. 

Da  Sj,  iriy  als  die  (sehiefwinkeligen)  Coordinaten  des  Punktes  P^ 
in  Bezug  auf  die  Asymptoten  als  Coordinatenaxen  angesehen  werden 
können,  so  gilt  für  einen  beliebigen  Punkt  P  mit  den  Coordinaten 
4,7]  die  Gleichung 

2S7)=   .       . 

sm  ^f 

welche  mithin  die  auf  ihre  Asymptoten  bezogene  Hyperbel  repräsentiert. 
IV.  Schreibt  man  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Form 


& = • + (jy 


X   y 

und  beachtet,  dass  darin  die  Ausdrücke  '  ,  ~  dasselbe  Verhalten  zeio^en, 

ab 

wie    Secante   und    Tangente   eines    Winkels,     so    wird   man    darauf 

geführt 


oder 


X  1       y 

—  =  sec  0)  = :  ,    =  tan  o) 

a  cos  0)    b 


X  = ;  y  =  b  tan  0) 

cos  (Ü     '' 


zu  setzen,  so  dass  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Hyperbel 
mittelst  des  Parameters  cd  dargestellt  erscheinen.  Durch  diese  Parameter- 
gleichungen ist  folgende  Construction  der  Hyperbel  ausgesprochen: 
Man  beschreibt  (Fig.  82)  mit  den  Radien  a  und  b  um  den  Mittel- 
punkt O  zwei  Kreise,  zieht  unter  dem  Winkel  (o^  gegen  die  reale  Axe 
(x-Axe)  einen  Strahl,  der  den  ersten  Kreis  in  dem  Punkte  J^,  die  zur 
imaginären  Axe  (y-Axe)  parallele  Tangente  des  zweiten  (in  Q)  in  dem 
Punkte  K^o  schneidet.  Die  Tangente  des  ersten  Kreises  in  Jo  schneidet 
die  x-Axe  in  dem  Fußpunkte  A^  des  Lothes  aus  dem  gesuchten 
Hyperbelpunkte  Pq,  während  die  Parallele  durch  Kq  zu  der  x-Axe 
auch  durch  Fq  geht.  Denn  es  ist  dann 

O  J  a 

OA;)=Xo  = ^-  =  ;AoPo=yo  =  QKo=OQtana)o=;=btancoo. 

"^  cos  Wo         cos  (öo 
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Fig.  82. 


I 
I 


1^ 


a 


I 
I 
I 
I 


-.    Ko 


v 

\ 

\ 


/\  Ü3c 


—'-y- 


I 
I 


Die  Tangente 


^0^    JO  J ^   f) 

a2  V2         ^— ^ 


y 0  y  _  1  _ 
b' 


der  Hyperbel  in    dem  Punkte  Pq  triflft  die  x-Axe  in  dem  Punkte  T 
so  dass 


05 


SL- 


0T.  =  -  = 


a 


0 


( -"-) 

\COS  (0,,  / 


=  a  cos  (i>Q ; 


mithin  ist  Tq  der  Fußpunkt  der  zur  x-Axe  Senkrechten   aus  J^». 

V.  Von  zwei  conjugierten  Radien  der  Hyperbel  ist  bekanntlich 
einer  imaginär,  doch  pflegt  man  denselben  durch  den  gleichgerichteten 
Radius  der  conjugierten  Hyperbel  zu  ersetzen  und  kann  kurzweg  zwei 
solche  Radien  auch  conjugierte  Radien  nennen.  Sind  dieselben  (Fig.  83) 
durch  PcPj=rj;  PcP2  =  r.2  der  Länge  und  Richtung  nach  gegeben, 
derart  dass  P^  ein  Punkt  der  Hyperbel  sei,  macht  man  ferner  V\  Pc  =  r^ ; 
P'^  Pc  =  r.2,  so  liegen  die  Eckpunkte  jenes  Parallelogrammes,  dessen 
Mittellinien   P^P^   P'2  ^2    sind,    auf  den   Asymptoten.    (Art.  50,  III.) 

Halbiert  man  die  Winkel  der  letzteren,  so  erhält  man  die  Axen 
h,  und  h2.  Zieht  man  endlich  durch  P,  die  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
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~~-\ 


bis  M^  und  M2  auf  lij,  so  ist  0  S^  =:  O  M,  .  O  M2  =  a^  und  man  erhält 
durch  Construction  der  mittleren  geometrischen  Proportionalen  den 
Scheitelpunkt  und  die  reale  Halbaxe  a. 

55.  Die  Parabel.  Die  auf  den  Hauptdurchmesser  und  die  Scheitel- 
tangente bezogene  Parabel  hat  die  Gleichung 

y2  =  2  p  X. 

Wird  der  Parameter  p  als  positiv  vorausgesetzt,  so  kann  x  alle 
Werte  von  0  bis  -|-  co  annehmen  und  die  Gleichung  lässt  erkennen,  dass 
die  Parabel  vollständig  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  und  selbst- 
verständlich synmietrisch  zu  der  x-Äxe  liegt.  Es  ist  aber  darin  auch 
direct  eine  Construction  der  Parabel  ausgesprochen:  Verbindet  man 
nämlich  (Fig.  84)  die  Punkte  Bj,  B2,  B3, .  . .  der  Scheiteltangente  (y-Axe) 
mit  dem  im  Abstände  —  2  p  vom  Nullpunkte  (Scheitel)  auf  der  x-Axe 
liegenden  Punkte  Q  ( — 2  p,  0)  und  macht  B^Ai^QB^;  B2A2±QB.j; 
B3  A3  ±  QB3; .  .  .5  so  sind  A|,Bi;  A2,B2;  A3,  B3; .  .  .  die  Projectionen 
der  Parabelpunkte  P^.  P2,  P3  .  .  .  auf  die  Coordinatenaxen.  Symmetrisch 
zu  diesen  sind  die  Parabelpunkte  P'i5P'2?P'3  .  .  .  u.  s.  w. 

I.  Die  Tangente  im  Punkte  Po  hat  (Art.  36)  die  Gleichung 

px  — yoy  +  pxo  =  0, 

also  ist  p  :  —  yo  das  Richtungsverhältnis  der  Normale  in  demselben 
Punkte  und 


deren  Gleichung. 


p  yo 
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Flg.  84. 


Von  der  Tangente  in  Po  werden  (Fig.  85)  der  Hauptdurclimesser 
(x-Axe)  und  die  Scheiteltangente  (y-Axe)  in  den  Punkten  To  und  T'^ 
getroffen,  so  dass 


Fig.  85. 
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OTo=  — xo; 

OT'  _pxo_2pxo_  yo''  _  yo 
yo  2yo         2yo  2   ' 

also  wird  die  Strecke  ToAo  von  O  und  die  Strecke  OBo  von  T'o 
halbiert,  womit  zwei  einfache  Tangentenconstructionen  ansgesproclien 
sind.  Von  der  Normale  wird  der  Hauptdurchmesser  (x-Axe)  in  dem 
Punkte  No  geschnitten,  so  dass 

O  No  =  Xo  +  p, 
also 

Ao  No  =  p, 

d.  h.  die  Projection  des  Normalenstückes  Po  No  auf  die  Axe  der  Parabel 
(Subnormale)  hat  die  constante  Länge  p.  Damit  ist  eine  einfache 
Normalenconstruction  der  Parabel  ausgedrückt,  wenn  der  Parameter  p 
bekannt  und  umgekehrt  die  Construction  des  letzteren,  wenn  von  der 
Parabel  außer  der  Axe  und  Scheiteltangente  noch  ein  Punkt  oder  eine 
Tangente  gegeben  ist. 

Die  Parallele  durch  T'o  zu  der  Normalen  schneide  die  x-Axe  in 
dem  Punkte  F ;  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  To  F  T'o  und 
To  No  Po  folgt 


oder 


demnach 


ToO  +  OF 

■l-O-^O           -"^0  -"0 

OT'o 

AßPo 

x„  +  OF  _ 

.2xo  +  p, 

yo 

'     yo     ' 

2 

2xo  +  20F 

2xo       p 

yo 

yo     ' 

0F  = 

_  p 

"2  ' 

d.  h.  der  Punkt  F  ist  der  Brennpunkt  der  Parabel  und  der  Fußpunkt 

» 

der  Senkrechten  aus  demselben  auf  eine  beliebige  Tangente  ist  ein 
Punkt    der    Scheiteltangente.    Macht     man     auf    dieser    Senkrechten 

FHo  =  2FTV    so    hat   der   Punkt    Po   die    Coordinaten    0L  =  — | 

und  L  Hq  =  Ao  Po  =  yo  5  liegt  demnach  auf  der  Leitlinie  dort,  wo  sie 
von  der  auf  sie  aus  Po  gefkUten  Senkrechten  getroffen  wird.  Daraus 
folgt,  dass  bei  der  Parabel  Tangente  und  Normale  die  von  dem  Leit- 
strahle F  Po  und  dem  Durchmesser  Ho  Po  gebildeten  Winkel  halbieren. 
Den  Durchmesser  kann  man  auch  als  den  zu  einem  unendlich  fernen 
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Brennpunkte  gehörigen  Leitstxahl   ansehen,   so  dass  die  Analogie  mit 
Ellipse  und  Hyperbel  hergestellt  erscheint. 

Für  irgend  einen  Punkt  Qo  auf  der  Tangente  Iq  ist  Qo  F  =  Qo  Hq. 
Darin  liegt  das  Mittel,  aus  diesem  Punkte  die  Tangenten  an  die 
Parabel  zu  ziehen:  Man  beschreibt  um  Qo  mit  dem  Eadius  QoF  einen 
Kreis,  welcher  die  Leitlinie  in  den  Punkten  Ho,H'o  schneidet,  deren 
Verbindungslinien  mit  dem  Brennpunkte  auf  der  Scheiteltangente  je  einen 
Punkt  der  gesuchten  Tangenten  bestimmen.  Die  Berührungspunkte 
P,)  und  P'o  liegen  auf  den  durch  Ho  und  H'o  gezogenen  Durchmessern. 
Noch  einfacher  ist  .die  Construction  einer  Tangente  von  gegebener 
Richtung,  indem  die  aus  F  Senkrechte  zu  dieser  gleich  einen  Punkt 
der  gesuchten  Tangente  auf  der  Scheiteltangente  ausschneidet. 

II.  Wenn  Pj  rfnd  P2  Punkte  der  Parabel 


sind,  hat  man 


y2  =  2  p  X 


yt^  =  2px,;     y.y 


2px2, 


also 
oder 


y-i^  — yi^  =  (y2  +  yi)  (y2— yi)  =  2p(x2  — x,) 


j2  +  yi   y2  —  yi 


X2         x^ 


=  p 


und  wenn   man    den  Halbierungspunkt    der  Sehne  P^  P2  mit  Pm,   den 
Winkel  der  Geraden  P^  P2  mit  der  x-Axe  mit  cp  bezeichnet  (Fig.  86) : 

Ym .  tan  cp  =  Am  U  =  p. 


Fig.  86. 


d.  h.  die  Strecke  zwi- 
schen der  Projection  des 

Halbierungspunktes 
einer  Sehne  auf  die 
Parabelaxe  und  dem 
Schnittpunkte  der  letz- 
teren mit  der  Mittel- 
senkrechten der  Sehne 
ist  gleich  dem  Para- 
meter. Davon  kann 
man  Gebrauch  machen, 
um  die  Parabel  zu  con- 
struieren,  wenn  deren 
Axe  und   zwei  Punkte 
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Fig.  87. 


I 

I  \ 


l<: 


y  1  '^ 


I 

I 


1  V 


\ 


x^- 


-X' 


gegeben  sind,  indem  man  sich  die  Parameterlänge  verschafft,  mit  ihrer 
Hilfe  die  Tangente  in  einem  der  Punkte  —  etwa  P^  —  ermittelt, 
die  Strecke  T^Aj  halbiert,  wodurch  man  den  Scheitelpunkt  erhält 
u.  s.  w. 

Sind  drei  Punkte  Pi,P25P3  und  die  Richtung  x'  der  Parabelaxe 
bekannt,    so    zieht   man    (Fig.  87)    durch    die   Halbierungspunkte  der 

Sehnen  P,  P2,  P2  P3  die 
Senkrechten  zu  der 
Axenrichtung  und  die 
Mittelsenkrechten  der 
Sehnen;  dadurch  er- 
geben sich  die  Winkel 
cpi*^  cp2  und  es  ist  jene  Ge- 
rade von  der  gegebenen 
Richtung  die  Axe.  auf 

welcher    durch    die 
Schenkel  dieser  Winkel 
!  '  gleiche    Strecken    aus- 

geschnitten werden;  die  in  der  Figur  dargestellte  Construction  bedarf 
keiner  näheren  Erläuterung 

III.    Wird   auf  der 
Parabel  (Fig.  88) 

y2  =  2  p  X 

der  beliebige  Punkt  Pq 
angenonmien,  durch  einen 
anderen  Punkt  Pi  aber  die 
Gerade  O  Pi  und  die  Pa- 
rallele zu  der  Parabelaxe 
gezogen,  so  schneiden 
diese  die  Seiten  BoPo- 
Ao  Po  des  Rechteckes 
O  AqPoBo,  welches  das  Parabelsttick  OPiPo  umschließt,  in  den  Punkten 

Mi  (xi    -  ,  yo)  und  Li  (Xq.  ji).  Demnach  hat  die  Gerade  Li  Mi  dasRichtungs- 

Verhältnis 


Fig.  88. 


N.    .. 


(xi  y"  —  xo)  :  (yo  —  yi), 


oder,  weil  yo*  =  2  p  Xo;  yi*  =  2  p  Xi; 


yo  _x«y 


yi        X,  y. 


-,  auch 


Eig^enschaften  der  KegelBchnitle. 


(^i  ~  -  =^0)  ■  (Jo  -  yi)  =  xo  (y,  -  y„) :  y,  (y«  -  y.)  = 


■yo, 


d.  h.  sie  ist  parallel  zu  der  Diagonale  A^  B„  des  Rechteckes.  Darin  ist 
eine  Construction  der  Parabel  ausgesprochen:  Man  zieht  LiMi|]AoBo; 
QiLi  II  OA^;  verbindet  Mj  mit  0;  dann  schneiden  sich  QiLi  und  OMi 
in  dem  Punkt«  Pi  der  Parabel.  Die  Construction  kann  über  die  Punkte  0 
und  P(|  hinaus  beiderseits  fortgesetzt  werden;  sie  gilt  auch  dann,  wenn 
an  die  Stelle  des  Scheitelpunktes  ein  beliebiger  Punkt  der  Parabel  tritt 
nnd  das  Rechteck  0  A„  Pg  Bß  in  ein  Parallelogramm  Ubei^eht,  dessen 
eine  Seite  mit  der  Tangente  in  jenem  Punkte  zusanunenfßllt. 

IV,  Durch  zwei  Punkte  und  die  Tangenten  in  denselben  ist  eine 
Parabel  vollkommen  bestimmt.  In  diesem  Falle  ist  nämlich  die  Ver- 
bindungslinie des  Schnittpunktes  Q  der  Tangenten  (Fig.  89.  a)  mit  dem 
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Halbierungspunkte  M  der  gegebenen  Sehne  P^  Q2  ein  Durchmesser  der 
Parabel  (Art.  49,  III),  mithin  die  Richtung  aller  Durchmesser  bekannt 
u.  s.  w.  (II.)  Da  Q  der  Pol  von  P,  Q2  ist  und  der  Durchmesser  QM  die 
Parabel  einmal  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  U  trifft,  muss  sein  zweiter 
Treffpunkt  L  die  Strecke  QM  halbieren,  weil  die  Punktepaare  Q,M 
und  L,  U  harmonisch  sind.  Auf  den  Tangenten  t^  und  t2  werden  von 
den  übrigen  Tangenten  der  Parabel  zwei  projectivisch  ähnliche  Punkt- 
reihen ausgeschnitten  (II.  Th.,  Art.  34),  so  dass  den  im  Schnittpunkte 
Q  vereinigten  Punkten  Q^  und  P2  die  Berührungspunkte  P^  und  Q., 
entsprechen.  Theilt  man  daher  die  Strecken  Q^  P^  und  Q2  P2  ^^  ^i® 
gleiche  Anzahl  von  Theilen,  so  sind  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Theilpunkte  Tangenten  der  Parabel  (Fig.  89,  b). 

Zieht  man  durch  P^  eine  Parallele  zu  Q2  Q  und  durch  Q  eine 
beliebige  Gerade  QA',  ferner  durch  den  Schnittpunkt  A^  von  A'Q.2 
mit  QP,  die  Parallele  A"Ai  zu  QA',  welche  QQ2  in  A2  schneidet, 
so  ist  QAi'.AiPi  =  A'A":A''Pi  und  A' A"  :  A^P^  =  A2  Q2  :  QA.. 
also  QAi  :  AjPj  =  A2Q2  :  QA2;  daher  sind  A|  und  A2  entsprechende 
Punkte  der  ähnlichen  Punktreihen  und  Ai  Aj  ist  eine  Tangente  der 
Parabel.  Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  Tangenten  von  gegebener 
Richtung  zu  ziehen:  Man  braucht  bloß  QA'  mit  dieser  Richtung  zu 
ziehen  u.  s.  w.  Insbesondere  wird  die  Scheiteltangente  erhalten,  wenn 
man  Q  S'  senkrecht  zum  Durchmesser  Q  M  macht  und  die  angegebene 
Construction  durchführt.  Die  Berührungspunkte  der  erhaltenen  Tan- 
genten ergeben  sich  aus  der  Eigenschaft  des  umschriebenen  Dreieckes 
(IL  Th.,  Art.  33),  dass  die  Verbindungslinien  seiner  Eckpunkte  mit  den 
Berührungspunkten  der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt 
gehen.  Da  auf  t^  und  t2  die  Berührungspunkte  bekannt  sind,  findet 
man  leicht  jenen  einer  dritten  Tangente,  also  speciell  auf  der  Scheitel- 
tangente den  Scheitelpunkt  und  mit  ihm  die  Axe.  Wäre  in  dem  ge- 
gebenen Punkte  A  die  Tangente  zu  construieren,  so  verbindet  man 
ihn  mit  Q2,  zieht  durch  den  Halbierungspunkt  H  von  AQ2  den 
Durchmesser  bis  zu  dessen  Schnittpunkt  A2  mit  t2  und  erhält  in  A2  A 
die  Tangente.  Den  Schnittpunkt  eines  beliebigen  Durchmessers  mit 
der  Parabel  construiert  man  mit  Hilfe  der  Tangente,  welche  durch 
dessen  Schnittpunkt  mit  einer  der  gegebenen  Tangenten  geht. 
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IL  Abtheilung. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

I.  Absclinitt. 

Grundbegriffe  und  vorbereitende  Aufgaben. 

1.  Die  Raumelemente  und  ihre  Beziehungen  zu  einander. 

Die  Raumgebilde  setzen  sich  aus  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  zu- 
sammen. 

Zwei  Punkte  bestimmen  eine  Gerade;  drei  Punkte,  die  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  bestimmen  eine  Ebene. 

Zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Gerade;  drei  Ebenen,  die  nicht 
durch  eine  Gerade  gehen,  bestimmen  einen  Punkt. 

Ein  Punkt  und  eine  nicht  durch  ihn  gehende  Gerade  bestimmen 
eine  Ebene.  Eine  Ebene  und  eine  nicht  in  ihr  liegende  Gerade  be- 
stimmen einen  Punkt. 

Parallele  Geraden  haben  die  Richtung  gemein.  Man  kann  von 
einer  Richtung  sprechen,  ohne  an  eine  bestimmte  Gerade  zu  denken. 
Ist  bei  jeder  von  zwei  solchen  Geraden  der  positive  Sinn  ihrer  Ricli- 
tungen  oder  kurzweg  die  positive  Richtung  angegeben,  so  können  die- 
selben gleichsinnig  oder  entgegengesetzt  parallel  sein. 

Unter  dem  Winkel  von  zwei  Geraden,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  soll  in  der  Folge  der  Winkel  ihrer  positiven  Richtungen 
verstanden  sein.  Werden  durch  die  Geraden  Richtungen  repräsentiert, 
so  kann  man  auch  von  dem  Winkel  zweier  Richtungen  sprechen. 

Unter  dem  Winkel  von  zwei  Geraden,  die  sich  nicht  schneiden, 
ist  der  Winkel  ihrer  Richtungen  gemeint;  er  wird  also  durch  zwei 
gleichsinnig  Parallele  dieser  Geraden  bestimmt,  welche  sich  in  einem 
beliebigen  Punkte  schneiden. 

Es  gibt  unendlich  viele  Richtungen,  welche  mit  einer  gegebenen 
Richtung  denselben,  von  0  oder  tt  verschiedenen  Winkel  bilden. 

Parallele  Ebenen  haben  die  Stellung  gemein.  Man  kann  von  einer 
Stellung  sprechen,  ohne  an  eine  bestimmte  Ebene  zu  denken. 

Der  Winkel  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  ist  jenem  gleich, 
welchen  die  Gerade  mit  ihrer  orthogonalen  Projection  auf  die  Ebene 
bestimmt.  Wird  durch  die  Gerade  eine  Richtung,  durch  die  Ebene 
eine  Stellung  repräsentiert,  so  kann  man  von  dem  Winkel  sprechen, 
welchen  eine  Richtung  mit  einer  Stellung  bildet. 
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Es   gibt  unendlich  viele  Richtungen,   welche   mit  einer  Stellung 

mm 

denselben,  von       verschiedenen  Winkel  bilden,  aber  nur  eine,  die  zu 

ihr  senkrecht  ist,  nämlich  ihre  Normalenrichtung.  Daher  ist  durch 
eine  Richtung  eine  Stellung  bestimmt.  Wenn  eine  Richtung  einer 
Stellung  angehört,  ist  sie  zu  deren  Normalenrichtung  senkrecht. 

Zwei  Richtungen  bestimmen  eine  Stellung,  in  welcher  sie  ent- 
halten sind,  also  auch  die  Normalenrichtung  derselben.  Eine  dritte 
Richtung  gehört  im  allgemeinen  dieser  Stellung  nicht  an. 

Zwei  Stellungen  bestimmen  eine  Richtung,  die  jeder  von  ihnen 
angehört,  aber  im  allgemeinen  in  einer  dritten  Stellung  nicht  ent- 
halten ist. 

Eine  Ebene  hat  zwei  Seiten,  von  welchen  man  die  eine  als  die 
positive,  die  andere  als  die  negative  bezeichnen  kann.  Die  positive 
Seite  einer  Ebene  wird  durch  die  von  einem  Punkte  der  letzteren 
ausgehende  positive  Normalenrichtnng  kenntlich  gemacht;  ihre  Fest- 
stellung ist  für  die  Beurtheilung  des  positiven  Drehungssinnes  in  der 
Ebene  von  Bedeutung,  denn  dieselbe  Drehung  erscheint  Beobachtern 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  in  entgegengesetztem  Sinne.  Daher 
soll  in  der  Folge  der  positive  Drehungssinn  immer  auf  einen  Be- 
obachter bezogen  sein,  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  gedacht  wird. 

Die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  ist  zu  deren  Normalenrichtungen 
senkrecht,  denn  ihre  Richtung  ist  in  den  Stellungen  beider  Ebenen 
enthalten.  Diese  werden  von  einer  dritten,  zu  der  Schnittlinie  senk- 
rechten Ebene  nach  zwei  Geraden  geschnitten,  deren  Winkel  gleich 
ist  jenem  der  Ebenen  und  jenem  ihrer  Normalen.  Werden  durch  die 
Ebenen  zwei  Stellungen  repräsentiert,  so  kann  man  auch  von  dem 
Winkel  der  letzteren  sprechen. 

Die  positive  Richtung  einer  Geraden,  die  positive  Seite  einer 
Ebene  und  der  positive  Drehungssinn  in  einer  Ebene  können  gegeben 
sein  oder  willkürlich  angenommen  werden. 

2.  Orthogonale  Projectionen  von  Strecken  und  Streckenzügen 
auf  Geraden.  Eine  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  geht  und  zu 
einer  Geraden  senkrecht  ist,  projiciert  den  Punkt  orthogonal  auf  die 
Gerade  und  auf  alle  Parallelen  derselben.  Mehrere  Punkte  werden  auf 
dieselbe  Gerade  durch  parallele  Ebenen  projiciert.  Die  Projection 
einer  Strecke  auf  eine  Projectionsaxe  ist  das  zwischen  den  parallelen, 
projicierenden  Ebenen  der  Endpunkte  enthaltene  Stück  der  Projections- 
axe. Demnach  sind  die  Projectionen  der  Strecke  auf  gleichsinnig  oder 
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entgegengesetzt  Parallele  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich.  Davon 
kann  man  Gebrauch  machen,  um  die  Länge  der  Projection  A^  A2  einer 
Strecke  P^  P2  der  Geraden  g  auf  die  Projectionsaxe  x  zu  berechnen. 
Wird  nämlich  die  projicierende  Ebene  des  Punktes  P.2  von  der  durch 
Pi  zu  X  gleichsinnig  Parallelen  x'  in  dem  Punkte  Q  getroffen,  so  ist 
Aj  A2  =  Pi  Q  und  weil  das  Dreieck  P^  QP2  bei  Q  einen  rechten  Winkel 
enthält,  findet  man 

Ai  A2  =  Pi  P2  cos  X  g, 

so  dass  hiedurch  Länge  und  Vorzeichen  der  Projection  bestimmt  sind. 

Eine  Aufeinanderfolge  von  Strecken  P^  P^,  P^  P2,  P2  P3,  .  .  . 
.  .  .  Pn  —  iPn,  welche  aneinander  anschließen,  aber  nicht  alle  in  der- 
selben Geraden  und  im  allgemeinen  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,, 
soll  ein  Streckenzug  genannt  werden.  Unter  der  Projection  eines 
Streckenzuges  auf  eine  Gerade  versteht  man  die  algebraische  Summe 
der  Projectionen  der  Strecken,  welche  ihn  zusammensetzen.  Da  Aq  A^  -\- 
-I-A1A2-I-  .  .  .  + -A-n-i  An  =  Ao  An  uud  Aq  An  die  Projection  der 
Schlusslinie  PoPndes  Streckenzuges  ist,   ergeben   sich  folgende  Sätze: 

Die  Projection  eines  Streckenzuges  auf  eine  Gerade  ist 
gleich  der  Projection  seiner  Schlusslinie  auf  dieselbe  Gerade. 

Streckenzüge  mit  derselben  Schlusslinie  haben  gleiche 
Projectionen  auf  eine  beliebige  Projectionsaxe. 

3.  Orthogonale  Projectionen  von  Strecken  und  ebenen 
Flächen  auf  Ebenen.  Der  Fußpunkt  der  Senkrechten  aus  einem 
Punkte  auf  eine  Ebene  ist  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  auf 
diese  Ebene.  Mehrere  Punkte  werden  auf  eine  und  folglich  auch  auf 
alle  dazu  parallelen  Ebenen  durch  parallele  Geraden  projiciert.  Die  Pro- 
jection F\  P'2  einer  Strecke  P^  P2  der  Geraden  g  auf  eine  Ebene  ist  jenes 
Stück  der  Projection  g'  dieser  Geraden  auf  die  Ebene,  welches  zwischen 
den  Fußpunkten  der  die  Strecke  projicierenden  Lothe  enthalten  ist. 
Da  Projection  und  Strecke  in  der  Ebene  g' g  liegen,  findet  man 

Die  Fußpunkte  der  Senkrechten  auf  eine  Ebene  aus  den  Eck- 
punkten eines  Dreieckes  bestimmen  die  Projection  desselben  auf  die 
Ebene.  Das  Dreieck  P1P2P3  (Fig.  90)  und  seine  Projection  P'iP'2P'3 
auf  die  Ebene  x  0  y  bilden  die  Endflächen  von  einem  Prisma,  welches 
durch  die  Ebene  des  Dreieckes  schief,  durch  die  Projectionsebene 
senkrecht  geschnitten  wird.  Ist  P'^  Pj  =  h  seine  kleinste  Kante  und 
man  legt   durch  P^    die  Ebene  P^  H2  Hg   parallel   zu    der  Projections- 
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Fig.  90. 


n 


«bene;  durch  P'^  die  Ebene  P'^  Q2  Q3  parallel  zu  der  Dreiecksebene, 
so  sind  die  Körper  P^  H2  H3  P3  P2  und  P\  P'.2  P'3  Q3  Q2  congruent,  mithin 
die  parallel  begrenzten  Prismen  P'^  P'2  P'3  Pi  H2  Hg  und  P'^  Q2  Q3  P^  P2  P| 
an  Körperinhalt  gleich;  bezeichnet  man  mit  h  und  h'  deren  Höhen. 
mit  f  und  f  die  Flächen   des  Dreieckes  und  seiner  Projeetion,  so  ist 

fh  =  fh'. 

Sind  ferner  n  und  z  die  positiven  Normalenrichtungen  der  Drei- 
ecks- und  der  Projectionsebene,  so  erkennt  man  leicht,  dass 


also 


somit 


Q  Pi  =  h'  =  P'i  Pi  cos  n  z  =  h  cos  z  n. 


h'  =  h  cos  z  n. 


f  =  f  cos  z  n. 


d.  h.  die  Fläche  der  Projeetion  eines  Dreieckes  ist  gleich  der  Fläche 
des  letzteren,  multipliciert  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die 
Normalen  der  Ebenen  beider,  demnach  auch  diese  Ebenen  selbst  bilden. 
Wird  die  Fläche  der  Projeetion  aus  den  Coordinaten  ihrer  Eckpunkte 
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in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  x  y  der  Projectionsebene  berechnet, 
so  liefert  die  Formel 

Xi  Ji    1 
2  f  =    X2  72    1 

einen  positiven  oder  negativen  Wert,  je  nachdem  die  Eckpunkte 
P'j.P'jjP'g  im  positiven  (durch  das  Coordinatens7stem  gegebenen) 
Drehungssinn  in  der  Projectionsebene  aufeinander  folgen  oder  nicht. 
Gilt  letzterer  (in  der  Figur  »linksum«)  auch  für  die  Ebene  des  Drei- 
eckes P^  P2  P35  so  erscheinen  einem  Beobachter,  welcher  auf  der 
positiven  Seite  beider  Ebenen  gedacht  wird,  die  Punkte  des  Dreieckes 
und  jene  seiner  Projection  in  gleichem  Drehungssinne  geordnet,  wenn 
die  positiven  Richtungen  der  Normalen  der  Ebeneri  einen  spitzen 
Winkel  bilden,  in  entgegengesetztem  aber,  wenn  dieser  Winkel  ein 
stumpfer  ist.  Im  ersten  Falle  ist  cos  n  z  positiv,  daher  sind  f  und  f 
gleich  bezeichnet  und  es  muss  die  Fläche  des  Dreieckes  PfP2P3  als 
positiv  oder  negativ  vorausgesetzt  werden,  je  nachdem  die  seiner 
Projection  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  seine  Eckpunkte 
dem  positiven  oder  negativen  Drehungssinn  entsprechend  aufeinander 
folgen.  Im  zweiten  Falle  ist  cos  n  z  negativ,  f  und  f  sind  ungleich 
bezeichnet;  die  Fläche  des  Dreieckes  ist  nun  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  seiner  Projection  negativ  oder  positiv,  also  wieder  je  nach- 
dem seine  Eckpunkte  die  Aufeinanderfolge  im  positiven  oder  im  nega- 
tiven Drehungssinn  zeigen.  Demnach  ist  die  Fläche  eines  Dreieckes 
als  positiv  anzusehen,  wenn  dessen  Eckpunkte  die  dem  positiven 
Drehungssinne  seiner  Ebene  entsprechende  Anordnung  haben,  sonst 
aber  als  negativ;  dann  werden  durch  die  Formel 

f  =  f  cos  n  z 

Größe  und  Vorzeichen  der  Projection  ausgedrückt.  Die  Formel  gilt 
für  jedes  ebene  Pol7gon,  denn  die  vorstehenden  Betrachtungen  sind 
nicht  auf  den  speciellen  Eigenschaften  des  Dreieckes  gegründet, 
sondern  sie  bleiben  aufrecht,  wenn  darin  statt  »Dreieck«  tiberall 
>Pol7gon<  gesetzt  wird. 

4.  Coordinatensysteme.  Die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  wird 
durch  seine  Coordinaten  bestimmt.  Die  wichtigsten  Coordinaten- 
systeme sind: 

ä)  System  der  Parallelcoordinaten.  Es  besteht  (Fig.  91)  aus 
drei  Geraden  x,  7,  z,  Coordinatenaxen  genannt,  welche  sich  in  dem 
Nullpunkte  O  (Ursprung,  Anfangspunkt)  schneiden   und  die  drei  Co- 

BQdisavljeviö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  20 
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ordinatenebenen  x  y,  y  z,  z  x  bestimmen.  Die  positiven  Richtungen  der 
Coordinatenaxen  können  willkürlich  angenommen  oder  gegeben  sein. 
Positiv  ist  jener  Drehungssinn,  demzufolge  die  hohlen  Winkel  x  y,  y  z,  z  x 
positiv  erscheinen.  Das  System  ist  ein  rechtwinkeliges  oder  orthogonales, 
wenn  diese  drei  Winkel  rechte  sind,  in  allen  anderen  Fällen  ein  schief- 
winkeliges.  Ein  beliebiger  Punkt  P  des  Raumes  wird  durch  Ebenen, 
die  parallel  sind  den  Coordinatenebenen,  nach  den  Punkten  A  auf  x, 
B  auf  y  und  C  auf  z  projiciert.  Die  Abscissen  OA  =  x;  OB  =  y; 
O  C  =  z  der  Punkte  A,  B,  C  heißen  die  Coordinaten  des  Punktes  P, 
welchen  sie  vollkommen  bestimmen;  denn  durch  die  Coordinaten 
werden  zunächst  die  Projectionen  A,  B,  C  bestimmt  und  die  durch 
letztere  gehenden,  zu  den  Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen 
schneiden  sich  in  P.  Da  in  dem  Parallelepiped  OAPzBPxCPyP  je 
vier  parallele  Kanten  gleich  sind,  kann  P  in  übersichtlicher  Weise 
durch  einen  der  Streckenzüge  OAPzP,  OBPxP  u.  s.  w.  dargestellt 
werden.  Den  acht  Winkelräumen,  in  welche  der  Raum  durch  die 
Coordinatenebenen  getheilt  ist,  entsprechen  verschiedene  Vorzeichen- 
combinationen  der  Coordinatenwerte : 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

vn 

VIII 

X 

+ 

y 

1 

-r 

— 

z 
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Für  die  Punkte  der  xy-Ebene  ist  2  =  0,  der  yz-Ebene  x  =  0, 
der  zx-Ebene  y=0.  Für  jene  derx-Axe  isty  =  0;  z  =  0;  dery-Axe 
z  =  0,  x  =  0;  der  z-Axe  x  =  0,  y=0.  Für  den  Nullpunkt  ißt  x  =  0 
y  =  0,  z  =  0. 

b)  System  der  Polarcoordinaten.  Es  besteht  (Fig.  92)  aus 
einer  Ebene  xy,  einer 
darin  liegenden  Axe  x  mit 
dem  Pole  0,  ferner  der 
zur  Ebene  senkrechten 
Axe  z.  Ein  beliebiger 
Punkt  P  des  Raumes  wird 
mit  dem  Pole  O  durch  die 
Gerade  v,  mit  der  Axe  z 
durch  die  Ebene  hoz 
verbunden.  Die  Winkel 
xh  =  a);  ZV  =  9  und  der 
Vector  O  P  =  r  heißen  die 
Polar  -  Coordinaten  des 
Punktes  P  und  bestimmen 
denselben  vollständig,  sobald  über  die  Zählung  derselben  die  nöthigen 
Feststellungen  gemacht  worden  sind. 

5.  Rechtwinkelige  Coordinaten.  Bezeichnung  und  Bestimmung 
der  Punkte.  Abstand  eines  Punktes  vom  Nullpunkte.   In   der 

Folge  soll  ausschließ- 
lich das  rechtwinkelige 
Coordinatensystem  An- 
wendung finden.  Feste 
gegebene  Punkte  werden 
nüt  Po,  Pi,  P25 . . .  Pi  be- 
zeichnet; ein  veränder- 
licher oder  erst  zu  bestim- 
mender mit  P.  Der  Punkt 
P(Pi)  hat  die  Coordinaten 
X.  y,  z  (Xi,  yi,  Zi).  Seine 
orthogonalen  Projec- 
tionen  auf  die  Axen  sind 
A,B,C(Ai5Bi,Ci);aufdie 
Coordinatenebenen  Pz^Px, 
Py  (Pi^,  Pu,  Piy).  Er  wird 

(Fig.    93)     durch      den  ^ 

20* 


Fig.  98. 
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Streckenzug  OAPj-P  (O  APiaPi)  festgelegt.  Punkte  von  besonderer 
Bedeutung  werden  auch  mit  anderen  Buchstaben  bezeichnet  werden. 
Der  Abstand  0  P  =  r  des  Punktes  P  vom  Nullpunkte  ergibt  sich  aus 
den  rechtwinkeligen  Dreiecken  OPzP  und  OAP^;  es  ist  nämlich 

r2  =  ÖP;^  +  P:P^=:  OP.2  +  z2;  ÖP;'  =  ÖÄ^  +  ÄP;^  =  x2  +  f.^ 

demnach 

r2  =  x2 -I- y2  _j_  2? (1 

und 


r=l^x2  +  y2-f-z2. 
Ebenso  findet  man  ftlr  OPi  =  ri 

Ti^  =  Xi^  -)-  Ji^  -f-  Zi^. 

Beispiele  und  Anfgaben. 

a)  Der  Punkt  Pq  (1,  4,  8)  hat  vom  Nullpunkte  den  Abstand 


Po  =  f  1  +  16  +  64  =  ]f~81  =  9. 

h)  Die  Punkte  Pj  (2,  3,  6) ;  Pj  (3,  —  1,  4) ;  Pg  (5, 1,  —  2) ;  P^  (—  3,  —  2,  —  4)  haben 
vom  NuUpunkte  die  Abstände 


r^  =  1^4  +  9  +  25  =  f38;  r^  =  K9  +  1  +  16  =  f26; 


r3=  1^25  +  1  +4  =  f30;  r4=  ^9  +  4+  16  =  ^29. 

e)  Welchen  Abstand  hat  der  Punkt  P^  (2,  6,  9)  vom  Nullpunkte  ? 

d)  Der  Punkt  P  soll  derart  bestimmt  werden,  dass  er  vom  Nullpunkte  den 
Abstand  r  =  13  habe.  Wie  viele  Lösun^n  sind  möglich?  Man  suche  jene  heraus,  bei 
welcher  x  =  3,  y  =  4 ;  wie  groß  ist  dann  z  ?  Femer  suche  man  aus  den  möglichen 
Lösungen  jenen  Punkt  heraus,  der  in  der  x  y-Ebene  liegt  und  x  =  ö  hat. 

6.  Bestimmung  einer  Richtung  oder  einer  Stellung.  Parallele 
Geraden  haben  dieselbe  Richtung.  Eine  von  ihnen  bestimmt  die  Richtung 
der  übrigen.  Es  ist  zweckmäßig,  jene  Gerade,  welche  die  Richtung 
repräsentieren  soll,  in  den  Nullpunkt  zu  verlegen  und  den  positiven 
Sinn  durch  eine  ihr  angesetzte  Pfeilspitze  anzudeuten.  Eine  solche 
Gerade  g  (Fig.  94)  soll  kurzweg  als  Richtung  bezeichnet  werden.  Sie 
ist  durch  einen  in  ihr  Hegenden  Punkt  P^  bestimmt,  ebenso  durch 
Punkte  P2,P3,  .  .  .,  wenn  die  Strecken  OP^,  OPj,  OP3, .  .  .  mit  Rück- 
sicht auf  die  Pfeilspitze  positiv  erscheinen.  Da 

^1  •  Yi  •  Zi  =^  X2  :  y2  :  Z2  =  X3  :  jß  :  Z3  =  .  .  ., 

so  ist  eine  Richtung  auch  durch  das  constante  Verhältnis  der  Coordi- 
naten  der  sie  bestimmenden  Punkte  festgelegt,   welches  durc^  a :  b :  c 
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Fig.  »4. 


5ir  As  aM 


■>x 


/  A 


dargestellt  und  Eichtungsverhältnis  genannt  werden  möge.  Die  Ver- 
hältniszahlen a,  b,  e  kann  man  als  Componenten  der  Richtung  be» 
zeichnen.  Die  Richtung  wird  construiert,  indem  man  einen  Punkt  R^ 
dessen  Coordinaten  den  Richtungscomponenten  a,  b,  c  proportional 
oder  gleich  sind,  mit  dem  Nullpunkte  verbindet.  Das  Richtungs- 
verhältnis —  a  :  —  b  :  —  c  stellt  die  der  Richtung  a  :  b  :  c  direet  ent- 
gegengesetzte Richtung  vor.  Der  Punkt  11,  welcher  die  Richtung  be- 
stimmt und  den  Abstand  0 11  =  1  vom  Nullpunkte  hat,  heißt  der 
Einheitspunkt.  Sind  a,  ß,  y  seine  Coordinaten,  so  besteht  zwischen 
diesen  (Art.  5,  Gl.  1)  die  Beziehung 

a2-fß2 -1-^2  =  1 (2 

Sie  werden  die  Coordinaten  der  Richtung  (Richtungscoordinaten) 
genannt  und  haben  auch  eine  trigonometrische  Bedeutung.  Au&  den 
rechtwinkeligen  Dreiecken  OAII,  OB  Ff,  OFII  folgt  nämlich 

OA       OA 
a  =  OA=  -^-  =  ^  =  cosxg; 


OB_OB 

1  ~"ön 


ß=OB=  -:^  =  ^:^=cosyg; 


nr       Or        Or 
T=Or=-— =  ^=coszg, 

also  sind  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet.  In  dieser  Eigenschaft  führen  sie  auch  den 
Namen  »  Richtungscosinus « . 

Da  eine  Richtung  durch  das  Richtungsverhältnis  a  :  b  :  c  voll- 
kommen bestimmt  ist,  müssen  ihre  Richtungscoordinaten  a,  ß,  y  durch 
a,  b,  e  ausgedrückt   werden  können.    In   der  That   findet  man,    wenn 


1 
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der    Riehtimgspankt    R    die    Coordinaten   a,  b,  c,    also    den    Abstand 
p  =  /a*  -|"  Ij*  "I"  ß*  vom  Nullpunkte  hat,  da  cos  x  g  =  -^i^^  u.  s.  w. 


OR 


(3 


a  a 

a  =  cos  X  e  =  —  =  -i-  -^- 

P         fa«  +  b«  +  c2 

b  b 

B  =  cos  y  ff  =  —  =    , 

•'^         P         j/a^  +  b"  +  c" 
c  c 

Y  =  COS  z  g  =  —  =   ,. 

P         |ra2_}_b2  +  c2  J 

Von  gegebenen  Richtungen  giigjigs)  .  .  .  gS  .  .  .  sollen  in  der  Folge  die 
Richtongspunkte  mit  R|,R2,  R3,  ...  R',  ...  die  Einheitspunkte  mit  nj^Uj^rij,  .  .  . 
11', . . .  bezeichnet,  ihre  Richtnngsverhültnisse  durch  a^ :  bj  :  Cj ;  a^ :  bj  :  Cj ;  . . .  a' :  b'  :  c' ; 
.  .  .,  ihre  Richtungscoordinaten  durch  Ou  ßiiTi;  o^t  ßsvTz»  •  •  •  °^')  ß'iK'?  •  •  •  dargestellt 
werden;  femer  sei  p  immer  positiv  vorausgesetzt. 

Da  durch  eine  Eichtuiig  auch  eine  Stellung  bestimmt  erscheint, 
kann  man  durch  eine  Gerade  im  Nullpunkte  die  Normalenrichtung 
einer  Ebene  oder  mehrerer  paralleler  Ebenen  repräsentiert  denken,  deren 
Stellung  dadurch  gegeben  ist.   In  diesem  Sinne  kann  man  von  einem 

Stellungsverhältnis      und     von 
Flg.  96.  Stellungscoordinaten     sprechen. 

Von  jeder  Ebene  einer  derart 
gegebenen  Stellung  ist  dann 
auch  die  positive  Seite  fest- 
gelegt. 

Beispiele  und  Angaben. 

a)  Bei  der  Richtung  g  (3  :  5  :  7) 
ist  (Fig.  95) 


p  =  f9  +  25  +  49  =  f83, 


also 

"       K83'  1^83^  "^       F83 

Die       direct      entgegengesetzte 
Richtung  ist 

g'(-3:-5:-7) 

mit 

p  =  V83 

und 

Q  f;  — 7 

M* — ?.  ß'  — :i.y— _-_. 
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b)  Die  positive  Richtung  der  x-Axe  hat  das  Richtungsverhältnis  a  :  0  :  0  und 
die  Richtungscoordinaten  1,0,0;  jene  der  y-Axe  0  :  b  .\,0  und  0,1,0;  jene  der  z-Axe 
0  : 0  :  c  und  0,  0, 1,  wenn  a,  b,  c  positive  Größen  sind.  Eine  Richtung  der  x  y-Ebene 
hat  das  Richtungsverhältnis  a  :  b  :  0,    der  y  z-Ebene  0  :  b  :  c;  der  z  x-Ebene  a  :  0  :  c. 

c)  Man  gebe  die  Coordinaten  der  Richtungen  gi  (l  •*  2  :  2);  g^  ( —  6:3:2); 
gj  f —  9  :  _  6  :  —  2);  g4  (12  :  —  3  :  —  4);  g^  (0  :  5  :  12)  und  jene  der  ihnen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  an. 

7.  Richtung  einer  beliebigen  Geraden.  Wenn  eine  Gerade  g 
(Fig.  96)  nicht  durch  den  Nullpunkt   geht,  so  werden   ihr  Richtungs- 

Pig.  96. 


Verhältnis  a :  b  :  c  und  ihre  Richtungscoordinaten  (Richtungscosinus) 
a,  ß,  Y  an  einer  durch  den  Nullpunkt  gelegten,  zu  ihr  Parallelen  g' 
bestimmt.  Man  kann  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  Pq  der  Ge- 
raden Parallele  x',  y',  z'  zu  den  Coordinatenaxen  ziehen  u.  s.  w.,  denn 
es  ist  x'  g  =  X  g  =  X  g';  y'  g  =  y  g  =  y  g';  z'  g  =  z  g  =  z  g'.  Soll  eine 
Gerade  durch  den  Punkt  Pq  mit  der  Richtung  a  :  b  :  c  bestimmt  werden, 
so  kann  dieses  auf  zwei  Arten  geschehen.  Entweder  construiert  man 
in  0  die  Richtung  a  :  b  :  c  und  legt  durch  P^  die  Parallele  dazu,  oder 
man  trägt  von  Pq  die  Strecke  a  parallel  zu  x  bis  M,  von  M  die 
Strecke  b  parallel  zu  y  bis  R'z,  von  R'jb  die  Strecke  c  parallel  zu  z 
bis  R  auf  u.  s.  w. 

In  allen  Fällen  ist  aber 

a  =  cos  X  g;     ß  =  cos  y  g;  y  =  cos  zg. 
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Aufgabe. 

Durch  die  Punkte  P^  (3, 1,  5);  Pj  (3,  5, 0);  P3  (0,  0,  4);  P^  (—  2,  —  1,  —  ö)  soUen  die 
Geraden  gi,g2^S3iSi  ™i*  ^^^  Richtungen  2:3:6;  3:0:5;  4:  —  2:7;  0:0:2 
gelegt  und  deren  Richtungscoordinaten  ai,ßi,Yi;  a2>ß2>T2»  °^?ß3»T3?  °^4>ß4»T4  (Ric^^ 
tungscosinus)  berechnet  werden. 

8.  Orthogonale  Frojectionen  ebener  Flächen  auf  die  Co- 
ordinatenebenen.  Berechnung  ebener  Flächen.  Stellung  derselben. 

Die  Projectionen  einer  beliebigen  ebenen  Fläche  f  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  yz,  zx,  xy  mögen  mit  f»,  fy,  fz  bezeichnet  werden  und  die 
Ebene  der  Fläche  habe  die  Stellungscoordinaten  a,  ß,  y-  Da  die  Co- 
ordinatenaxen  x,  y,  z  die  Stellungen  und  positiven  Seiten  der  Coordi- 
natenebenen  angeben,  findet  man  (Art.  3) 

f,=:fa;  fy  =  fß-,  fz  =  fY, (4 

demnach,   wenn    man    quadriert     und     addiert,    mit    Rücksicht     auf 

a'  +  ß'  +  f  =  1  (Art.  6,  Gl.  2) 

fx^  +  fy2  +  fz^  =  f2, (5 

d.  h.  das  Quadrat  einer  ebenen  Fläche  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  ihrer  Projectionen  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen. 
Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  eine  ebene  Fläche  zu  berechnen,  wenn 
ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  (eines  orthogonalen 
Systems)  bekannt  sind.  Aus  den  Gleichungen  4  ergeben  sich  ferner 
die  Stellungscoordinaten 

a  =  -£  ;  ß=-f;  T  =  Y (6 

der  Ebene  der  Fläche.  Multipliciert  man  beide  Seiten  der  Gleichungen  4 
mit  a,  ß,Y  und   addiert,   so  erhält  man  die  bemerkenswerte  Beziehung 

welche  ausspricht,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der  drei  Projec- 
tionen einer  ebenen  Fläche  f  auf  die  Ebene  der  letzteren  wieder  der 
Fläche  selbst  gleich  ist. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

o)  Für  die  Projectionen  des  Dreieckes  OP^Pa  ergibt  sich: 


mithin  ist 


2fy  = 


^2  X2 


^•2  72 
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4f2 


72    Z2 


3 


+ 


Z2    X2 


+ 


xi  yi 
^2  y2 


2 


die  Stellongscoordinaten  der  Dreiecksebene  sind 


a 


yi  2i 

Zi    X, 

2^1  yi 

y2  H 

;  |i     • 

Zj    Xj 

;  T  —  • 

^2    72 

und  das  Stellungsverhältnis  ist: 


yi  zi 

• 

Zi    X, 

• 

xt  yi 

y2    22 

^2    ^2 

^2    72 

5)  Für  die  Projectionen  des  Dreieckes  Pj  Pj  P3  findet  man : 


2fx  = 


yi 

H 

1 

y2 

H 

1 

1% 

Z3 

1 

2fv  = 


z 


I 


■1 


Zo    Xo     X 

1 


'2    ■»'2 

Zq      Xo 


2f.= 


^1  7i  1 

X2   72    1 
Xs   73    1 


mithin  ist 


yi  zi  1 

2 

Zi     X,     1 

2 

72    Z2    1 

Z2  X2  1 

73  Z3  1 

Z3  X3  1 

4f2  = 


und  die  Stellungscoordinaten  der  Dreiecksebene  sind 

7i  zi  1 
72  'h.  l 


Xi  yi  1 

X2  y2  1 

X3  ys  1 


a 


ys 


2f 


ß  = 


Zl 

Xl 

1 

Z2 

X2 

1 

Z3 

X3 

1 

xi  y, 

1 

X2    72 

1 

X3  73 

1 

2f 


2f 


hingegen  findet  man  als  Stellungsverhältnis 


X-2    72    1 
X3   73    1 

c)  Wenn    ein  Dreieck  durch  die  Punkte  O;  P,  (ö,  2,3);  P2  (3,  7,  5)  gegeben  ist, 
hat  man: 


7i  zj   1 

Zl    Xi     1 

72    ^2     1 

• 
• 

Z2  X2  1 

• 

• 

73  Z3    1 

Z3  X3   1 

2f, 


2  3 

7  5 


-11;  2fy  = 


3  5 
5  3 


=  -16;  2f.= 


5  2 

3  7 


=  29. 


4  P  =  121  +  256  +  841  =  1218, 
2  f  =  f  1218, 


a 


11 


-;  ß 


16 


;  T= 


29 


fl218'  ■"     fl218'  '   fl218' 
a:ß:Y=  —11:  — 16:29. 
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d)  Bei   dem    durch   die   Punkte  P,  (2,3,4);  Pj(7,l,2);  P3(3,ö,5)    gegebenen 
Dreiecke  findet  man 


2fx  = 


3  4  1 
12  1 
5  5  1 


=  2;  2f,= 


4  2  1 
2  7  1 

5  3  1 


=  -7;  2f.= 


2  3  1 
7  11 

3  5  1 


=  12, 


4f8  =  4  +  49  +  144  =  197, 
2f  =  |/l97; 


a=  ■,-_;  ß 


—  7 

fl97 


;  T= 


12 


1/197' 


a  :  ß  :  Y  =  2  :  —  7  :  12. 


e)  Man  gebe  Frojectionen,  Flächen  und  Stellungen  der  Dreiecke  an,  welche 
durch  die  Punkte:  O;  P,  (2,  —  3, 5);  Pj  (—  3, 4,  —  2),  oder  P3  (1, 1, 1);  P,  (2,  —  1,3); 
P5  ( —  5,  —  3,  —  7)  bestimmt  werden. 

/)  Wie  groß  sind  Projectionen  und  Fläche  des  Dreieckes,  dessen  Eckpunkte 
auf  den  Axen  x,  7,  z  in  den  Abständen  6,  3,  2  vom  Nullpunkte  liegen.  Man  gebe  die 
Stellung  der  Dreiecksebene  an. 

9.  Länge  der  Strecke  und  Richtung  der  Verbindungslinie 
von  zwei  Punkten.  Zwei  Punkte  Pj  und  Pj  (Fig.  97)  bestimmen  die 
unbegrenzte  Gerade  g  —  ihre  Verbindungslinie  —  und  in  dieser  die 
Strecke  P,  P2.  Wenn  die  Wahl  der  positiven  Richtung  von  g  freisteht, 
soll  diese  so  angenommen  werden,  dass  Pj  Pj  positiv  erscheint.  Die 
Länge  Pi  P2  =  r  und  die  Richtungscoordinaten  a,  ß,  y  von  g  berechnet 
man  mit  Hilfe  der  orthogonalen  Projectionen  der  Strecke  auf  die 
Axen.  Da  nämlich 

Aj  Aj  =  O  A2  —  0  Ai  =  Xj  —  Xi  =  Pj  Pj  cos  X  g  =  r  a, 
Bi  B2  =  O  B.,  —  O  Bi  =  72  —  yi  =  P,  Pj  cos  y  g  =  r  ß , 
Gl  C2  =0  02  —  0  Cj  =  Zj  —  Zj  =  Pj  Pj  cos  z  g  =  r  Y, 

ergeben  sich  zunächst  die  Gleichungen: 

Xj  —  X,  =  ra;  yj  —  y,  =  rß;  Z2  —  z,  =  ty- 

Aus    diesen    folgt,    wenn    man    quadriert    und    addiert,    ■weil 

a2-|-ß2-f  Y^=l: 

(X2  -  xO^  +  (y2  -  yiF  +  (Z2  -  z J2  =  r2 ;     ...     (7 
ferner  weil  jetzt  r  bekannt 


a 


X. 


•1. 


;  ß 


72  — yi.  ^_ 
1  *  — 


Zr 


r  r  '  r 

a  :  ß  :  Y  =  (X2  —  Xi):(y2  —  yO  :  (zj  —  z,)  J 


(8 
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Fig.  97. 


Man  kann  die  Coordinatendifferenzen  Xj  —  Xj,  y.^  —  jj,  z^  —  z^  die  Componenten 
der  Strecke  nennen.  Dann  lassen  sich  folgende  Sätze  aussprechen: 

Das  Quadrat  einer  Strecke  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Compo- 
nenten. 

Die  Richtungscoordinaten  der  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  sind  gleich 
den  Componenten  der  von  den  letzteren  bestimmten  Strecke,  dividiert  durch  die  Strecke. 
Die  Componenten  der  Strecke  sind  zugleich  Richtungscomponenten  der  Verbindungslinie. 


Beispiele  und  Anfgaben. 

a)  Die  Strecke  zwischen  den  Punkten  P^  (3,  4,  2)  und  Pj  (5,  7,  8)  hat  die  Com- 
ponenten 5  —  3  =  2;  7  —  4  =  3;  8  —  2  =  6;  daher  ist 

3  6  . 


a  :  ß  :  Y  =  2  :  3  :  6. 

b)  Die  Strecke   zwischen    den  Punkten   P,  (3,  —  2,  —  5)   und  Pj  ( —  3,  7,  —  7) 
hat  die  Componenten  —  3  —  3  =  —  6;  7  —  (—  2)  =  9;  — 7  —  (—  5)=  —  2;  daher  ist 


6 


9 


r=K36  +  81  +  4  =  ll;  <^  =  -jj^  ß^yj^;  ir  =  -jj; 

a:ß:T  =  —  6:9:—  2. 
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c)  Durch  die  Punkte  Pi(!,l,l);  PjO,  — 1,1);  P3(— 3,1,  — 2);  P4(5,3,-8) 
ist  ein  Tetraeder  bestimmt.  Man  gebe  die  Längen  und  Richtungen  seiner  Kanten  an. 

d)  Es  soll  ein  Punkt  P  gefunden  werden,  der  von  dem  Punkte  Pq  (3, 4, 1)  den 
Abstand  r  =  9  hat.  Wie  viele  Lösungen  hat  diese  Aufgabe  ?  Man  suche  unter  allen 
Punkten  jenen  heraus,  bei  welchem  y  =  5 ;  z  =  9  und  jenen,  welcher  in  der  x  y-Ebene 
liegt  und  x  =  7  hat. 

10.  Frojection  einer  Strecke  auf  eine  Gerade.  Die  Compo- 
nenten  einer  Strecke  P^  P^  können  (Fig.  98)  derart  aneinander  gereiht 


Fig.  98. 


werden,  dass  sie  einen  in  P^  beginnenden,  in  P2  endenden  Strecken- 
zug  P^  H  K  P2  bilden,  dessen  Schlusslinie  die  Strecke  P^  P2  ist,  so 
dass  PiH  =  X2  —  x^;  HK  =  y2  — yi;  KP2  =  Z2  —  z^  wird.  Um  die 
orthogonale  Projection  P\  P'2  der  Strecke  auf  die  Gerade  g^  mit  den 
ßichtungscoordinaten  «Q.ßojYo  zu  erhalten,  projiciert  man  den  Streckenzug 
auf  dieselbe  und  erhält 

P'i  P'2  =  Pi  H  cos  go  X  -]-  H  K  cos  go  y  -f"  ^  ^2  ^^s  go  z, 
also,  weil  cos  g^  x  =  cos  x  gQ  u.  s.  w., 

P'i  P'2  =  (X2  —  Xj)  ao  +  (y2  —  yi)  ßo  +  fe  —  ^i)  To- 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

o)  Die  Protection  der  von  den  Punkten  Pj  (3,  5,  2)  und  P2  (7,  3, 1)  begrenzten 
Strecke  auf  eine  Gerade  go  von  der  Richtung  1:7:2  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Com- 
ponenten  7  —  3  =  4;  3  —  5  =  —  2;  1  —  2  =  —  1  der  Strecke  und  der  Bichtungs- 
coordinaten 

_J_    R  _J_       __2_ 
"^  ~  K5T  '^^  ~  K54' ^"  ~  K54 

der  Geraden 


f54  /54  ']f54:        /54  fe' 

h)  Man  berechne  die  Protection  des  von  den  Punkten  Pq  ( — 6,  —  7,  —  3); 
Pj  (1, 1,  —  3);  Pj  (3, 5,  —  7);  P3  (2,  —  3,  5);  P^  (7,  3,  3)  bestimmten  Streckenzuges 
Pq  Pi  P2  P3  P4  und  die  seiner  Schlusslinie  P©  P4  auf  die  Geraden  mit  den  Richtungen 
8  :  4  :  1;  15  :  10  :  6;  —  10  :  6  :  15;  oder  —2:2:1. 

11.  Coordinaten  der  Funkte  einer  Geraden.  Eine  Gerade  möge 
durch  einen  Punkt  und  die  Richtung  oder  durch  zwei  Punkte  gegeben 
sein.  Ist  die  Lage  eines  anderen  Punktes  der  Geraden  in  Bezug  auf 
deren  feste  Elemente  bekannt,  so  kann  man  auch  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  berechnen. 

I.  Die  Gerade  gehe  durch  den  Punkt  Pq(xq,  yo,Zo)  und  habe  die 
Richtungscoordinaten  a,  ß,  y-  Ein  beliebiger  Punkt  P  (x,  y,  z)  der  Geraden 
habe  von  P©  den  Abstand  PoP  =  r.  Dann  ist  (Art.  9) 

X  — Xo  =  ra;  y  — yo  =  rß;  z  — Zq  =  ry, 

also 

X  =  Xo  -[-  r  a  I 

y  =yo  +  rß (9 

z  =  zo  +  rTj 

.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Coordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  Geraden  finden,  indem  man  dem  r  den  entsprechenden 
Wert  ertheilt. 

Fällt  Po  mit  dem  Nullpunkte  zusammen,  so  wird 


X  =  ra 

y  =  rß 
z  =  ry 


(91 


Beispiele  und  Aufgaben. 

o)  Die  Coordinaten  der  Punkte  Pj  und  P2  zu  berechnen,  welche  auf  der  durch 
den  Punkt  P^  (3,  5,  2)  und  die  Richtung  3:6:2  gegebenen  Geraden  in  den  Abständen 
Tj  =  21  und  r 2  =  —  14  liegen.  Man  findet  allgemein 
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x  =  3+^r;    y  =  5  +  -=-r;    z=2-|- 


alao  tpeciell 


3 +  1-.21  =  12;  X.,  =  3- I 


71  =  5  + 
z,  =  2  + 


7 

6 
7 

2 


14  =  — 3; 


21 


6 


23;yj  =  5— -_-.14  =  — 7; 


21=    8;  Z2  =  2  —  y .  14 


2. 


i)  Eine  Gerade  sei  durch  den  Punkt  P,  (3, 2, 7)  und  die  Richtung  6:2:  —  9 
gegeben.  Die  Coordinaten  der  Punkte  P,  und  P^  zu  berechnen,  welche  auf  ihr  liegen 
und  von  Pg  die  Abst&nde  r,  ^33;  r]  =  ^ll  haben.  Welche  Abstände  ron  Pg  vmd 
welche  Coordinaten  haben  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Coordinatenebenen, 
femer  die  Punkte  der  Geraden,  deren  Abstände  Tom  Kulipunkte  10  und  20  sind? 

e)  Welche  Bichtnng  muss  eine  durch  den  Punkt  Pg  (2, 6, 9)  gelegte  Gerade 
haben,  wenn  sie  die  x-Axe  im  Abstände  r=  11  von  Fg  treffen  soll? 

II.  Die  Gerade  sei  durch  die  Punkte  V^  (Xi,yt,Zi)  und  P2  (^ij^i^i) 

gegeben.   Ein   beliebiger  Punkt  P  (x,y,  z)   derselben  habe    das  Theil- 

yerhältnis  X.  in  Bezug  auf  P^  und  Pj  als  Fnndamentalpunkte.  Aus  den 

Beziehungen 

^^  PiP  ^  AtA^x-Xt. 


BiB  _y-yi. 

7—72' 

z  —  z< 


BjB 


0,  C        z  — 


'1 


findet  man 


P.,  P        C,  C 

~"    1— X 

-^72 


y=-yi 


z 


1  — X 

z,  —  Xz£ 

~      1-X 


(10 


Mit  Hilfe   dieser  Gleichungen   kann   man   die  Coordinaten  eines 
jeden  Punktes  der  Geraden  P^  Pj  berechnen,  indem   man   dem  X  den 

entsprechenden  Wert  ertheilt.    Setzt  man  X  =  —  -r^,  so  wird 


x,+x; 


■2. 


y= 


\+\ 


\^\ 
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Für  den  Mittelpunkt  P^  der  Strecke  Pj  Pj  ist  X=  — 1,  daher 

x„  =  ^^-^-v  — Zii-Z?.  z  —h±^.   .    .   (11 

Beispiele  und  AnJ^ben. 

a)  Eine  Gerade    sei  durch  die  Punkte  P^  (6,  4, 1)  und  Pj  (7,  8,  6)  bestimmt.    Es 
sollen  die  Coordinaten  der  Punkte  P3,  P4,  P^  mit  den  Theilverhältnissen 

5      .  3.1 


"3     . 4  '   ''<            2  ' 

^,        g. 

ferner  jene  des  Mittelpnnktes  Pm  bereclinet  werden. 

Man  findet  allgemein: 

5  — 7y              4  — 8X 

""         1      X    '  y         IX' 

1  — 5y 

'        1      X' 

folglich 

5-^7.^                        4       8 .  ^ 
^3                 5          15;  73                . 

1       5.^ 

=  24;   Z3_ ^ 

1       4- 

21; 

5+7. 1  3^    4+8.^ 

^'     .  ,  3     5 '  y^        3 

"•"2                                 "'"2 

1       5    A 
32             ^       ^  •  2 

=  ö  '  ^*          ,        3 

2 

17 
5' 

"'■19             ^       8.J 
^5                     1              2 '  ^^                   1 

5                                       5 

1       5.  J 
=  3;  z,- ^ 

^       5 

0; 

5+7           ^                   4+8 
Xm—          2         _6;  ym—         2         - 

1  +  5 
=  6;   za,_         2 

—  3. 

b)  Eine  Gerade  sei  durch  die  Punkte  P,  (ö,  3, 2)  und  Pj  (—  7,  —  2,  —  3)  ge- 
geben. Man  berechne  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  P«  der  Strecke  P^  P2,  femer 

jene  der  Punkte  P3  (X  =  5);  P^  (  X  =  —  —  j ;  P5  (  X  =  ^^  j.    Welche    Theilverhältnisse 

und  Coordinaten  haben  die  Schnittpunkte  der  Geraden  Pj  Pj  mit  denCoordinatenebenen? 

c)  Gegeben  sei  der  Punkt  Pj  (5,  3,  7) ;  von  dem  Punkte  P2  sei  Xj  =  3 ;  es  sollen 
72  und  Z2  derart  berechnet  werden,  dass  die  Gerade  P^  P2  durch  die  x-Axe  gehe  und 
die  Strecke  P^  P^  in  dem  Schnittpunkte  halbiert  werde,  oder  dass  der  Schnittpunkt  im 
ersten  Drittel  der  Strecke  Pj  Pj  liege. 

12.   Richtungen    einer  Stellung.   Winkelhalbierungslinien. 

Wenn   ein  Punkt  R  auf  der   Verbindungslinie   der   Richtungspunkte 
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Ri  (a^,  bi5  Ci);  ß2  (a2,  ba,  C2)  der  Richtungen  g^  und  g2  Kegt,  ist  die 
Richtung  OR  in  der  von  den  Richtungen  g^  und  g2  bestimmten 
Stellung  enthalten.  Hat  R  das  Theilverhältnis  X  in  Bezug  auf  Rj  und 
R25  also  die  Coordinaten 

a^  —  Xa2  bj — Xb2  c^ — Xc2 

so  ist 

(ai  —  Xa2):(bi — Xb2):(ci  —  XC2) (12 

das  Richtungsverhältnis  des  Strahles  OR,  welches  eine  beliebige 
Richtung  der  genannten  Stellung  angibt.  Lässt  man  insbesondere  die 
Richtungspunkte  R^  und  R2  mit  den  Einheitspunkten  11^  und  112  zu- 
sanmaenf allen,  so  entsprechen  dem  Halbierungspunkte  Rm  (Xm  =  —  1) 
und  dem  unendlich  fernen  Punkte  Ra(Xu  =  1)  von  U^  II2  die  Halbierungs- 
linien  der  Winkel  der  Geraden  g^g2  mit  den  Richtungsverhältnissen 

(«i  +  «2) :  (ßi  +  ß2)  :  (Ti  +  T2)  1  /13 

(ai-a2):(ßi-ß2):(Ti-T2)/ 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  In  der  von  den  Richtungen  g,  (1  :  2  :  2)  und  gj  (6  :  3  :  2)  bestimmten 
Stellung  ist  die  Bichtung 

(1— 6X):(2  — 3X):(2  — 2X) 

enthalten,  wie  immer  auch  X  beschaffen  sei.  Speciell  für  X  =  —  1  und  X  =  1  ergeben 
sich  die  Verhältnisse  7:5:4  und  —  ö  :  —  1:0,  von  welchen  das  erste  die  Richtung 
vom  Nullpunkte  nach  dem  Halbierungspunkte  von  Rj  R2,  das  zweite  die  zu  Rj  Kj 
parallele  Richtung  darstellt.  Die  Winkelhalbierungslinien  haben  die  Richtungsver- 
hältnisse 

b)  Man  bestimme  allgemein  die  Richtungen  jener  Stellung,  welche  durch  die 
Richtungen  g^  (3  :  4  :  12);undg2  (1:4:8)  gegeben  ist  und  speciell  die  Richtungen,  die 
auch  in  den  Coordinatenebenen  enthalten  sind;  femer  jene  der  Winkelhalbierungslinien. 

c)  Die  Richtung  g,  (1  :  1  :  1)  sei  gegeben.  Es  sollen  allgemein  die  Richtungen 
dargestellt  werden,  welche  in  der  von  ihr  und  der  x-Axe  bestimmten  Stellung  enthalten 
sind.  Welche  von  denselben  gehört  auch  der  yz-Ebene  an? 

13.  Coordinaten  der  Funkte  einer  Ebene.  Wenn  eine  Ebene 
durch   drei  Punkte  Pi,P2,P3  gegeben  und   die  Lage   eines  beliebigen 
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Punktes  P  derselben  in  Bezug  auf  diese  festen  Elemente  bekannt  ist, 
so  können  die  Coordinaten  des  Punktes  P  ermittelt  werden. 

Nimmt  man  auf  der  Verbindungslinie  P1P2  den  Punkt  P«  und 
auf  Pe  P3  den  Punkt  P  an,  so  liegt  P  in  der  Ebene.  Der  Punkt  P© 
habe  in  Bezug  auf  P^  und  P2  das  Theilverhältnis  X;  seine  Coordi- 
naten sind: 

Xi  — >^X2^yi  — Xy^^z^— Xz2 
1  — X    '    1— X    '    1  — X 

(Art.  11,  IIj.  Ferner  habe  P  das  Theilverhältnis  |x  in  Bezug  auf  P« 
und  P3;  dann  sind 

2L.4  A  Xn 

^       1—  >>      ~^^^  _  X,  —  XX;  — (1  —  X)|XX3_ 

y         i-ii.  (i_x)(i-|j,)     • 

Zj  Xz2 

1 X  ^     ^  Zi  XZ2 (1 X)|JLZ3 

^  ~  1^^  ""  (1_X)(1-|X) 

seine  Coordinaten,  die  sieh  in  symmetrischer  Art  darstellen  lassen, 
wenn  man  an  Stelle  von  X  und  |i  die  drei  Größen  X^,  X2,  X3  einführt, 
indem  man 

-X=^;-(l-X)(i.=  ^ 
setzt.  Dadurch  wird 

^-       X,+X2  +  X3       -  EX  J 

Beispiele  und  Aufgaben. 

o)  Die  Coordinaten  aller  Punkte  der  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  Pj  (3, 1,  6); 
P2  (4,  5,  2) ;  P3  (2,  3,  4)  geht,  sind  durch 

3X^+4X2  +  2X3,  X,  +  5X2  +  3X3,  6X. +2X2+4X3 

X,+X2  +  X3       '^  X,+X2  +  X3      '  X,+)2  +  X3 

dargestellt.  Setzt  man  X^  =  3;  X^  =  2 ;  X3  =  1,  so  ist  damit  der  Punkt  bestimmt,  dessen 
Coordinaten 

Badisavljevid  n.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  21 
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19 


16 


26 


^=6"' 3^=  6"'  '=6 

sind.  Für  Xj  =  Xj  =  X3  findet  man  x  =  3;  y  =  3;  z=:4. 

b)  Man  stelle  allgemein  die  Coordinaten  der  Punkte  jener  Ebene  dar,  welche 
von  den  Punkten  P,  (1,  2,3);  Pj  (3,  —  5,  2);  P3  (— 2,  —  3,  —  7)  bestimmt  wird  und 
berechne  insbesondere  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  den  Co- 
ordinatenaxen. 

c)  Eine  Ebene  schneidet  von  den  Coordinatenaxen  die  Stücke  a,  b,  c  ab,  es 
sollen  allgemein  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  derselben  dargestellt  und 
speciell  soll  z  berechnet  werden ,  wenn  x  =  p,  y  =  q. 

14.  Bestimmung  des  Winkels  zweier  Richtungen.  Es  mögen 
die  Richtungen  g^  und  gj  durch  die  ßiehtungscoordinaten  a^,  ß^,  7^ 
und  a25  ß2,  T2  gegeben  sein,  so  dass  die  Einheitspunkte  11^  und  II.2 
(Fig.  99)    die   Coordinaten    a^,  ß^,  7^    und    02,  ß2,  T2    haben.     Projiciert 

Flg.  99. 


man  den  Streckenzug  OA2ll2zn2  und  dessen  Schlusslinie  OIIj  aufgi- 
so  erhält  man 


also 


0 II2  cos g,  g2  =  0  A2  cos  giX-f-  A2 1122  cos  gijr  -f  n2z  112  ^os  g^z; 

=  a2  cos  X  gl  -[-  ß2  cos  ygi  +  Y2  cos  z  gj, 


cosgig2  =  aia2  +  ßiß2  +  TiT2 (1^ 

Die    Fläche   des    Dreieckes    0  Xl^  II2    kann    entweder    aus  den 
Seiten  011^5  0112    und  dem   von   ihnen  eingeschlossenen  Winkel  gigi 
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oder  aus   den  Flächen   der  Projectionen   des  Dreieckes   auf  die  Co- 
ordinatenebenen 


2fx  = 


ßt  T. 

ß2    T2 


;      2fy  = 


Yi  «1 

T2    «2] 


;  2f.= 


«1  ßi 

«2    ß2 


berechnet  werden  (Art  8).  Man  findet  einerseits 


anderseits 


demnach 


2  f  =  0  Dl  .  O  n^  .  sin  g,  g2  =  sin  g,  gj, 


4P  =  4fx2+4fy2  +  4f,2, 


sin^  g,  g2 


ßi  Yt 

ß2    ti 


8 


+ 


T2    «2 


2 


+ 


«1    ßl 
«2    ß2 


.       .        (16 


Sind  die  Richtungen  gi  und  g^  durch  die  Verhältnisse  a^  :  b^ :  c, 


a, 


und  a2:b2:C2  gegeben,  so  ist  aj  =  — ,  .  .  .,  also 

Pi 

COS  gl  g2  =  —  .  -  (ai  %  +  bi  bj  +  c,  Cj) 


P1P2 


,2 


sm'gig2 


Pl*P2n 


b,  Ci 

b2    Cj 


2 


+ 


C2    ^2 


2 


+ 


ai  bi 
»2  bj 


2 


} 


(17 


Wenn  die  Richtungen  senkrecht  zu  einander  sind,  ist 


iz 


37C 


daher 


gl  g2  =  -g-oder  gl  g2  =  ^  ;  cos  g^  gj  =  0, 


«1  «2  +  ßl  ß2  +  Yi  Y2  =  0  ] 

a-i  a2  +  bib2  +  Ci  C2  =  0  J 


(18 


Beispiele  und  AnJ^aben. 

o)  Für  die  Richtungen  gj  (1:1:  1)  und  gj  (3  :  2  :  5)  findet  man 

_1      ._1  _1  _3_2_       __5_ 

"'"jÄf'  ^'-f5'  ^'~Ky'  °''~l/38'  '^'~K38''  ^'~l/38' 


also 


1.3  +  1.2  +  1.5  10  1/5Ö 

cosg.g2= — p-p —  =  ym  =  l'ö?' 


Sin^  g,  g2 
nnd 


3.38  l 


1  1 

2  5 


2 


+ 


111«       !  1   1 

!  -4- 
5  3M     3  2 


) 


_  9  +  4  +  1 
~         114 


57 


ing,g2=f^- 


sm 


21* 
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b)  Wenn  die  Richtong^  2:6:9  senkrecht  sein  soll  zu  der  Richtung  9  :  —  6  :  c^  ist 

2.9  — 6.6+9e  =  0 

die  Bedingung  hiefür,  aus  welcher  sich  c  =  2  ergibt. 

c)  Man  berechne  Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  Richtungen  g,  (6  :  10  :  15] 
und  g2  ( —  10  :  — 14  :  35)  und  suche  jene  Senkrechten  zu  diesen  Richtungen,  deren 
Richtungscomponenten  aus  denselben  Zahlen,  aber  in  anderer  Reihenfolge  und  mit  zum 
Theil  anderen  Vorzeichen  bestehen. 

d)  Man  zeige,  dass  die  Richtungen  4  :  5  :  20;  5  :  —  20  :  4;  20  :  4  :  —  5 
miteinander  rechte  Winkel  bilden. 

15.  Senkrechter  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden. 

Eine  Gerade  go  sei  durch  den  Punkt  Pq  und  ihre  Richtungscoordinaten 
«0,  ßoj  Yo?  ein  Punkt  Pi  durch   seine  Coordinaten   gegeben   (Fig.  100). 


Fig.  100. 


Po 


z 


Aj 


\z 


Um  den  senkrechten  Abstand  Qi  Pi  =  pi  des  Punktes  von  der  Geraden 
zu  ermitteln,  berechnet  man  zunächst  aus  dem  rechtwinkeligen  Drei- 
ecke PoQiPi 

Pi  =  Po  Pi  sin  go  g  =  r  sin  go  g. 

Sind   OjßjY  die  Richtungscoordinaten  der^die  Punkte  Pq  und  Pi 
verbindenden  Geraden  g,  so  findet  man 


2  «.  «.  


sin-  go  g 


und 


ßo  Yo 

ß    Y 


2 


+ 


Yo  «0 
Y    a 


2 


+ 


«0    ßo 

a    ß 


2 


2 


r-  sm-gog  = 


ßo       Yo 
r  ß     r  Y 


12 


+ 


Yo      «0 
r  Y    r  a 


+ 


«0      ßo 

ra    rß 
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demnach  (Art.  9) 

ßo  TT.. 


Pi^  = 


2 


+ 


To  «0 

Zi  —  Zß    Xi X( 


2 


+ 


OL, 


ßc 


Xi— xo  yi  — yo 


2 


.(19 


Anmerkung.  Da  Pq  Qi  die  Projection  von  P«  Pi  auf  go  ist,  ergibt  sich  (Art.  10) 

PoQi  =  (xi  — Xo)ao  +  (yi  — yo)ßo-r(zi  — Zo)To-     •     •     (20 

Damit  können  die  Coordinaten  des  Fußpunktes  Qi  leicht  berechnet  werden.  Wenn  die 
Gerade  g^  durch  den  Nullpunkt  geht  und  Pq  mit  diesem  zusammenfällt,  wird 


^  9   

Pi    = 


ßo  Yo 

yi  Zi 


+ 


To  ^ 

Zi    Xi 


2 


+ 


«0    ßo 

Xi  yi 


2 


Po  Q  =  «0  Xi  +  ßo  yi  4-  Tu  Zi- 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Eine  Gerade  gehe  durch  den  Punkt  Pq  (2, 3, 5)  und  habe  die  Richtung 
8  :  —  4  :  1.  Ein  Punkt  Pi  habe  die  Coordinaten  14,6,2;  sein  Abstand  von  der 
Geraden  ist,  da 


pi'  = 


9         9 
6  —  3  2  —  5 


8 


1  8^ 

+       "9  9 

2  —  5  14—2 

_  9^  +  362  _|.  72 

"  81 

Pi  =  9. 


2 


+ 


9 


—  4 


14  —  2  6  —  3 


3 


Femer  findet  man 


PoQ.  =  (14-2).|-  +  (6-3).-g^  +  (2-5).|  =  ^-^— g---=9. 

h)  Man  berechne  den  Abstand  des  Punktes  P|  (6,  —  2, 9)  von  der  durch  den 
Punkt  Pfl  (1, 1, 1)  und  die  Kichtung  2:3:6  bestimmten  Geraden.  Wie  groß  ist  Pq  Qi? 
Welche  Coordinaten  hat  Qi? 

c)  Welchen  Abstand  hat  der  Punkt  P»  (8, 13,  3)  von  der  durch  den  Nullpunkt 
mit  der  Richtung  2:6:9  gelegten  Geraden?  Man  berechne  O  Qi  und  die  Coordinaten 
von  Q|. 

d)  Durch  den  Punkt  Pq  (2,  3,  0)  gehe  die  Gerade  mit  der  Richtung  2:2:1. 
Es  soll  ein  Punkt  P  ermittelt  werden,  welcher  von  der  Geraden  den  Abstand  p  =  3 
hat.  Wie  viele  Lösungen  hat  die  Aufgabe?  Wie  viele  Punkte  der  geforderten  Be- 
schaffenheit liegen  in  der  xj-Ebene  und  wie  sind  dieselben  angeordnet?  Man  ermittle 
die  Punkte,  für  welche  x  =  1,  y  =  1. 

e)  Unter  den  Annahmen  der  Aufgabe  d)  soll  der  Punkt  P  so  ermittelt  werden, 
dass  P„Q  :  QP  =  1  :  1.  Wie  viele  Lösungen  hat  die  Aufgabe?  Gibt  es  Punkte  der 
X'Axe,  welche  ihr  entsprechen?  Wie  groß  sind  deren  Abstände  vom  Nullpunkte? 

16.  Senkrechte  zu  zwei  Richtungen.  Die  Ermittlung  der 
Senkrechten  g  (a,  ß,  y)   zu    zwei    gegebenen   Richtungen  gj  (a^,  ßj,  Yi)? 
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&2  (^5  ß2?  T2)  kani^  niit  Hilfe  des  vom  Nullpunkte  und  den  Einheits- 
punkten  bestimmten  Dreieckes  0 11^  II2  geschehen,  dessen  Ebene  ja  die 
Normalenrichtung  g  besitzt.  Da  nämlich 


2f  =sing,  g2;  2fx  = 


ßi  Ti 

ß2   T2 


2fy  = 


Ti   «1 
T2  ^ 


2t  = 


a, 


ßi 

«■2    ß2 


(vgl.  Art.  14),  so  findet  man  (Art  8,  Gl.  6) 


^  _  ßi T2  —  ß2 Ti .  p_Ti«2— T2«t.  «ißa  — «aßt  | 

sin  gl  gl     '  8ing,g2     '  singig2      [ 


a  :  ß  :  Y  = 


ßi  Ti 

• 

Ti  «1 

• 

«1    ßl 

ß2    T2 

• 

T2    «2 

«2    ß2 

r 


(21 


Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  mittelst  der  Beziehungen 

«1  a  +  ßl  ß  +  Ti  T  =  0; 
a2a  +  ß2ß  +  T2T  =  0 

(Art.  14),  welche  ausdrücken,  dass  g  zu  g^  und  g2  senkrecht  ist,  indem 
man  daraus  das  Verhältnis  a :  ß  :  y  berechnet.  Sind  die  Richtungen  gi 
und  g2  durch  die  Verhältnisse  a^ :  b^ :  Ci  und  aj  :  b2  :  C2  gegeben,  so 
ergibt  sich  das  Verhältnis  a  :  b  :  c  der  Richtung  g  aus  den  Gleichungen 

a^  a  -|-  bi  b  -[-  Cj  c  =  0; 
a2a-|-b2b-|-C2C  =  0 


(22 


auf  demselben  Wege.  Man  findet 

a  :  b  :  c 

bi  Ci 

b2  C2 

• 

• 

Cj  a^ 
C2  a2 

• 

• 

ai  \ 
a2  b2 

Wenn  die  Richtungen  gj  und  g2  selbst  zu  einander  senkrecht 
sind,  also  sin  gt  g2  =  1  ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  21 

a  =  ßiT2  — ß2Ti;    ß  =  Tia2  — 72«!;    T  =  aiß2  — o^ßi-     •     (23 

Anmerkung.  Die  ermittelte  Richtung  g  zeigt  die  positive  Seite  der  Ebene 
des  Winkels  gi  g2  an,  so  dass  derselbe  einem  auf  dieser  Seite  gedachten  Beobachter 
positiv  erscheint.  (Vgl.  Art.  8). 


a)  Zu  den  Richtungen 


Beispiele  und  Angaben. 


gl        •  •  aO*dIX^ 


g2 


ist  die  Richtung 

a  :  b  :  c  = 


3  1 

3  5 

• 

• 

1  5 
5  1 

• 

• 

5  3 
1  3 

. 1:3:5 


=  12:— 24:  12  =  1: -2:1 
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senkrecht,  deren  Coordinaten 

_  1     R_:z2     -A_ 

sind. 

b)  Die  Eichtungen  g,  (1  :  2  :  2);  gj  (2  :  1  :  —  2)  sind  zu  einander  senkrecht.  Da 

1    o        2  2  2-1  2 

"'  =  3'  P'=  3'  ^^=3'  "-^="3'  ^^=3'  ^^^^  3 

findet  man  für  die  zu  beiden  senkrechte  Richtung 


a  = 


2      2 

2      1 

1     2 

3      3 
1        2 

=    ?.^= 

3      3 
2      2 

2 
3'^ 

3    3 
2    1 

3      3 

3    3 

3    3 

a:ß:  Y=  — 2  :2:  —  1. 

c)  Man  bestimme  die  zu  den  Richtungen  g,  (1  :  1  :  1)  und  gj  (1  :  —  1  :  1)  senk- 
rechte Richtung  und  deren  Coordinaten. 

d)  Man  zeige,  dass 


senkrecht  ist  zu 


und 


g2  [(n  4-  k)  :  - 


ii(n  +  k)    . 


k  ^^1 

durch  Bestimmung    der  Senkrechten    zu  g^  und  gj    und    mittelst   der  Orthogonalitäts- 
bedingung  (Art.  14).  Welchen  Winkel  bilden  g,  und  gj? 

17.  Bestimmung  ^^^'  ^^^' 

des  senkrechten  Ab- 
standes  eines  Punk- 
tes von  einer  Ebene. 

Der  senkrechte  Ab- 
stand t  eines  Punktes  P 
von  einer  Ebene  (Fig. 
101)  wird  von  der  Ebene 
zum  Punkte  gezählt. 
Wird  also  die  Ebene 
von  der  darauf  Senk- 
rechten aus  P  in  dem 
Punkte  Pt  getroffen, 
so  ist 
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t  =  PtP. 

Wenn  zwei  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen, 
haben  ihre  Abstände  entgegengesetzte  Vorzeichen,  daher  ist  es  nöthig 
—  etwa  in  der  durch  den  Nullpunkt  gelegten  Normalen  n  —  die 
positive  Richtung  und  damit  die  positive  Seite  der  Ebene  festzustellen. 

Dieses  geschieht  durch  das  Richtungsverhältnis  a :  b  :  c  oder  die 
daraus  berechneten  Richtungscoordinaten  a,  ß,Y  der  Normalen. 

Die  Ebene  ist  bestimmt  durch  die  Normale  n  und  den  Punkt 
Pn,  in  dem  sie  von  dieser  getroffen  wird.  Ist  also  PnO  =  l  gegeben, 
so  erscheint  durch  die  Stücke  a,  ß,Y,  1  die  Ebene  festgelegt.  Projieiert 
man  nun  die  Streckenzüge  OPnPtP  und  OAP^P,  welche  die  Schluss- 
linie OP  gemein  haben,  auf  die  Normale  n  und  bedenkt,  dass  die  Pro- 
jectionen  der  Strecken  OPn  und  PtP  gleich  den  Strecken  selbst  sind, 
während  P„Pt  die  Projection  Null  hat,  so  erhält  man: 

O  Pn  +  O  +  PtP  =  0  A  cos  nx  +  APz  cos  ny  +  P«P  cos  nz 

oder 

—  1  -[-  t  =  X  cos  X  n  -[-  y  cos  y  n  -[-  z  cos  z  n, 
mithin 

t  =  ax  +  ßy  +  7z  +  l (24 

Diese  Gleichung  liefert  den  gesuchten  Abstand  der  Größe  und 
dem  Vorzeichen  nach,  und  zwar  erscheint  derselbe  bei  jenen  Punkten 
positiv,  welche  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  liegen. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Eine  Ebene  sei  durch  n  (6  :  3  :  2)  und  1  =  —  5  gegeben ;  für  dieselbe  soll 
die  Distanzformel  aufgestellt  und  zur  Berechnung  der  Abstände  der  Punkte  P|  (3, 7,  9) ; 
Pj  (5,  —  2,  3) ;  Pg  (2, 3,  7)  benutzt  werden.  Durch  das  Richtungsverhältnis  6  :  3  :  2  ist 
die  positive  Richtung  der  Normalen,  also  auch  die  positive  Seite  der  Ebene  bestimmt. 
Da  1  =  P„  O  =  —  6,  ist  O  P,,  =  5,  daher  von  O  aus  in  der  positiven  Richtung  auf  der 
Normalen  aufzutragen.  Wegen 

6-3  2 

findet  man 

,      6,3,2         ,,      6x  +  3y  +  2z  — 35 

t  =  7X  +  7y  +  7-z  — 5  =  ^ ^Ij . 


und 


6.3  +  3.7  +  2.9  —  35       22       „,, 

t,  = 1^-! =  -  =  3-14 
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5 

Ebenso  tj  = ^— ;  tj  =  0,   d.  h.  der  Punkt  P3  liegt  in  der  Ebene  selbst. 

Dieselbe  Ebene  ist  offenbar  auch  durch  n'  ( —  6  :  —  3  :  —  2)  und  1  =  5  be- 
stimmt, nur  dasB  die  positive  Normalenrichtung  der  früheren  direet  entgegengesetzt 
angenommen  wurde.  Die  Distanzformel 

,_  — 6x  — 3y  — 2z  +  35 


liefert  jetzt    für    die    Punkte  P^jP.^    dieselben  Abstände,    aber  mit    entgegengesetzten 
Vorzeichen.  Der  Abstand  von  Pg  ergibt  sich  wieder  gleich  Null. 

b)  Für  die  durch  n  ( —  3:4:  12)  und  1=13  bestimmte  Ebene  sind  n  und  Pa  zu 
construieren,  die  Distanzformel  aufzustellen  und  die  Abstände  der  Punkte  Pj  (5,  7,  —  3); 
P2  (0, 3,  5);  P3  (5, 0,  0);  P,  (-  2,  -  3,  -  4) ;  P^  (-  3,  4, 12)  anzugeben. 

c)  Die  Coordinaten  des  Punktes  P,,  sind  — la,  — Iß,  — ly;  jene  des  Punktes 
Pt  sind  X  —  at,  j  —  ßt,  z  —  yt;  warum ? 

d)  Den  Punkt  P  zu  ermitteln,  welcher  von  der  durch  n  (2  :  1  :  2)  und  1  =  6 
gegebenen  Ebene  den  Abstand  t  =  10  hat.  Wie  viele  Lösungen  sind  möglich?  Wie 
groß  ist  z,  wenn  x  =  1 ;  y  =s  1  ?  Welche  Coordinaten  haben  P„  und  Pt  in  diesem  Falle? 

18.  Das  Volum  eines  Tetraeders.  Ein  Tetraeder  ist  durch  die 
Coordinaten  seiner  Eckpunkte  vollkommen  bestimmt,  daher  muss  sich 
sein  Volum  durch  dieselben  ausdrücken  lassen. 

I.  Es  liege  ein  Eckpunkt  des  Tetraeders  im  Nullpunkte,  die 
anderen  seien  die  Punkte  Pj,P2,P3.  Bezeichnet  man  mit  f  die  Fläche 
des  Dreieckes  P1P2P3,  mit  f»,  fy,  fz  die  Flächen  seiner  Projectionen 
auf  die  Coordinatenebenen,  mit  a,  ß,Y  die  Stellungscoordinaten  der 
Dreiecksebene,  mit  l(=PnO)  den  Abstand  des  Nullpunktes  von  der- 
selben, so  ist  bekanntlich 

V=4fl; 

die  Distanzformel  der  Ebene  PjP2P3  lautet  (Art.  17) 

t  =  ax-[-ßy  +  7z  +  l; 
für  einen  beliebigen  Punkt  Pq  der  Ebene  ist  daher 

axo  4-ßyo+TZo  +  l  =  0, 
also 

—  1  =  a  xo  +  ß  yo  +  T  zo, 
oder  wenn  man  beiderseits  mit  f  multipliciert, 

—  f  1  =  f  a  .  Xo  4"  f  ß  •  yo  +  f  T  •  zo. 

Da 

fl  =  3V;  fa  =  f,;  fß^-fy-,  fT  =  fz, 
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folgt  daraus 

—  3  V  =  fx  .  xo  +  fy  .  yo  +  fz  •  Zn, 

also,   wenn    man    beiderseits    mit   2   multipliciert  und  die  Werte  für 
2fx,  2fy,  2fa  einführt: 


yi  zi  1 

Z,    Xi    1 

xi  y,  1 

72    Z2     1 

Xo  + 

Z2    X2    1 

yo  + 

X2  y2  1 

Ya  ^3  1 

Zj    X3    1 

X3  ys  1 

—  6V  = 


Nun  erkennt  man  leicht,  dass 

xo  yo   Zo   1 
—  6V  = 


z, 


1  yi 


X 


xi  y,  z. 

X2  y2  Z2 

X3   73   Z3 

2  72  Z2  1 

X4   74   Z4    1 

und   da   Po  ein   beliebiger   Punkt   der   Ebene  P^  P2  P3  ist,    darf  man 
(Art.  13),  wenn  X^,  X2,  X3  beliebige  Größen  bedeuten. 


SXx  _  VV+^  X2_-f_X3  X3  ^ 


""'-Tk- 


^1  ~r  ^2  -r  ^ 


yo 


S  X  y  _  Xiy,  +  X^  72  +  ^3  y., . 

sx"        X1  +  X2  +  X3    • 


—  ^^^ h^t  +  ^2 ^2  +  ^3 ^3 .    1  _  ^ Xi  -|- X2  -f- X3 

»      sx  -     V+X2  +  X3      '    -"-^ix -\  +  X2  +  X3 

setzen,  wodurch  die  erste  Determinante  rechts  in 


SX 


SXx    SXy    SXz 


X. 


7i 
7-2 

73 


z, 


Zc 


1 
1 
1 


übergeht.  Transformiert  man  die  Elemente  der  ersten  Zeile,  indem 
man  die  mit  — X^,  — X2,  — X3  der  zweiten,  dritten,  vierten  Zeile  hinzn- 
addiert,  so  verschwinden  dieselben  und  mit  ihnen  die  Determinante, 
so  dass 


6V  =  — 


wird.  Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  für  V  ein  positiver  Wert,  wenn  f 
und  1  beide  positiv  oder  beide  negativ,  d.  h.  wenn  vom  Nullpunkte 
aus  gesehen  die  Punkte  P^  P2  P3  im  positiven  Drehungssinne  geordnet 
erscheinen.  Um  das  negative  Vorzeichen  vor  der  Determinante  zu  ver- 
meiden, kann  man 


Xl 

yi 

Zl 

X2 

y2 

Z2 

X3 

ys 

% 
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6V  = 


X,  y,  z, 

^3    73    ^3 


(25 


setzen  und  erhält  nun  einen  positiven  Wert,  wenn  ein  gegen  die 
äußere  Seite  des  Dreieckes  P|P2P3  gewendeter  Beobachter  die  Eck- 
punkte desselben  im  positiven  Drehungssinne  aufeinander  folgen  sieht. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Das  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte  der  Nullpunkt  und  die  Punkte  P,  (7,  2,  3) ; 
P2(l,5,2);  P3(3,4,9)  sind,  hat   das  Volum 


V=- 


7  2  3 
15  2 
3  4  9 


=  ?l^-  =  36-66  .  .  . 
o 


Auf  der  äußeren  Fläche  P]  P2  P3  zeigen  die  Eckpunkte  positiven  Drehungssinn. 

b)  Man  berechne  das  Volum  des  vom  Nullpunkte  und  den  Punkten  Pj  (1, 1, 1); 
P2  (3,  —  2,  5);  P3  ( —  2,  5,  —  7)  bestimmten  Tetraeders.  Welchen  Drehungssinn  zeigen 
die  Punkte  P^PjjPs  auf  der  äußeren  Fläche  des  von  ihnen  gebildeten  Dreieckes? 

c)  Gegeben  sind  die  Punkte  Pj  (5,  3,  8);  Pg  (3,  —  2,9);  es  soll  ein  Punkt  P 
derart  ermittelt  werden,  dass  das  Tetraeder  O  P^  P2  P  das  Volumen  100  erhalte.  Wie 
viele  Lösungen  hat  die  Aufgabe?  Wie  groß  ist  z,  wenn  x=  1;  y  =  1?  Kann  P  auf 
der  x-Axe  liegen  und  wo? 

d)  Man  zeige,  dass  das  Volum  des  vom  Nullpunkte  und  den  Punkten  P^  (2,  3,  5) ; 
Pq  (3,  —  5,  2) ;  P3  (ö,  —  2,  7)  bestimmten  Tetraeders  verschwindet  und  gebe  den  Grund 
hiefür  an. 

II.  Wenn  das  Volum  des  Tetraeders  berechnet  werden  soll,  dessen 
Eckpunkte  P^ ,  P2,  P3,  P4  sind,  kann  man  das  Dreieck  P^  P2  P3  als 
Basis,  den  Punkt  P4  als  Spitze  einer  dreiseitigen  Pyramide  ansehen. 
Sind  dann  a,  ß,  7  die  Stellungscoordinaten  der  Basisebene,  1  der  Abstand 
des  Nullpunktes  von  derselben,  demnach 

t4  =  ax4  +  ßy4  -f  7Z4  +  I 

die  Höhe   der   Pyramide,    so    folgt   durch    beiderseitige  Multiplication 
mit  dem  Inhalt  f  der  Basis 


ft,=fa.X4  +  fß.y4  +  fY.Z4+fl 


oder,  weil 


ft4  =  3V;  fa  =  fx;  fß  =  fy;  {-(  =  {. 
und  fl  das  dreifache  Volum  des  Tetraeders  OPiP2P3  darstellt: 


6V  = 


yi  zi  1 

Z,    Xi    1 

X.  y.  1 

72  zj  1 

X4  + 

Z2  X2   1 

74  + 

^2    72    1 

Z4 

VS    2s    1 

Z3  X3   1 

x»  73  1 

X2  y2  Z2 
X3  ys  Z3 
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demnach 


6V  = 


^1  yi 

h    73 


^-a 


'  X, 


1 
1 
1 
1 


4    74    Z4 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  ein  positiver  Wert  für  das  Volum, 
wenn  die  Punkte  Pi,P2,P35  von  P4  aus  betrachtet,  die  Aufeinander- 
folge im  positiven  Drehungssinne  zeigen.  Um  das  negative  Vorzeichen 
vor  der  Determinante  zu  vermeiden,  kann  man 

.  1 


6V 


X2    72 


Zr 


3    73    ^3    ^ 
U    74    Z4    1 


(26 


setzen  und  erhält  nun  positive  Werte,  wenn  auf  der  Außenseite  der  Fläche 
des  Dreieckes  P^  P2  P3  dessen  Eckpunkte  die  Anordnung  entsprechend 
dem  positiven  Drehungssinne  aufweisen. 

Transformiert  man  die  erste,  zweite  und  dritte  Zeile  der  Determi- 
nante, indem  man  von  den  Elementen  einer  jeden  die  correspondierenden 
Elemente    der   vierten  Zeile  abzieht   und   entwickelt   dann   nach   der 


vierten  Colonne,  so  wird 


6V  = 


yi- 

74 

72- 

^4 

73- 

y* 

z. 


z. 


(26' 


Beispiele  nnd  Aafgsben. 

a)  Das  Volum   des  Tetraeders   der  Punkte   P|(5, 1,2);  Pj(7,2,3);  P3(l,5,3); 
P«  (3, 5,  7)  ist 

1    9    1 

6  —  3  1—5  2  —  7 

7  —  3  2  —  5  3  —  7 
1  —  3  5  —  5  3  —  7 


V  = 


1^ 
6 


5 
7 
1 
3 


1 
2 
5 
5 


2 
3 
3 
7 


1 
1 
1 
1 


1 
6 


1^ 
6 


2  —4  —5 

4  —3  —4 

—  2       0  —4 


1 
"6 


6 


2  4  5 

4  3  4 

—  2  0  4 

Die  Edcpunkte  des  Dreieckes  P^  P2  P,  weisen  auf  der  äußeren  Fläche  desselben 
die  Aufeinanderfolge  im  negativen  Sinne  auf. 

b)  Man  berechne  das  Volum  des  Tetraeders  mit  den  Eckpunkten  P,  (3, 2, 5) 
^2  ( —  ö,  3,  7);  P3  (—  2,  —  1 ,  —  3);  P4  (5, 3,-1)  und  gebe  an,  in  welchem  Drehnngs- 
sinne  die  Punkte  P„P3,P3;  P^.P^P^;  P^.Pj.P,;  Pj.Pj,?,  auf  den  äußeren  Flächen 
der  betreffenden  Dreiecke  angeordnet  sind. 
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e)  Gegeben  sind  die  Punkte  Pi(0,0,  —  1);  Pj  (1, 1, 1);  PjCl,  —  1,1);  es  soll 
ein  Punkt  P  derart  ermittelt  werden,  dasB  das  Volum  des  Tetraeders  P,  P2  P»  P  gleich 
10  werde.  Wie  viele  Lösungen  hat  die  Aufgabe?  Wie  groß  ist  x,  wenn  y  =  2,  z  =  5? 
Kann  P  in  der  z-Axe  liegen  und  wo? 

d)  Welcher  Punkt  liegt  in  der  Ebene  der  Punkte  Pi(3,2, 1);  Pj  (1,-2,3); 
P3  =  (—  2,  —  5,  —  7)  und  hat  X  =  10;  y  -.  10? 

19.  Beziehungen  zwischen  den  Coordinaten  von  drei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen.  Wenn  die  Richtungen  g|  (ai,ßi,Ti), 

g2  (o^jß2)T2)i  gsC^^j^s^Ta)  zueinander  senkrecht  sind,  bestehen  zwischen 
ihren  Coordinaten  die  Beziehungen  (Art.  6, 14,16): 

«1*  +  ßi*  +  7i*  =  J ;    «102  +  ß.  ß2  +  T,T-2  =  0; 

«2*  +  ß2^  +  T2*  —  1;    «203  +  ß2ß3  +  T2T3  =  0; 

«3*  +  ß3'  +  T3'=l;     a3«i  +  ß3ßi+T3Yi  =  0; 

«1  =  ßkTi  — ßiTk;    ßi  =  Tkai  — Ti^k;    Yi  =  akßi  — «ißk 

(i=  1,  2,  3;  k  =  2,  3,  1;  1=3,  1,  2). 

In  der  Determinante 

«1  ßt  Ti 

A=    «2    ß2    T2 
«3    ß3    Ts 

deren   Unterdeterminanten   mit  Ai,  Bi,  Ci    bezeichnet   werden    mögen, 
ist  z.  B. 

Al=ß2T3  — ß3T2  =  «i;  C3  =  a,  ß-i  — a2ßi=Y3  u.  s.  w., 

d.  h.  jedes  Element  ist  seiner  Unterdeterminante  gleich.  Da 

«1*  +  ßl*  +  Tl*     «1  «2  +  ßl  ß2  +  Tl  T2     «1  «3  +  ßl  ß:i  +  T.  T3 

A'=    aia2+ß.ß2+T,T2       «2*  +  ß2' +  T2* 

«lOs  +ßl  ßs  +T1T3     «2  «3  +  ß2  ßs  +  T2  73 

1     0     Ol 

0    1     0|  =  1, 

001; 


«2  «3+  ß2ß3+Y2T3 
«3*  +  9z'  +  T3* 


ist 


A  =  ±l. 


Man  kann  die  positiven  Richtungen  immer  derart  annehmen, 
dass  /\=  1  wird,  indem  man,  wenn  nöthig,  statt  der  einen  von  ihnen 
die  direct  entgegengesetzte  wählt.  Deshalb  sei  bei  den  gegebenen 
Richtungen  A  =  1  vorausgesetzt.  Dann  ist 

«1  Ai  +  «2  A2  +  03  A3  =  ai^  -f  Oj^  -[-  «38  =  1 ; 

a,Bi  +  OjBj  +  ajBj  =  Ol  ßl  +  Ojßj  +  Oj  ß3  =  0 
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u.  s.  w.,  SO  dass  sich  für  die  drei  Richtungen  auch  noch  die  Be- 
ziehungen 

«1^"+  «2^  +  Ogä  =  1;     a^  ßi  +  a,  ^^  +  «3  ßs  =  0; 
ßi'  +  ß2'  +  ß3'  =  1 ;     ßi  Ti  +  ß2  72  +  ß3  T3  =  0; 

Tl^  +  T2^  +  T3*=  1;       Tl«!  +  72^2+  73^3  =0 

ergeben,  die  aber  nicht  unabhängig  von  den  Beziehungen  der  ersten 
Gruppe,  sondern  eine  Folge  derselben  sind  und  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  jene,  sobald  man  g^,  g2,  g3  als  Axen,  x,  y,  z  als  gegebene, 
zu  einander  senkrechte  Richtungen  ansieht;  dann  sind  nämlich  a^,  a.2,  Og 
die  Richtungscoordinaten  von  x;  ß^,  ß2,  ßa  und  y^,  Yo-  Ts  j^ne  von  y  und  z 
u.  s.  w. 

20.   Bedingung    für    drei  Richtungen    einer  Stellung.   Die 

Richtungen  g^  (a^  :  b^  :  c^);  g^  (aj  :  b2  :  C2);  g3  {a.^  :  bg  :  C3)  werden  durch 
die  Verbindungslinien  des  Nullpunktes  mit  den  Richtungspunkten 
Ri  (aijbijCj;  R2  (025^25^2)1  ^-3  (^35  ^35  ^3)  repräsentiert  (Art.  6).  Die 
Punkte  0,Ri,R2,R3  bestimmen  ein  Tetraeder  mit  dem  Volum 

a^  bi  Ci 
a2  02  C2 
%  bß  C3 

Gehören  die  drei  Richtungen  derselben  Stellung  an,  so  liegen 
die  Richtungspunkte  in  einer  Ebene  und  das  Tetraeder  hat  das  Volnm 
Null.  Daher  ist 

aj  bj  Ci 

a2    02   C2 


v  =  i 

6 


a. 


bo  Cfl 


=  0 


(27 


die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Richtungen  in  einer  Stellung  enthalten  sind. 
Wird  eine  Richtung  a  :  b  :  c  gesucht,  welche  der  von  den  Rich- 
tungen a,  :  hl  :  c^;  a.2:  b2 :  C2  bestimmten  Richtung  angehört,  so  müssen 
ihre  Componenten  der  Gleichung 

a    b    c 

a^  bi  Cj   =0 

^2    "2    ^2 

genügen,  so  dass  die  Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen  hat. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Richtungen  gj  (1  :  1  :  1);  g^  (1 :  —  1  :  1);  gj  (1 
Stellung  enthalten,  denn  es  ist 


0  :  1)  sind  in  derselben 
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1     11 
1—11 

1        0  1 


=  0. 


b)  Man  bestimme  c  derart,  dass  die  Eichtung  g  (2  :  3 :  c)  in  der  Stellui^g  der 
Richtungen  g^  (3  :  5  :  0);  gj  (0  :  5  :  3)  enthalten  sei. 

c)  Eine  Stellung  sei  durch  die  Richtungen  g^  (1  :  4  :  8);  gj  (6  :  2  :  9)  gegeben. 
Die  Richtungen  anzugeben,  welche  sie  mit  den  Coordinatenebenen  gemein  hat. 

21.  Geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen. 

I.  Die  Aufgabe,  einen  Punkt  P  zu  ermitteln,  dessen  Coordinaten 
x,y,z  einer  gegebenen  Gleichung 

/(x,y,z)  =  0 

genügen,  ist  eine  unbestimmte.  Da  nämlich  eine  Gleichung  mit  drei 
Unbekannten  unendlich  viele  Lösungen  hat,  existieren  unendlich  viele 
Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft,  deren  Vertheilung  im  Räume 
durch  die  Gleichung  geregelt  ist.  Je  nach  ihrer  Beschaffenheit  kann 
die  Gleichung  /(x,y,  z)  =  0  für  irgend  ein  Wertepaar  x,y  einen  Wert. 
aber  auch  zwei  und  mehr  Werte  von  z  ergeben. 

Setzt  man  den  ersten  Fall  voraus,  so  werden  den  Wertepaaren 
^uyii  ^25  721  ^3?y3i  •  •  •  die  Werte  z^z,,  Zg,  .  .  .  entsprechen  und  da- 
durch Punkte  P^,  P2,  P3,  .  •  .  des  Raumes  festgelegt.  Durch  die  Annahme 
der  Wertepaare  x^jy^;  X2,y2;  X3,  yj;  .  .  .  sind  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen  Piz,  P2Z,  P325  .  .  .  der  Punkte  P^PajPa, .  .  .  auf  diexy-Ebene 
in  willkürlicher  Vertheilung  bestimmt.  Bei  den  in  Betracht  kommenden 
Gleichungen  sind  im  allgemeinen  zwei  berechnete  Werte  zi  und  Zk  umso- 
weniger  von  einander  verschieden,  je  geringer  der  Unterschied  der 
angenommenen  Werte  xi  und  Xk,  yi  und  yk  ist,  zu  welchen  sie  gehören, 
also  je  näher  die  Projectionen  Piz  und  Pk«  der  Punkte  Pi  und  Pk  an- 
einander liegen.  Daher  werden  die  Differenzen  Xk  —  Xi,  yk  —  yi,  Zk  —  Zi 
—  absolut  genommen  —  gleichzeitig  immer  kleiner  und  verschwinden 
gleichzeitig.  Mit  ihnen  nimmt  der  Abstand  der  Punkte 


Pi  P,  =  f  (Xk  -  Xi)2  +  (yk  —  yi)2  +  (zk  -  z,y 

ab,  bis  er  Null  wird  und  die  Punkte  zusammenfallen.  Denkt  man  also 
die  Wertsysteme  Xj,yi;x2,y2;  .  .  .  derart  angenommen,  dass  die  von 
ihnen  bestimmten  Punkte  Piz,P2z5  ...  die  xy-Ebene  dicht  bedecken, 
dann  sind  auch  die  Punkte  Pi,P2,  .  . .  im  Räume  dicht  geschart,  so  dass 
einer  stetigen  Verbreitung  der  Projectionen  die  stetige  Verbreitung  der 
Punkte  im  Räume  entspricht,  die  also  in  einer  Fläche  liegen  müssen. 
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Folgen  aus  der  gegebenen  Gleichung  für  ein  Wertepaar  x,  y  zwei 
oder  mehrere  Werte  von  z,  so  ergeben  sich  zwei  oder  mehrere  Theile 
einer  Fläche.  Zwischen  dieser  und  der  Gleichung  besteht  ein  ZusamineD- 
hang,  der  sich  darin  äußert,  dass  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten 
der  Gleichung  genügen,  auf  der  Fläche  liegt  und  umgekehrt  die  Coor- 
dinaten eines  jeden  Punktes  der  Fläche  die  Gleichung  identisch  er- 
füllen. Dieser  Zusammenhang  wird  dadurch  gekennzeichnet,  dass  man 
sagt,  die  Gleichung 

/(x,y,z)  =  0 

stellt  eine  Fläche  vor. 

Es  kann  vorkommen,  dass  eine  Gleichung  zwischen  bloß  zwei 
Coordinaten,  wie  z.  B. 

gegeben  ist.  Diese  stellt  bekanntlich  in  der  xy-Ebene  eine  Linie  vor: 
wenn  ihr  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Räume  gentigen  sollen, 
so  geschieht  dies  bei  beliebigem  z  bloß  durch  x  und  y,  und  zwar  wird 
dadurch  der  orthogonalen  Projection  Pz  des  Punktes  P  die  Bedingung 
auferlegt,  in  der  Linie  ^(x,y)  =  0  der  xy-Ebene  zu  liegen.  Danach 
muss  P  der  Cylinderfläche  angehören,  deren  Leitlinie  in  der  x  y-Ebene 
durch  die  Gleichung  ^(x,y)  =  0  repräsentiert  wird,  während  ihre 
Erzeugenden  parallel  sind  zu  der  z-Axe. 

Im  B^ume  stellen  also  Gleichungen  von  der  Form 

?(x,y)  =  0;  ?(y,z)  =  0;  cp(z,x)=0 

Cylinderflächen  vor,  deren  Erzeugende  parallel  sind  zu  der  z-,  x-  oder 
y-Axe  und  deren  Leitlinien  durch  dieselben  Gleichungen  in  der  xy-. 
yz-,  zx-Ebene  dargestellt  sind. 

Wenn  sich  das  Polynom  der  Gleichung 

fix,  y,  z)  =  0 

in  mehrere  Factoren /^  (x,y,z);  ^2  (^jyjz)  .  .  •  zerlegen  lässt,  dieGrlei- 
chung  also  in  der  Form 

/i(x,y,z)./2(x,y,z)     ...     =0 

darstellbar  ist,  stellt  sie  die  Gesammtheit  der  Flächen  vor,  welche 
die  Gleichungen 

/i  (x,  y,  z)  =  0, 
/2  (x,  y,  z)  =  0, 
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repräsentieren,  die  nämlich  erhalten  werden,  wenn  man'  die  einzelnen 
Factoren  gleich  Null  setzt.  Denn  durch  Einsetzung  der  Coordinaten 
eines  Punktes,  welcher  auf  irgend  einer  dieser  Flächen  liegt,  ver- 
schwindet der  betreiBfende  Factor,  also  auch  das  ganze  Product.  Mithin 
genügen  die  Coordinaten   eines  jeden  solchen  Punktes  der  Gleichung 

/(x.y,z)  =  0 

und  diese  charakterisiert  wirklich  eine  Gruppe  von  Flächen. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt  der  durch  ihre  Gleichung 

/(x,  y,  z)  =  0 

gegebenen  Fläche  zu  erhalten,  untersucht  man  am  besten  eine  genügende 
Anzahl  von  Linien,  die  auf  ihr  liegen.  Setzt  man  z.  B.  z  =  Zq,  so  er- 
geben sich  aus  der  Gleichung 

/(x,y5Zo)=0 

die  Coordinaten  x  und  y  derjenigen  Punkte  der  Fläche,  welche  im 
Abstände  z^^  von  der  x  y-Ebene  liegen,  also  der  Linie  angehören,  nach 
welcher  die  Fläche  von  einer  im  Abstände  Zq  zur  x  y-Ebene  parallelen 
Ebene  geschnitten  wird.  Da  die  Gleichung 

/(x,y,Zo)  =  0 

eine  Cylinderfläche  vorstellt,  deren  Erzeugenden  der  z-Axe  parallel  sind, 
und  welche  jene  Punkte  enthält,  also  die  Schnittlinie  auf  die  x  y-Ebene 
projiciert,  erscheint  die  der  Schnittlinie  congruente  Projection  ebenfalls 
durch 

/(x,y,zo)  =  o 

dargestellt.  Indem  man  z  =  z^,  Z2,  Z3,  .  .  .  setzt,  verschafft  man  sich 
eine  beliebige  Anzahl  solcher  Schnittlinien  (Schichtenlinien),  aus  deren 
Gestalt  auf  jene  der  Fläche  geschlossen  werden  kann.  Insbesondere 
für  z  =  0  ergibt  sich  die  Gleichung 

/(x,  y,  0)  =  0 

der  Schnittlinie  mit  der  x  y-Ebene.  Ebenso  gelangt  man  zu  Schnitt- 
linien mit  Ebenen,  welche  den  anderen  Coordinaten  ebenen  parallel 
sind,  wenn  man  x  =  x^,  x^,X2,  .  .  .  oder  J^^Jo^JuY^^  •  •  •  setzt  u.  s.  w. 
Ist  das  Gesetz  für  die  Lage  eines  Punktes  in  Worten  aus- 
gesprochen und  es  lässt  sich  durch  eine  einzige  Gleichung  ausdrücken. 
so  ist  der  Ort  des  Punktes  eine  Fläche,  deren  Gestalt  und  Eigen- 
schaften aus  der  Gleichung  ergründet  werden  können,  insoweit  sie 
nicht  schon  aus  dem  Gesetz  erkennbar  sind. 

Bndisavljeviö  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  22 
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Beispiele  und  Anfgaben. 

a)  Die  Flache 

x^  +  y^  — (z— c)2  =  o 

wird  durch  eine  im  Abstände  z  =  Zq  der  x  y-Ebene  parallele  Ebene   nach  einer  Linie 
geschnitten,  deren  orthogonale  Projection  auf  die  xy-Ebene  die  Gleichung 


•2 


+  y«-(zo-c)«  =  0 


hat,  also  ein  Kreis  ist  mit  dem  Mittelpunkte  im  Nullpunkte  und  dem  Kadius  r  =  Zq  —  c 
Man  schließt  daraus,  dass  alle  Schnittlinien  dieser  Art  Kreise  sind,  deren  Mittelpunkte 
in  der  z-Axe  liegen.  Für  Zq  =  c  wird  r  =  0  und  der  betreffende  Schnittkreis  zieht 
sich  zu  einem  Punkt  zusammen.  Von  der  y  z-Ebene  wird  die  Fläche  nach  einer  Linie 
geschnitten,   deren  Gleichung  durch  die  Substitution  x  =:  0  erhalten  wird.    Sie   lautet 

oder 

(y  +  z  —  c)  (y  — z  +  c)  =  0, 

folglich  zerfällt  die  Schnittlinie  in  ein  Paar  von  Geraden,  welche  sich  auf  der  z-Axe  im 
Abstände  c  vom  Nullpunkte  schneiden.  Die  Fläche  ist  also  eine  Rotationskegelfläche, 
deren  Axe  mit  der  z-Axe  zusammenfällt. 

b)  Es  soll  ein  Punkt  P  gefunden  werden,    dessen  Abstand  z  von  der  x  j-£bene 
gleich  ist  seinem  Abstände  von  dem  Punkte  P^  (0, 0,  p)  der  z-Axe.  Da 

P^=  x2  +y2  +  (z  -  p)2, 

muss  also 

z^  =  K^  -\-  y^  -\-  {z  —  p)^ 
oder 

x2  +  y8  — 2pz-f  p«  =  0 

sein,  wodurch  das  ausgesprochene  Gesetz  mittelst  einer  Gleichung  dargestellt  erscheint. 
Daher  ist  der  Ort  des  Punktes  eine  Fläche.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  von 
Ebenen  parallel  der  xy-Ebene  nach  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkte  in  der  z-Axe,  von 
der  j  Z-Ebene  aber  nach  einer  Parabel  geschnitten  wird,  mithin  ein  Kotations- 
paraboloid  ist. 

c)  Die  Gleichungen 

x2  -f  y2  _  r2  =  0;  y2  +  z2  —  r2  =  0;  z^  -|-  x«  —  r^  =  0 

repräsentieren  Kotationscylinderflächen,  deren  Axen  mit  der  z-,  x-  oder  y-Axe  zusammen- 
fallen und  welche  den  Kadius  r  haben. 
Die  Gleichung 

stellt    eine    hyperbolische    Cylinderfläche    vor,    deren  Leitlinie    in    der    xy-Ebene   die 
Hyperbel  mit  den  Axen  a  und  b  ist  u.  s.  w. 
Durch  die  Gleichungen 

ax-|-by  +  d  =  0;  by-[-cz-|-d  =  0*,  ax-[-cz-f-d  =  0 

werden  Ebenen  parallel  den  Axen  z,  x,  y ;  durch 
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z=c;    x  =  a;    y  =  b 

Ebenen  parallel  den  Coordinatenebenen  xj,  yz,  zx  dargestellt  u.  s.  w. 

d)  Die  Gleichung 

x^y  -{-  j'^ —  x^z  —  y^z  —  9y-[-9z  =  0 

lässt  sieb  in  der  Form 

(x2  +  yi«_9)(y-z)  =  0 

darstellen,    repräsentiert  daher  eine  Oylinderfläche    und  eine  durch  die  x-Axe  gehende 

Ebene.    . 

e)  Einen  Punkt  P  zu  finden,  welcher  vom  Nullpunkte  oder  von  dem  Punkte 
P«  (2,  1,  3)  den  Abstand  r  =  5  hat. 

^f)  Was  für  eine  Fläche  wird  durch  die  Gleichung 

repräsentiert? 

g)  In  der  x  y-Ebene  wird  eine  Gerade  im  Abstände  3  parallel  der  y-Axe,  ferner 
eine  Ebene  im  Abstände  —  3  parallel  der  y  z-Ebene  gelegt.  Es  soll  ein  Punkt  gefunden 
werden,  dessen  Abstände  von  der  Geraden  und  von  der  Ebene  gleich  sind. 

h)  Welche  Flächen  werden  durch  die  Gleichungen 

(x  — a)(y  — b)(z  — c)  =  0;  xyz  =  0;  x«  —  y^  =  0;  (x  +  y)^  — z2  =  0; 

xy2  —  2px2  =  0;  (x2  +  y^f  _  5  (x2  +  y«)  _}-  4  =  0 

dargestellt? 

n.  Ein  Punkt  P,  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen 

?(x,y,z)  =  0 


,z)  =  ül 
,z)  =  0/ 


*  (x,  y 

genügen  sollen,  muss  auf  jeder  von  den  Flächen  Kegen,  welche  durch 
die  Gleichungen  repräsentiert  werden,  ist  also  ein  Punkt  der  Schnitt- 
linie beider  Flächen.  Daher  wird  durch  ein  System  von  zwei  Glei- 
chungen eine  Linie  im  Räume  ausgedrückt.  Insbesondere  stellen  die 
Gleichungen 

cp  (x,  y)  =  0  1 

Hx,  z)  =  0  / 

die  Schnittlinie  von  zwei  Cylinderflächen  und  in  den  Coordinatenebenen 
xy,  xz  die  Projectionen  derselben  vor. 

Wird  aus  den  Gleichungen  des  Systems 

/,(x,y,z)  =  Oj 

22* 
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durch  Elimination  von  z  die  Gleichung 

/(x,y)  =  0 

abgeleitet,  so  wird  diese  von  den  gemeinsamen  Auflösungen  der  beiden 
ersten  befriedigt;  sie  stellt  daher  eine  Cy linderfläche  vor,  welche  die 
Schnittlinie  der  durch  jene  repräsentierten  Flächen  enthält,  und  in  der 
xy-Ebene  die  Projection  der  Schnittlinie.  Auf  dieselbe  Art  gelangt 
man  zu  den  projicierenden  Cylinderflächen  und  zu  den  Projectionen 
in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Projectionsebenen. 

Ist  das  Gesetz  für  die  Lage  eines  Punktes  in  Worten  aus- 
gesprochen und  es  sind  zwei  Gleichungen  erforderlich,  um  dasselbe 
auszudrücken,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  eine  Linie. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Das  Gleichungssystem 

^2 


+  y*  +  z^  -  a«  =  0  l 
X— v=0  ' 


drückt  den  Schnitt  einer  Kugel  mit  einer  durch  die  z-Axe  gehenden,  den  Winkel 
kj  halbierenden  Ebene,  also  einen  Kreis  im  Räume  aus,  dessen  Ebene  zu  der 
xy-Ebene  senkrecht  und  der  mit  dem  Radius  a  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist. 
Durch  Elimination  von  x  oder  y  erhält  man  die  Gleichungen 

2y2-f  z2  — a2  =  0; 
2  X«  +  z*  —  a«  =  0 

der  ihn  auf  die  y  z-  und  x  z-Ebene  projicierenden  Cylinderflächen  und  zugleich  seiner 
orthogonalen  Projectionen  auf  diese  Coordinatenebenen. 

b)  Einen  Punkt  P  zu  finden,  welcher  gleiche  Abstände  von  den  drei  Coordinaten- 
ebenen hat.  Da  z,  x,  y  die  Abstände  von  der  x  y-,  y  z-,  z  x-Ebeno  sind,  müssen  die 
Gleichungen 

Z  =  X   und   z  =  V 
oder 

X  —  z  =  0;     y  —  z  =  0 

bestehen,  der  Ort  des  Punktes  ist  daher  eine  Gerade,  nämlich  die  Schnittlinie  von 
zwei  Ebenen,  von  welchen  die  erste  durch  die  y-,  die  zweite  durch  die  x-Axe  geht. 

r)  Was  für  eine  Linie  wird  durch  die  Gleichungen 

(x  -  ai)*  +  (y  -  hyf  +  (z  -  c,f  -  r.«  =  0; 

(y  -  K)^  +  (z  -  e^)*  -  r^«  =  0 

'Sgedrückt.  Man  leite  die  Gleichungen  ihrer  Projectionen  auf  die  x  y-  und  x  z-Ebene 
md  untersuche  die  speciellen  Fälle,  wenn  bj  =  b, ;  C2  =  Cj  oder  b^  =  bj ;  C2  =  c^ ; 
werdei  r^ . 
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d)  Man  bestimme  die  Projection  der  Linie 

(y-2)2  +  (z-3)«-l  =  0l 

x  +  z  -  5^0> 

auf  die  x  y-Ebene. 

e)  Einen  Punkt  P  zu  finden,  welcher  von  den  drei  Ebenen  E,  (ttj,  ßj,  y^,!,)  j 
Etj  («2,  ßa»  T2>  I2);  E3  («3,  ßa,  Y3,  I3)  oder  von  den  drei  Punkten  P^  (x^,  y^ ,  z^);  Pj  (x^,  jj»  ^2); 
^\  (^3>  73?  23)  gleiche  Abstände  hat. 

III.  Wenn  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  den  drei  Gleichungen 

/(x,y,z)  =  0| 

?  (x,  y,  z)  =  0 

^(x,y,  z)  =  0, 

genügen,  so  liegt  der  Punkt  auf  jeder  von  den  drei  Flächen,  welche 
durch  die  Gleichungen  repräsentiert  sind,  ist  somit  ein  Schnittpunkt 
dieser  Flächen.  Daher  stellt  ein  System  von  drei  Gleichungen  eine 
Gruppe  von  Punkten  beschränkter  Anzahl,  nämlich  sämmtliche  Schnitt- 
punkte der  durch  die  Gleichungen  charakterisierten  Flächen  vor.  Die 
Coordinaten  der  Schnittpunkte  werden  durch  Auf  lösung  der  Gleichungen 
erhalten. 

Ist  das  Gesetz  für  die  Lage  eines  Punktes  in  Worten  aus- 
gesprochen, und  es  sind  drei  Gleichungen  erforderlich,  um  dasselbe 
auszudrücken,  so  existiert  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Lösungen 
der  Aufgabe. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichungen 

2x-f3y—    z  —  8=0 

X    +   y   +2z  — 15  =  0 

5x  —  3y-|-   z   —6=0! 

bestimmen  einen  einzigen  Punkt  Pq  (2,  3,  5),  weil  sie  nur  eine  Auflösung  haben. 

b)  Die  Gleichungen 

x2  -f-  y2  _  25  =  0 
4y  —  z  =  0 
3x  — z  =  0 

repräsentieren  die  Punkte  P,  (4,  3,  12)  und  Pj  (—  4,  —  3,  —  12). 

c)  Es  soll  ein  Punkt  P  gefimden  werden,  welcher  von  den  Coordinatenebenen 
und  von  einem  Punkte  P^  gleiche  Abstände  hat.  In  diesem  Falle  werden  durch  die 
Beziehung 

X  =  y  =  z  =  K(x  -  x,f  +  (y  -  jj^'^lz-z.f 
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drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  vertreten,  welchen  zufolge  z.  B. 

z«  =  (z  -  Xo)2  +  (z  -  yo)''  +  (z  -  ^of 

U.    8.    W. 

d)  Die  Coordinaten  der  durch  die  Gleichungen 

x«  +  y2  +  z«  —  49  =  0 

X  — 3y  =  0 

3y— 2z  =  0 

repräsentierten  Punkte  2su  berechnen,  femer  jener  Punkte,  welche  die  Flachen 

x'+y^+  z2  —  9  =  0) 
x^+y^— xy  —  3  =  0  • 
xy  —  2  =  0 

gemein  haben. 

e)  Man    bestimme    einen  Punkt  P,    welcher    von    vier   Ebenen    E»  (ai,  ßi,  yi,  M 
1=1,2,3,4  oder  von  vier  Punkten  Pi(xi,  yi,zi)  gleiche  Abstände  hat. 

IV.  Wenn  aus  zwei  Gleichungen 

/i  (x,y,z)  =  0; 
/2(x,y,z)  =  0 

durch  Multiplication  mit  den  willkürlichen  Factoren  Xj,  X2  und  darauf- 
folgende Addition  die  neue  Gleichung 

^1/1  (x,  y,  z)  +  X2/2  (x,  y,  z)  =  0 

combiniert   wird,  so   stellt   diese   eine  Fläche  vor,    welche    durch  die 

Schnittlinie    der  von     den    gegebenen    Gleichungen    repräsentierten 

Flächen  geht.  Ist  nämlich  Pq  ein  beliebiger  Punkt  der  Schnittlinie,  so 
hat  man 

/i  (xo,  yo?  zo)  —  0;  /2  (xo,  yo,  Zo,)  i-:^  0, 
daher  auch 

^1/1  (xo,  yo5  Zo)  +  X2/2  (xo,  yo,  Zo) :  z  0. 
Dividiert  man  in  der  combinierten  Gleichung  durch  \  und  setzt 
T^.  =  —  X,  so  nimmt  sie  die  Form 

/i(x,y5z)  —  X/2(x,y,z)  =  0 

an.    Soll   die   ihr   entsprechende  Fläche    noch    durch   einen  beliebigen 
Punkt  Pi(xi,yi,  Zi)  gehen,  muss 

/i  (Xi,  yi,  Zi)  —  X/2  (Xi,  yi,  Zi)  =  0 
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sein,  woraus 

^^/i(xi,yi,^i) 

/a  (Xi?  yi)  Zi) 
und  durch  Einsetzung  dieses  Wertes 

oder 

/i  (x,  y,  z)      /i  (x,  y,  z)  ^  ^ 

/i  (Xi.  yi,  Zi)      /2  (Xi,  yi,  Zi) 

als  Gleichung   einer  Fläche   folgt,    welche   durch   die  Schnittlinie  von 
zwei  Flächen  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 
Lassen  sich  für  drei  Gleichungen 

/i(x,y,z)  =  0;/2(x,y,z)  =  0;/3(x,y,z)  =  0 

die  Factoren  Xi,X2,X3  derart  ermitteln,  dass 

\fi  (x,  y,  z)  +  X2/2  (x,  y,  z)  +  X3/3  (x,  y,  z)  =  0, 

d.  h.  dass  für  jedes  Wertsystem  x,  y,  z  der  Ausdruck  links  verschwindet 
(identisch  Null  wird),  so  stellen  die  Gleichungen  drei  Flächen  vor,  von 
welchen  jede  durch  die  Schnittlinie  der  beiden  anderen  geht;  denn  es 
ist  in  diesem  Falle 

\fi  (x,  y,  z)  =  —  [X2/2  (x,  y,  z)  +  X3  /3  (x,  y,  z)]  , 

daher  sind  die  Gleichungen 

^1/1  (x.  y,  z)  =  0  und  —  [X2/2(x,  y,  z)  +  X3/3  (x,  y,  z)]  =  0 

identisch,  also  die  Gleichung  /i  (x,  y,  z)  =  0  aus  den  Gleichungen 
f2  (x,  y,  z)  =  0  und/3  (x,y,  z)  =  0  durch  lineare  Combination  entstanden. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Wenn  man  die  Gleichungen 

2x  +  21y  — 11z  — 12  =  01 

lOx—  7y  +    z     -   4  =0/ 

einmal  mit  Hilfe  der  Factoren  Xj  =  —  1,  Xj  =  1,  ein  anderesmal  mittelst  der  Factoren 
Xj  =  6,  Xj  =  —  1  linear  combiniert,  erhält  man  die  Gleichungen 

2x—    7y    +  3z    +  2  =01 
2x  +  133y  — 67  z  —  68  =  o/' 

die  von  diesen  repräsentierten  Flächen  gehen  durch  die  Schnittlinie  der  beiden  ersten, 
wovon  man  sich  durch  die  Substitution  der  Coordinaten  von  Punkten,  welche  auf  der 
Schnittlinie  liegen,  z.  B.  P^  (1, 1, 1),  Pj  (2, 3,  5)  u.  s.  w.  überzeugen  kann. 
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b)  Durch  die  Schnittlinie  der  Flächen 

36x«  4- 9y2  +  4z2  —  36  =  0; 

4x2+     y2    _i=0 
geht  jede  Fläche,  deren  Gleichung  die  Form 

36  x2  4-  9  y«  +  4  z»  —  36  —  X  (4  x^  -f  ys  —  1)  =  0 

hat.  Soll  aber  dieselbe  durch  den  Nullpunkt  O  (0, 0, 0)  g^ehen,  muss 

—  36  +  X  =  0, 

also 

X  =  36 

sein,  so  dass  sich  die  ganz  bestimmte  Gleichung 

36x2  +  9y2  +  4^2  _  36  _  36  (4-x^  .^  ys  —i)  =  0 

ergibt,  welche  nach  Reduction  die  Form 

108x2  +  27y2  —  4z2  =  0 

annimmt. 

c)  Die  Flächen,  welche  die  Gleichungen 

2x2+  y2  .-.i,    z2  _  4  =0-, 
x^  +  3y»  +  3z2  — 12  =  0; 
4x2  — 3y2  — 3z2  +  12  =  0 

vorstellen,  gehen  durch  dieselbe  Linie,  denn  es  ist 

3  (2x2  +  y2  +  z«  —  4)  — 2  (x2  +  3  y2  +  3^2  _  12)  _ 
—  (4x2  _  3y2  _  3  a2  _|_  12)  -:^  0. 

d)  Man  lege  durch  die  Schnittlinie  der  Flächen 

x^  +  y2  —  2  z  =  0 

y2  2^   4  X  =  0 

eine  Fläche,  die  auch  durch  den  Punkt  Pi  (1,1,  1)  geht. 

e)  Man  weise  nach,  dass  die  Flächen 

x+  y+  z+  1  =  0-, 
3x  +  2y +  5z—  3  =  0; 
4x  +  5y  +  2z+  10  =  0 

durch    dieselbe    Linie   gehen    und    bestimme  jene    Punkte   der    letzteren,    für   weiche 
X  =  0, 1,  2,  3  ist. 

V.  Flächen  und  Linien  können  in  algebraische  und  transcen- 
dente  unterschieden  werden,  je  nachdem  sie  durch  algebraische  oder 
transcendente  Gleichungen  dargestellt  sind. 
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Die  Gleichung   einer  Fläche   kann  in   der  unentwickelten  Form 

/(x,  y,  z)  =  0 
oder  in  der  entwickelten: 

z  =  cp(x,y);  x  =  (Ky,z);  y  =  [i(z,x) 

gegeben  sein,  die  sich  aus  der  ersten  durch  Auflösung  nach  einer  der 
Coordinaten  ergibt.  Eine  algebraische  Gleichung  heißt  geordnet,  wenn 
ein  geordneter,  ganzer,  rationaler  Ausdruck  der  Coordinaten  gleich 
Null  gesetzt  ist.  Kommt  darin  mindestens  ein  Glied  vor,  in  welchem 
die  Summe  der  Exponenten  der  Coordinaten  gleich  ist  der  ganzen 
positiven  Zahl  n  und  kein  Glied  mit  einer  größeren  Exponentensumme, 
so  ist  die  Gleichung  vom  n****  Grade.  Sie  ist  homogen  vom  Grade  n, 
wenn  in  jedem  Gliede  die  Summe  der  Exponenten  n  beträgt. 

Eine  algebraische  Fläche  ist  von  der  n*®°  Ordnung,  wenn  ihre 
Gleichung  vom  n'®"  Grade  ist. 

Eine  algebraische  Linie  ist  von  der  n**"  Ordnung,  wenn  sich  in 
ihr  zwei  Flächen  der  p**"*  und  q**"  Ordnung  schneiden,  so  dass  p  .  q  =  n 
oder,  wenn  die  Flächen  außerdem  m  Geraden  gemein  haben, 
p  .  q  —  m  =  n. 

22.  Transformation  der  Coordinaten.  Eine  Fläche  oder  Linie 
des  Raumes  kann  auf  mehrere  Coordinatensysteme  bezogen,  also  durch 
verschiedene  Gleichungen  oder  Gleichungssysteme  dargestellt  werden. 
Je  mehr  ein  Coordinatensystem  der  Gestalt  einer  Fläche  oder  Linie  an- 
gepasst  ist,  desto  deutlicher  müssen  deren  Eigenschaften  in  der  Gleichung 
oder  dem  Gleichungssystem  zum  Ausdruck  gelangen;  daher  kann  der 
Übergang  von  einem  Coordinatensystem  auf  ein  anderes  das  Mittel  sein, 
die  Eigenschaften  einer  Fläche  oder  Linie  zu  erforschen.  Aus  der 
Gleichung  einer  Fläche  in  Bezug  auf  irgend  ein  Coordinatensystem 
kann  jene  in  Bezug  auf  ein  anderes,  neues,  dadurch  abgeleitet  werden, 
dass  man  die  alten  Coordinaten  eines  Punktes  durch  seine  neuen  aus- 
drückt und  in  die  Gleichung  einsetzt,  wodurch  sich  eine  Beziehung 
zwischen  den  neuen  Coordinaten  ergibt.  Hiezu  muss  die  Lage  des  neuen 
Coordinatensystems  zum  alten  durch  entsprechende  Bestimmungsstücke 
präcisiert  sein.  Der  Vorgang  führt  den  Namen  »Transformation  der 
Coordinaten«.  Im  folgenden  wird  nur  der  Uebergang  von  einem  recht- 
winkeligen auf  ein  zweites  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  behandelt. 

In  dem  Coordinatensystem  (x,  y,  z)  (Fig.  102)  sei  der  Punkt 
Po  (xo,  y^,  Zq)  als  Nullpunkt  eines  neuen  Coordinatensystems  (x',  y',  z') 
gegeben,  dessen  Axen  x',  y',  z'  die  Richtungscoordinaten  a^,  ßi,  Yi  ;  «2,  ß27  T2  ^ 
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«3,  ßg,  Y3  haben  mögen.  Zwischen  den  letzteren,  als  den  Coordinaten  von 
drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen,  bestehen  (Art.  19)  die  Glei- 
chungen : 

Fig.  102. 


und 


«i**  +  ßi'^  +  Ti^  = 

«2*  +  ß-i'  +  T2'  = 

«3^  +  ßa'  +  T3'  = 

«l^  +  «2*  +  «3*  = 
ßl'  +  ß2'  +  ßs'  = 

Ti^  +  Tf2*  +  73*  = 
Ein  Punkt  P  habe  die  al 


;  «1  «2  +  ßi  ß2  +  Ti  T2  =  0 
;  a2a3  +  ß2ß3  +  T2T3  =  0 

;      «3«!  +  ß3ßl  +T3Tl=0 


«1  ßi  +  «2  ß2  +  «3  ßs  =  0; 

ßl'ri  +  ß2'r2+ß3T3=0-, 
Tl  «1  +  T2  «2  +  T3  «3  =  0. 


;en  Coordinaten  x,  y,  z,  die  neuen  x',  y*.  z'. 
Die  Beziehungen  zwischen  beiden  werden  mittelst  der  Streckenzüge 
OAP,P  und  O  AjPoiPo  A'PiP  gefunden,  welche  dieselbe  Sehluss- 
linie  O  P,  also  gleiche  Projectionen  auf  irgend  eine  Gerade  haben.  Pro- 
jiciert  man  dieselben  nach  und  nach  auf  die  x-,  y-,  z-Axe,  so  erhalt  man: 

OA  +  0  +  0  =  OA«  +  0  +  0  +  Po  A'  cos  X  x'  +  A'F^  cos  xy'  + 

-j-P'.Pcosxz'; 

0  +  APz  +  0  ==  0  +  AoPoz  +  0  +  Po  A'  cosyx'  +  A'P'.  cosyy'  + 

4-P'»Pcosyz'5 

0  +  0  +P.P  =  0  +  0  +  P„,  Po  +  Po  A'  cos  zx"  +  A'P'.  cos  zy'  + 

P',P  cos  z  2' 
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oder 

X  =  Xo  +  ai  x'  4-  02  y'  +  «3  z'  ] 

y=yo  +  ßix'  +  ß2y  +  ß3z' (28 

z  =  Zo  +  Ti  x'  +  T2y'  +  T3  z'i 

Diese  Gleichungen  drücken  die  alten  Coordinaten  des  Panktes  P 
durch  die  neuen  aus.  Löst  man  sie  nach  x',  y',  z'  auf,  indem  man  XqjJoj  ^o 
auf  die  linke  Seite  schafft,  mit  «j,  ßi,  Yi;  045ß2T2i  ^sjßsjTs  multipliciert 
und  jedesmal  addiert,  so  ergibt  sich 

x'=  ai  (x  — Xo)  +  ßi  (y  —  Jo)  +  Ti  (z  -  zo)  ] 
y'=a.^(x_Xo)  +  ß2(y-yo)  +  T2(z-Zo)  i     .     .     (28^ 
z'=a3(x  — Xo) -fßaCy  — yo)  +  T3(z  — Zo)  j 

für  den  Übergang  von  dem  neuen  Coordinatensystem  auf  das  alte. 

Specielle  Fälle  treten  ein,  wenn  die  neuen  Axen  der  alten  parallel 
sind  oder  wenn  der  neue  Nullpunkt  in  den  alten  fällt. 

Im  ersten  Falle  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Axen  gleichsinnig, 
zum  Theil  gleichsinnig  oder  insgesammt  entgegengesetzt  parallel  sind. 
Je  nachdem  x  x'  =  0  oder  x  x'  =  ir;  y  y'  =  0  oder  y  y '  =  ir;  z  z'  =  0 
oder  zz'  =  ic,  ist  ai  =  ß2  =  T3  =  ±  1;  «2=  a3  =  ßi  =  ß3  =  Ti  =T2  =  0 
und  die*  allgemeinen  Transformationsgleichungen  gehen  in 


(29 


(29^ 

Z'  =   +   Z    +    Z( 

über.  Für  gleichsinnig  parallele  Axen  gelten  die  oberen,  für  insgesammt 
entgegengesetzt  parallele  die  unteren  Vorzeichen.  In  den  übrigen  Fällen 
sind  zum  Theil  die  oberen,  zum  Theil  die  unteren  Vorzeichen  zu 
nehmen,  je  nachdem  die  betreffenden  Axen  gleichsinnig  oder  ent- 
gegengesetzt parallel  sind. 

Im    zweiten    Falle    ist    x^  =  y^  =  Zq  =  0    und    man    erhält    die 
Gleichungen 

X  =  a^  x'  -|-  a.2  y'  -[-  aj  z'  "^ 

y  =  ß,x'  +  ß,y'  +  ß3z'^; (30 

z  =  Ti  x'  +  T-i  y'  ^-  T3  z' 
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x'  =  ai  X  -f  ßi  y  +  Yi  z  I 

y'  =  a.,x  +  ß2y  +  T2Z    , (30^ 

z'  =  ag  X  +  ßg  y  +  Y3  z  ] 

die  man  auch  benutzen  kann,  um  die  Beziehungen  zwischen  den 
Richtungscoordinaten  ot,  ßjY  und  «',  ß',  y'  einer  Richtung  in  den  zwei 
Coordinatensystemen  zu  ermitteln.  Da  hier  der  neue  Nullpunkt  nicht 
in  Betracht  kommt,  sondern  bloß  die  Richtungen  der  neuen  Axen 
maßgebend  sind,  ergeben  sich  diese  Beziehungen,  wenn  man  den 
Punkt  P  mit  dem  Einheitspunkte  II  der  Richtung  zusammenfallen 
lässt.  Dadurch  gehen  die  Gleichungen  30  und  30^  über  in 

a  c=  a^  a'  -f  X2  ß'  -f  a^  y'  ] 

ß  =  ßia'  +  ß2ß'  +  ß3r  L (31 

T  =  Ti  a'  +  Tiß'  ^-T3T'  i 

a'-=aia  +  ßiß+TiT) 

ß'=a,a  +  ß2ß+Y2T (31^ 

Y'=a3a-fß3ß+Y3Ti 

Wie  man  sieht,   sind  immer  die  Coordinaten  des  einen  Systems 
durch  die  des  anderen  in  linearer  Weise  ausgedrückt.  Der  Grad  einer 

* 

algebraischen  Gleichung  kann  daher  durch  eine  Transformation  nicht 
zunehmen.  Aber  er  kann  auch  nicht  abnehmen,  indem  sich  etwa  die 
Glieder  mit  der  höchsten  Exponentensumme  gegenseitig  tilgen.  Denn 
würde  man  in  diesem  Falle  zurücktransformieren,  so  müsste  der  Grad 
der  Gleichung  dadurch  wieder  erhöht  werden,   was  nicht  möglich  ist. 

Wendet   man    die    allgemeinen  Transformationsformeln    auf  die  Endpunkte  der 
Strecke  P^  P2  an,  so  ergibt  sich  durch  Subtraction 

X2  —  xi  =  «i  (x'2  —  x'i)  +  a^  (y'2  —  y'i)  +  «3  (z'2  —  z'i) ; 

72  -  71  =  ßi  (x'2  -  x\)  +  ß2  (y'2  -  y'i)  +  ß3  (z '>  -  z\) ; 

Z2  —  Zi  =  Ti  (x'2  —  x'i)  +  Y2  (y'2  —  y'i)  +  Ts  (z'2  —  z'iX 
demnach 

(X,  -  x,)-^  +  (72  -  yi)'  +  (^2  -  =1)'  =  (x'2  -  x',)2  +  (y'2  -  y'.)^  + 

+  (Z',  -  z',)S 

d.  h.  man  erhält  immer  dieselbe  Streckenlänge,  ob  man  dieselbe  aus  den  alten  oder 
aus  den  neuen  Coordinaten  berechnet.  Damit  ist  erwiesen,  dass  die  Gestalt  einer 
Fläche  oder  Linie  durch  die  Transformation  ihrer  Gleichung  nicht  geändert  wird, 
weil  alle  ihre  Ausmaßen  ungeändert  bleiben. 
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Nach  voUführter  Transformation  einer  Gleichung  kann  man  die 
Strichweiser  auch  weglassen  und  sich  bloß  merken,  auf  welches 
System  sie  nun  bezogen  ist. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Der  Übergang  von  dem  Coordinatensystem  (x,  y,  z)  auf  ein  neues,  dessen  Null- 
punkt Pq  (5,  2,  3)  ist  und  dessen  Axen  x',  y*,  z'  die  Richtungen  2:3:6;  3:  —  6:2; 
6  :  2  :  — .3  haben,  wird  mittelst  der  Transformationsformeln 

X  =  0  +  ^-  x'  +  y  y'  +  y  z'; 

^    ,     3      ,        6     ,    ,     2     , 

y=2  +  Yx'-yy'  +  --z'; 

„    ,    6      .   ,    2     ,       3     , 

z  =  3  4-  y  x'  +  ^  y'  —  y  z 

bewirkt.  Die  Gleichung 

13x2  +  45y«  4-  40z2  —  24  xy  +  36xz  4-  12yz  —  190x  + 

+  96  y  —  444  z  +  1188  =  0 

geht  nach  Einsetzung  (Weglassung  der  Strich  weiser)  und  Reduction  über  in 

X«  4-  y2  _  1  =  0 

und  zeigt,  dass  die  Fläche  ein  Kreiscy linder  vom  Radius  r  =  1  ist,  dessen  Axe  durch 
l\  (5,  2,  3)  geht  und  die  Richtung  6  :  2  :  —  3  hat. 

Wäre  aber  die  Gleichung 

X'2  _|_  y'2  _   1  ^  0 

bSzogen  auf  (x',  y',  z')  gegeben,  so  wird  dieselbe  auf  (x,  y,  z)  transformiert  mittelst  der 
Gleichungen 

x'=-^-(x-5)  +  -5  (y-2)  +  4(^-3); 
y'  =  A(x-5)— ^-(y-2)  +  ^(z-3); 

12    2 
Für  eine  durch  die  Richtungscoordinaten  rr ;  q-  ;  .j-    gegebene     Richtung    findet 

ö      o      ö 

man  die  neuen  Richtungscoordinaten 

2       1,32,62  20 

a  = -,r  •  -  .^^  + --7- • -5- + 


7       3     '     7       3     '     7       3  21    ' 
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_3     A_A    A4__2      2  _  — 5  ^ 
^  ""   7  '   3         7*   3  "^   7  '   3  ~    21   ' 

*^~7~'3"^7'3  7'3~2l' 

welche  der  Grandgleichung  a'*  -j-  ß'*  "I"  T'*  =  ^  genügen. 

b)  Man  transformiere  die  Gleichung 

xy  —  z  =  0 

auf  ein  Coordinatensystem,  welches  sich  durch  die  Drehung  des  alten  um  die  z-Axe 
ergibt   für   den  Drehungswinkel  cp  =  — .  Femer  gebe  man  ot,  ß,  Y  an,  wenn  a'  :  ß'  :  y'  = 

=  9:6:2. 

c)  Die  Transformationsformeln    für    den  Übergang    zu    dem  CoordinatenBjstem 

Po(l,  1,1);  x'(4  :  1  :  8);  /(— 4  :  8  :  1);  z' (—  7  :  —4:4)  aufzustellen  imd  damit 
die  Gleichung 

X«  —  y  —  z  +  3  =  0 

ZU  transformieren,  femer  a',  ß',  y'  anzugeben,  wenn  a  :  ß  :  y  =  1  :  4  :  8. 

d)  Man  transformiere  die  Gleichung 

Hi  x^  +  ^22  7^  +  »33  z^  +  2ai2  xy  +  2  ai3  X  z  4~  2  a23  y  z  +  a44  =  0 

zu  gleichsinnig  oder  zu  entgegengesetzt  parallelen  Coordinaten  mit  dem  Nullpunkte  in  Pq. 
c)  Die  Gleichung 

x2  -f  y2  4-  z«  —  r^  =  0 

soll  auf  das  Coordinatensystem  O  (0, 0,  0);  x'  (1  :  2:2);  y'  (2  :  —  2  :  1);  z'  (2  :  1  :  -  2) 
transformiert  werden. 

/)  Die  Gleichung  der  Linie  anzugeben,  nach  welcher  die  Fläche 

x2  — y2_2z  =  0 

von  der  Ebene  geschnitten  wird,  welche  durch  den  Punkt  Pq  (0, 0, 1)  und  die  ßich- 
tungen  x'(2  :  6  :  9);  y' (9  :  —  6:2)  bestimmt  ist,  und  zwar  bezogen  auf  das  ebene 
Coordinatensystem  (x'  y'). 


2.  Abschnitt. 

Ebene,  Gerade  und  Funkt 

23.  Flächen  erster  Ordnung.  Die  Gleichung  1.  Grades 

ax-f-by-|-cz-f-d  =  0 
stellt    eine   Fläche   erster   Ordnung   vor,   deren   Beschaffenheit  durch 
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folgende  Betrachtung  ergründet  werden  kann.  Es  sei  Pq  ein  fester 
Punkt  der  Fläche,  also 

axo  +  byo+czo  +  d  =  0; 
durch  Subtraction  ergibt  sich 

a(x  — Xo)4-b(y  — yo)  +  c(z— Zo)  =  0 
und  man  erkennt,  dass  die  Richtung 

(x  —  Xo) :  (y  —  Jo)  •  (z  —  Zo) 

der  Verbindungslinie  des  Punktes  Vq  mit  einem  beliebigen  Punkte  P 
der  Fläche  senkrecht  ist  zu  einer  bestimmten,  durch  das  Coöfficienten- 
verhältnis 

a  :  b  :  c 

gegebenen  Richtung;  daher  liegt  P  und  folglich  jeder  Punkt  der  be- 
trachteten Fläche  in  der  mit  der  Stellung  a :  b  :  c  durch  P^  gelegten 
Ebene. 

Demnach  ist  die  Fläche  erster  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

ax-f-by-|-cz-f-d  =  0 

repräsentiert  wird,  mit  einer  Ebene  identisch,  deren  Normale  die 
Richtung  a  :  b  :  c  oder  die  Richtungscoordinaten 

ab  c 

^^n''^    ß=n'    ^=r^ 
9  9  9 


besitzt. 

Ferner  ist 


(P  =  f^+b^  +  c^') 


d  =  — (axo  +  byo  +  czq)  =  — p  (axo  +  ßyo  +  TZo), 

also,  weil  « x^ -]- ß  Xo  "1"  T  ^o  die  Projection  OPn  des  Streckenzuges 
O  Aq  Poz  Po  oder  seiner  Schlusslinie  0  Pq  auf  die  in  den  Nullpunkt  ver- 
legte Normale  vorstellt  (vgl.  Art.  17) 

d  =  — p.OPn  =  p.PnO  =  pl 
und 

P 

Man  verschafft  sich  demnach  die  Bestimmungsstücke  a,  ß,  y,  1  einer 
Ebene,  indem  man  die  Coäfficienten  a,b,  c,  d  ihrer  Gleichung  durch 
P  =  ^a?  -f-  b^  -|"  ^^    dividiert ;  die  Gleichung 
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t=ax  +  ßy +  Yz4-1 
für  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene  geht  über  in 

ax-j-by-J-cz  -|-d E 


(32 


Die  Richtung  a  :  b  :  c  der  Normalen  gibt  auch  die  positive  Seite  der  Ebene  an. 

Sind  mehrere  Ebenen  voneinander  zu  unterscheiden,  sollen  dieselben  mit 
E^jEj,  .  .  .El,  .  .  .  bezeichnet  werden,  wenn  sie  durch  die  Gleichungen  a^  x  -f-  bj  y  -4" 
+  Ci  z  4-  dl  =  0,  a2  X  4-  hj  y  +  C2  z  -f-  dj  =  0,  .  .  .  ai  x  -f-  hi  y  +  Ci  z  -f-  di  =  0,  .  .  . 
dargestellt  erscheinen  und  für  diese  sollen  auch  die  Abkürzungen  E^  =  0,  Ej  =  0,  .  .  . 
El  =  0,  .  .  .  in  Anwendung  kommen.  Die  Substitution  der  Coordinaten  des  Punktes  Pk 
in  das  Polynom  Ej  möge  symbolisch  durch  Eik  ausgedrückt  werden.  Je  nachdem  Eik  =  0 
oder  E|k  ^0,  liegt  der  Punkt  Pk  auf  der  Ebene  Ei  oder  er  liegt  nicht  darauf. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

3x-f2y  +  6z  — 35  =  0 

35 
stellt   eine  Ebene  der  Stellung  3:2:6   vor.  Man  findet  l  =  PnO= =-=  —  5, 

O  Pn  =  — 1  =  5,    kann  daher  den  Punkt  P«  der  Ebene   bestimmen,    indem  man    ihre 
N'ormale  mit  dem  Richtungsverhältnis  3:2:6  legt,  und  darauf  von  O  aus  5  auftragt. 

Die  Distanzformel  ist 

^       3x4-2y  +  6z  — 35 

t  = '^~7^ ■  ■ 

Die  Punkte  P,  (1,1,1);  P2(3,2,6);  P3(— 1,  2,  —  5)  haben  die  Abstände 

.  _  3  +  2-t-6  —  35  _  —  24,     ,  _  9  +  4-j- 36  —  35  _ 


1                 1 

7 

~  ~       

"Y 

■ 

h 

1 

1 

7 

t3 

■3-f 

4  — 
7 

•30 



35 

64 

7  ' 

also  liegt  nur  Pj  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene. 

Multipliciert  man  mit  —  1,    so    ändert    die   Gleichung   dadurch    nur    die  Form 
und  wird 

—  3x  —  2y  —  6z  +  35  =  0, 

stellt  aber  dieselbe  Ebene  vor.  Jedoch  ist  nun  —  3  :  —  2  :  —  6  die  positive  Normalen- 

35 
richtung,  1'  =  —  =  —  1  erhält  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  als  Distanzformel 

ergibt  sich 

-3x  — 2y  — 6z4-35_      3x  +  2y  +  6z  —  35_ 


t'  = 


7  7 

b)  Man  construiere  die  Normalen  und  Punkte  Pn  der  Ebenen 

+  12x+  3y  +  4z  + 52  =  0 
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unter  Annahme  aller  möglichen  Vorzeichencombinationen,  gebe  ihre  Distanzformeln  an 
und  berechne  die  Abstände  der  Punkte  P,  (2,  3,  5) ;  Pj  (0,  0,  3) ;  P3  (3,  5,  0) ; 
P4  ( —  2,  —  5,  —  1),  ferner  die  Coordinaten  der  Fußpunkte  P,„  Pu. 

c)  Man  construiere  die  Punkte  P„  der  Ebenen 

3x-f  2y  —  6z  =  0;    2x  — 3y  +  5  =  0;     2x  — 7z  =  0; 

5x  —  3  =  0;    z  —  5  =  0 

u.   s.  w.  wie  sub  Aufg.  b). 

24.    Verschiedene  Formen   der   Gleichungen   von   Ebenen. 

Wenn  die  Coöfficienten  der  allgemeinen  Gleichung 

ax-|-by-|-cz-[-d  =  0 

specielle  Werte  annehmen  oder  theilweise  Null  werden,  ferner  wenn 
Ebenen  durch  besondere  Bedingungen  gegeben  sind,  treten  besondere 
Gleichungsformen  auf,  deren  Kenntnis  bei  den  Untersuchungen  der 
analytischen  Geometrie  vortheilhaft  verwertet  werden  kann. 

I.  Dividiert  man  in  der  Gleichung 

ax-|-by-|-<^z-)-d  =  0 

K. a  h  o 

q2    I    ]y2    I    q2  ^jj^  bedenkt,  dass  -=  a;   -=  ß;   —  =  y; 
p  p  p 

-  =  1  (Art.  23),  so  nimmt  sie  die  Form 

ax  +  ßy  +  Yz  +  l  =  0 (33 

an,  welche  die  Normalform  genannt  wird  und  eine  wichtige  Rolle 
spielt.  Sie  spricht  aus,  dass  jeder  Punkt,  welcher  auf  der  Ebene  liegt, 
von  dieser  den  Abstand  Null  hat.  Liegt  aber  ein  Punkt  nicht  auf  der 
Ebene,  so  ergibt  sich  durch  Substitution  seiner  Coordinaten  in  das 
Gleichungspolynom  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  welche  den  senk- 
rechten Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  darstellt. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen  E^,  E2,  .  .  .  Ei,  .  .  .  in  der  Normal- 
form  mögen  künftig  abgekürzt  durch  Ni=:0;  N.2=:  0;  .  .  .  Ni  =:  ü:  .  ,  . 

Ei 

dargestellt    werden,    so    dass    Ni  1=  aix  -\-  ?ij  -\-  ti^  -\-  li"-         ; 

Pi 
IL  Wenn  Coefticienten  der  allgemeinen  Gleichung  verschwinden, 
ergeben    sich     specielle    Formen,     die     keiner   näheren    Erläuterung 
bedürfen. 

Budisavije vi6  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  höber.  Matheniat.  I.  Bd.  23 
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Si-x.  -\-hj  -\-  cz  =  0'^  Ebene  durch  den  Nullpunkt; 

ax-f  by  +  d  = 

by-[-cz-}-d  =  Ol;    Ebene  parallel  der  Axe 

ax-|-cz-|-d  =  OJ 


=  0j 
=  0  ; 


by  4-  c/,  —  wj^ 
ax  -(-  ez  =  0  j 


ax  +  by  =  0] 
z=0    ; 
=  0] 

ax-|-d  =  0  I 

by  +  d  =  0    ; 
c  z  +  d  =  0  j 


Ebene  durch  die  Axe  i  x 


1^- 


X 

y 

z 


y; 


Ebene  parallel  der  Ebene 


(yz; 

die  Coordinatenebene  l  z  x. 


zx, 

xy; 


(Zi  A., 
xy; 


Anmerkung.  Ist  a  =  b  =  c=-0;  d^O,  so  ist  p=0  und  1  =  —  =  --=  ->c 


d 

P      ö 

mithin  die  Ebene  in  das  Unendliche  gerückt.  Die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes 
wird  also  durch  die  paradox  scheinende  Gleichungsform 


d  =:  0  (Constante  =  0) 
dargestellt,  die  man  aber  zu 

O.x  +  O.y-f  0.z  +  d=0 

vervollständigt  denken  kann,  um  zu  erkennen,  dass  ihr  nur  unendlich  große  Coor- 
dinaten werte  genügen  können.  Als  Übergang  kann  man  sich  zuerst  a,  b,  c  gegen  d 
sehr  klein  vorstellen. 

III.  Die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  Po  und  die  Richtungen 
gl  (ai :  bi :  c,);  g-i  (^2  •  b-i  :  c^)  gegebenen  Ebene  wird  mit  Hilfe  des 
Satzes  erhalten,  dass  die  Determinante  aus  den  ßichtungscomponenten 
von  drei  Richtungen  einer  Stellung  verschwindet  (Art.  20).  Ist  nämlich  P 
ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  und  g  [(x  —  Xq)  :  (y  —  Jo)  •  (z  —  Zo)]  die 
Richtung  der  Verbindungslinie  Pq  P,  so  gehören  die  Richtungen  g.  g^,  g., 
einer  Stellung  an,  daher  ist 


x 


x, 


a>> 


y— yo 

b, 


'O 


=  0 


(34 


die  Gleichung,  welche  dieses,  mithin  auch  ausspricht,  dass  P  in  der 
auf  die  angegebene  Art  bestimmten  Ebene  liegt.  Sie  stellt  demnach 
diese  Ebene  vor. 
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IV.  Wenn  eine  Ebene  durch  die  Punkte  P, ,  P,  und  die  Richtung  gQ  (eq  :  bg  :  Cy) 
bestimmt    ist,    sind    die    Richtungen  (x  —  X|)  :  (y  —  y,)  :  (z  —  Zj)    der   Verbindungs- 
linie von  Pj  mit  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Ebene,  (xj  —  Xj)  :  (jj  —  Ji)  '  {^2  —  ^i) 
der  Geraden  P,  P2  und   die  Richtung  go  in    einer    und    derselben    Stellung  enthalten 
mithin  wird  die  Ebene  durch  die  Gleichung 


X  —  Xi 


Xc 


z^ 


=  0 


(35 


Sif 


7  — yi 
y2  — yi 

bo  Co      I 

ausgedrückt. 

V.  Nimmt  man  in  der  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  Pi,P25  P3 
einen  beliebigen  Punkt  P  an,  so  gehören  die  Riebtungen 

(x  —  Xi)  :  (y— Jt) :  (z  — z^);   (x^— xj  :  (72  — yi) '.  (z-i  — ^i); 

(X3  —  xO  :  (ys  — yi) :  (Z3  —  z,) 

einer  Stellung  an,  demnach  ist  die  Gleichung  der  Ebene: 


■1 


'1 


X2      xc 


'2 


—  Vi       z. 


'1 


'I  ' 


=  0. 


(36 


y  — yi 

y2— yi 

^3     ^i     y»     yi 

Sie    drückt    aus   (Art.  18,  II),    dass    das  Volum    des    Tetraeders 
P  P|  P2  P3  verschwindet  und  kann  demzufolge  auch  in  der  Form 

!  X       y        z       11 
X.    '  y^      z,      1 


i 


2 


'i 


X. 


y2 

ys 


z. 


Ze 


1 
1 


=  0 


(36^ 


dargestellt  werden. 

VI.  Schneidet  eine  Ebene  auf  den  Coordinatenaxen  die  Stücke 
a,  b,  c  ab,  so  geht  sie  durch  die  Punkte  P|  (a,  0,  0);  P2(0,  b,  0); 
P3  (0,  0,  c).  Mithin  ist  ihre  Gleichung 

1 


X  y  z 

a  0  0  1 

0  b  0  1 

0  0  c  1 


=  0 


oder,  wenn  man  in  der  Determinante    die  erste  Colonne  durch  a,  die 
zweite  durch  b,  die  dritte  durch  c  dividiert, 


X 

a 

y 

h 

z 
c 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

=  0. 
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Durch  Entwicklung  der  Determinante  nach  der  ersten  Zeile  erhält  man 

--  +  T-  +  -^   -1  =  0 (37 

a      '     b  c 

VII.  Eine  Ebene  sei  gegeben  durch  den  Punkt  Pq  nnd  die 
Richtung  (a  :  b  :  c)  ihrer  Normalen.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  der 
Ebene,  so  sind  die  Richtungen  (x  —  x^) :  (y  —  Jq)  :  (z  —  Zq)  und  a  :  b  :  c 
senkrecht  zu  einander  und  die  Gleichung 

a(x  — Xo)  +  b(y  — yo)  +  c(z  — Zo)  =  05    ...     (38 

welche  dieses  ausspricht,  stellt  die  Ebene  vor. 

VIII.  Die  Gleichung  einer  Ebene  in  der  entwickelten  Form 

z  =  mx-f-iiy-|-c (39 

kann  in  den  Formen 

mx-(-ny  —  z-|-c  =  0; 


(-1)      (-1)        ' 


dargestellt  werden,  von  welchen  die  erste  zeigt,  dass  m  :  n  :  —  1  die 
Normalenrichtung  der  Ebene;  die  zweite,  dass  c  ihr  Abschnitt  auf 
der  z-Axe  ist.  Das  letztere  sieht  man  auch  direct  durch  die  Sub- 
stitution X  =  y  =  0  ein. 

Beispiele  und  Aul^ben. 

a)  Die  Normalformen  der  Gleichungen 

x  +  y  +  z-3  =  0; 
2x-|-5y  —  10z  =  0 

sind 

1/3  ]/  3    ^       ]f  S 

2          ,   •  5  10  _ 

-  X  +  -     --  y --—  z  ^  0. 

1/129  yi29  1'129 

h)  Die  Ebene 

3x  —  y  —  5z  =  0 

geht  durch  den  Nullpunkt  und  hat  die  Stellung  3  :  —  1  :  —  5. 
Die  Ebenen 

a     '     b  b     '     c  ^  c     '     a 
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sind  den  Axen  z,  x,  y  parallel ;  die  erste  schneidet  auf  den  Axen  x,  y  die  Stücke  a,  b ; 
die  zweite  auf  den  Axen  j,  z  die  Stücke  b,  c ;  die  dritte  auf  den  Axen  z,  x  die 
Stücke  c,  a  ab. 

Die  Ebenen 

x  =  3;  y  =  — 5;  z=  1 

sind  den  Coordinatenebenen  y  z,  z  x,  x  y  in  den  Abständen  3,  —  5, 1  parallel. 

c)  Die  Ebene,  welche   den  Punkt  P^  (2,  3,  5)  und  die  Richtungen  g,  ( l  :  1  :  2) ; 
go  (3  :  1  :  4)  enthält,  hat  die  Gleichung 

X  — 2     y  — 3     z  — 5 

1  1  2      =0, 
3             1             4 

welche  durch  Entwicklung  und  Keduction  die  Form 

x+y — z=0    . 

annimmt. 

d)  Die  durch  die  Punkte  Pj  (1, 1, 1);  P^  (3,  5,7)  und  die  Richtung  gy  (2  :  2  :  3) 
bestimmte  Ebene  hat  die  Gleichung 

X  —  1     y  —  1     z  —  1 

2  4  6        =0 
2             2  3 

oder  entwickelt  und  reduciert: 

3y  —  2z  —  1  =  0. 

c)  Die  Ebene    der    drei   Punkte  Pi  (— 1,  2,  —  3) ;    PoCS,  —  5,1);   P3  (4, 1,  —  2) 
wird  durch  die  Gleichung 

x  +  l     y-2    z  +  3 
4—7         4       =0 
5—11 

ausgedrückt,  welche  durch  Entwicklung  imd  Reduction  die  Form 

3x—  16y  — 31z  — 58  =  0 

erhält. 

f)  Die  Ebene,  welche    auf   den    Coordinatenaxen    die  Stücke  a  =  1 ;  b  =  —  1 ; 
c  =  —  1  abschneidet,  hat  die  Gleichung 

X  —  y  —  z  —  1=0. 

g)  Die  durch  den  Punkt  Pq  (5, 1, 1)  und  die  Stellung  1:1:5  bestimmte  Ebene 
hat  die  Gleichung 

(x-5)  +  (y-l)  +  5(z-l)  =  0 

oder 

x  +  y  +  5z  — 11  =  0. 

h)  Wenn  eine  Ebene  auf  der  z-Axe  das  Stück  —  3  abschneiden  und  die  Stellung 

5         3 
5:3:7  oder  —  =- :  —  =- :  —  1  haben  soll,  lautet  ihre  Gleichung  in  entwickelter  Form 
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5  3  „ 

z  =  — -^-x—  -^-y  — 3. 

t)  Man  stelle  die  Gleichung  der  Ebene  auf,  welche 

a)  durch    den    Nullpunkt    geht    und    die    Richtungen   1:1:1;  1:  —  1:1 

oder  die  Punkte  Pj  (3, 1,4);  Pg  (4,  1,  3)  enthält; 
ß)  durch    den  Punkt  Pj  (5,  —  3,  —  2)  geht    und    die  Richtungen  2:3:6; 

1:2:2  oder  noch  den  Punkt  Pj  (1, 1, 1)  und  die  Richtung  2:1:3  enthält; 
Y)  die  drei  Punkte  Pi  (3,  2,  5);  P^  (3,  —  3,  4);  Pg  (—  5, 1,  2)  verbindet; 
8)  auf  den  Axen  die  Stücke  3,  —  5,  —  8  abschneidet ; 
e)  durch  den  Punkt  Pq  (1,  3,  2)  geht  und  die  Stellung  1:1:1  hat  oder  auf 

der  X-  und  z-Axe  die  Stücke  a  =  5,  b  =  8  abschneidet. 

25.  Winkel  von  zwei  durch  ihre  Gleichungen  gegebenen 
Ebenen.  Der  Winkel,  welchen  die  positiven  Richtungen  der  Normalen  n^ 
und  n2  zweier  Ebenen  bilden,  ist  gleich  dem  Winkel  der  Ebenen  selbst. 
Sind  daher 

^i  X  -f  bi  y  +  Ci  z  +  dl  =  0; 
ao  X  +  bj  y  +  ^2  z  +  d2  =  0 

die  Gleichungen  der  Ebenen,  also  a^ :  b^ :  c^;  a2  :  b2  :  C2  die  ßichtungs- 
verhältnisse  ihrer  Normalen,  so  findet  man  (Art.  14) 


cos  n^  n2 


ä-l  9-2     )     "l  ^2  "1     Cj  C2  ^ 


P1P2 


•   0  1        fbi   Ci 

sm^n,n2=^^--2ib    c 

Pi   P2    ^  ^2  ^2 


+ 


+ 


C2    0,2 

(Pi=  l/a,=*  +  W  +"^5  i  =  1,  2). 


»1  bi  2 

^2    '-^2 


} 


Specielle  Fälle  treten  ein,  wenn  die  Ebenen  zu  einander  senkrecht 
oder  parallel  sind. 


TT 


Im  ersten  Falle  ist  cos  n^  n2  =  cos  —  ==  0,  also 

dl 

HH  +  ^1^  +  C1C2  =  0, 
im  zweiten  sinnin2  =  sin  0  ^  0,  demnach 


oder 


b,  c^ 
b2C2 


=  0; 


a, 
a. 


Cl 

»1 

C2 

a^ 

\ 

"b, 

=  0; 


ai  bi 

3'2    "2 


=  0 


'l. 


c. 


a^^  t  Dj^  I  C|  —  a2  I  D2  *  C2, 
was  auch  direct  eingesehen  werden  kann. 
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Setzt  man 

a2  =  m  ai ;    b^  =  m  b^  ^     C2  =  m  Ci , 

so  geht  die  Gleichung 

a^  X  +  b2  y  +  C2  z  -f  d2  =  0 

nach  Division  mit  m  über  in 

aiX  +  biy  +  CiZ-f  ^=0, 

d.  h.  Gleichungen  paralleler  Ebenen  können  auf  die  Form  gebracht 
werden,  dass  sie  sich  nur  durch  die  constanten  Glieder  ihrer  Polynome 
unterscheiden. 

Beispiele  nnd  Aufgaben. 

a)  Bei  den  Ebenen 

3x  +  5y  +  2z  +  5  =  0, 
2x~-3y—    z  — 3  =  0 

ist 

6  —  15—2  11 

cos  Hl  nj  = 


sin 


y38.14  2yi9.7 

.  ,  1         Fl      5       2,2,  2       3i2   ,    !3       öin 

'^    "i^^  =  '38:i4   lj-3-i;   +    -1        2!+|2-3|J 

411  .  1/411 

^  ,-   . « — s ;  sm  n.  n,  =  —  , • 

4.19.7'  '    '       2K19.7 

b)  Wenn  die  Ebenen 

8x4-4y+     z  — 5  =  0; 
ax  +  4y +  8z  — 3  =  0 

zu  einander  senkrecht  sein  sollen;  muss 

8a  +  16  +  8  =  0,  also  a  =  —  3 

sein. 

c)  Man  berechne  Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  Ebenen 

3x  +  5y  — 7=;=0; 

7y—  8  z— 2  =  0. 

d)  Durch  den  Punkt  Pq  soll  eine  Ebene  parallel  der  Ebene 

ax-|-by-j-cz-|-d=:0 

gelegt  werden. 

e)  Zu  der  Ebene 

ax  +  ßy  +  Tz  +  l  =  0 
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soll  eine    parallele  Ebene    derart    geleg't  werden,    dass    der  Punkt  Pq    den  Abstand  t,^ 

von  ihr  habe. 

9  9 

/)  Eine  Ebene  schneide  auf  den  Coordinatenaxen  die  Stücke  a  =  -^ ;  b  =  — ; 

9 
c  =  -=-  ab;  man  lege  durch  die  Punkte  Pj  ( —  1,3,  —  5);    P3  (1,  —  3,  5)  dazu  parallele 

Ebenen  und  ermittle  deren  Abstand  von  einander. 

g)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Ebenen 

ax-j-by4-cs5-|-d  +  k  =  0 

zu  der  Ebene 

ax-|-by-|-cz-[-d  =  0? 

li)  Man  stelle  die  Gleichung    der  Mittelebene    von  zwei    parallelen  Ebenen  auf. 

26.  Die  Gerade.  Eine  Gerade  kann  als  Schnittlinie  von  zwei 
Ebenen  angesehen  werden  und  bedarf  demnach  für  ihre  analytische 
Darstellung  eines  Systems  von  zwei  Gleichungen.  Je  nach  den  Be- 
dingungen, welche  die  Gerade  bestimmen,  ergeben  sich  verschiedene 
Formen  des  Systems. 

I.  Die  Gerade  als  Schnittlinie  der  Ebenen 

ai  X  +  bi  y  +  Ci  z  4-  dl  =  0  1  ,^ 

a.2  X  -j-  b.2  y  +  C2  z  +  d^  =  0  j 

ist  senkrecht  zu  den  Normalenrichtungen  aj :  b^ :  c^ ;  2^1  :  b^  :  C2  derselben, 
hat  also  die  Richtung  (Art.  16) 

bD|  Cj        Ci   ai        ai    Ol  f n^ 

:  c  =  L  ^     ^    :     ^     ^    :     ^  ^ (41 

I  b2  C2      1 C2  a2       a2  02 

Sind  die  Ebenen  parallel  zu  zwei  Coordinatenaxen,  so  projicieren  sie  die  Gerade 
auf  zwei  Coordinatenebenen  und  ihre  Gleichungen  stellen  in  diesen  die  Projectionen 
der  Geraden  vor.  So  sind  z.  B.  die  Ebenen 

aix  +  biy  +di  =0| 

a2  X  +  C2  z  -}-  d2  =  0  / 

parallel  der  z-  und  y-Axe  und  die  Gleichungen  stellen  zugleich  die  Projectionen  ihrer 
Schnittlinie  auf  die  x  y-  und  x  z-Ebene  vor ;  die  Gerade  hat  die  Kichtung 

a  :  b  :  c  =  bi  C2  :  —  a^  C2  :  —  a2  b^ 

Manchmal  werden  die  Projectionen  einer  Geraden  auch  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

y=|xx4-ml 

z  =  V  X  -|-  n  J ' 

dargestellt.  Dann  ist 

a  :  b  :  c  =  1  :  [JL :  V. 
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II.  Wenn  eine  Gerade  durch  den  Punkt  Pq  geht  und  die  Richtung 
a  :  b  :  c  hat,  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  derselben, 
der  von  P^  den  Abstand  r  hat  (Art.  11), 

x  =  Xo+r-;     y  =  y, +  r—;     z  =  Zo  +  r       • 

r  f  r 

r 
Indem   man    aus  je   zwei  von   diesen  Gleichungen  —  eliminiert, 

erhält  man  das  Gleichungssystem 

^  — xq  _  y_ziZo  =  0 

a  b 

X.         Xq  Z  Zq   ^ 

a  c 

der  Geraden,  welches  aber  gewöhnlich  in  der  gefälligeren  Form 

^~~j^  __.  y  "7_yo  __  z   •  zq 

a  b  c         * 


dargestellt  wird.  Fällt  Po  in  den  Nullpunkt,  so  wird 

(421 


X  _    y  _    z 


a  D  c 


das  Gleichungssystem  der  Geraden. 

III.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  P^  und  P2  hat  das  Richtungs- 
verhältnis (Xj  —  x^) :  (y2  —  yj  :  (Z2  —  z^);  folglich  wird  die  Parallele 
derselben  durch  Pq  durch  das  Gleichungssystem  (II) 


X  — Xo  _  y  — Yo  _  z  — Zo 


(43 


^2  — xi       y2  — yi       Z2  — zi 

repräsentiert.   Lässt    man    Pq    mit   P^    zusammenfallen,    so    wird    die 
Parallele  identisch  mit  der  Verbindungslinie  P1P25  daher 

(44 


X  — 

x. 

y- 

-yi 

z- 

-Zl 

X2- 

■Xi 

72 

yi 

Z2- 

Zl 

das  Gleichungssystem   der   letzteren.    Eine  Parallele   durch  0  zu    der 
Geraden  P^  P2  ist  durch  das  System 

X  y  z 


dargestellt. 


o)  Die  Gerade 


^2  —  xi      y2  —  yi      Z2  —  zi 


Beispiele  und  Aufgaben. 

2x  +  3y  +  z  —3  =  01 
x-l-5y-f3z— 7  =  0j 
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hat  die  Richtung 

a  :  b  :  c  = 


3    1 
5    3 


1    2 
3    1 


2    3 
1    5 


4:— 5:7. 


b)  Die    Gerade,    welche    durch    den    Punkt  Pq  (2, 5, 3)    geht    und  die  Richtung 
4:2:3  hat,  wird  durch  das  Gleichungssystem 

X  — 2_y  — 5_z— 3 
~4"~  ~      2     ~  "~3~ 

repräsentiert.  Die  Gleichungen 

2x  — 4y  4-  16  =  0; 
3x  — 4z+ö=0; 
3y  — 2z—  9  =0 

stellen  ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  vor. 

c)  Man  gebe  die  Richtungen  der  Geraden 


x4-y  =  0 
y  +  z 


=  0. 
=  0/ 


=  01 
=  0/ 


y-i-z  =  o 

Z  -{-'S. 

y  =  |-x  +  3 


z  -|-  X  =  Ol 
x  +  y  =  0/ 


z 


4 
5 


2 


und  ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  an. 

d)  Durch    den  Punkt    Pq  (3, 7, 2)    sollen    Geraden    gelegt    werden,    welche   den 
Normalen  und  der  Schnittlinie  der  Ebenen 

x  +  y  +  z  =0; 
2x  +  y+3z— 5  =  0 

parallel  sind. 

27.  Senkrechter  Abstand  zweier  Geraden  von  einander.  Die 

Strecke  zwischen  den  Punkten,  in  welchen  zwei  einander  nicht  schnei- 
dende Geraden  von  einer  zu  beiden  Senkrechten  getroffen  werden, 
gibt  deren  senkrechten  Abstand  an.  Die  Normalenrichtung  der  durch 
eine  Gerade  gehenden,  zu  der  zweiten  parallelen  Ebene  ist  zu  beiden 
Geraden  senkrecht.  Jene  Normale,  welche  den  Schnittpunkt  der  ersten 
Geraden  mit  der  orthogonalen  Projection  der  zweiten  auf  diese  Ebene 
enthält,  schneidet  beide  Geraden,  daher  ist  auf  ihr  deren  senkrechter 
Abstand  zu  messen ;  er  ist  offenbar  gleich  dem  Abstände  eines  beliebigen 
Punktes  der  zweiten  Geraden  von  der  Ebene. 

Wenn   die    Geraden   gi5g2    durch   die    Punkte   P^,  P2    und  die 
Richtungscoordinaten   «ußijTii  ^2t^2^T2   gegeben   sind    und   man  legt 
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durch  Pi  die  zu  g2  Parallele  g'2,  so  bestimmen  gj  und  g'2  eine  zu  g2 
parallele  Ebene,  deren  Gleichung  (Art.  24,111)  in  der  Form 


X 


—  xi  y  —  ji  z 


Ti 
T2 


=  0 


dargestellt  werden  kann;  dabei  ist 

,3_'ßiT.  ^ 


p'-i  =  a2  -j-  b^  +  C' 


also  die  Distanzformel 


ß2    T2 


+ 


l      rf^     +1«      R         ="   Sm2gig2 
T2    «2  1  !  «2    P2  I  ' 


Sin  gl  g2 


X  — xi  y  — yi  z  — zi 

«1  ßi  Ti 

«2  ß2  T2 


Setzt   man    die  Coordinaten    des  Punktes  P2   ein  und  bezeichnet 
mit  p  den  gesuchten  senkrechten  Abstand,  so  wird 


X. 


Xi  y2  — yi  Z2  — zi 


sm  gl  g2 


«1 


ßi 

ß2 


Ti 
T2 


(45 


diese  Formel  wird  unbrauchbar,  wenn  die  Geraden/ parallel  sind;  in 
diesem  Falle  ist  ihr  Abstand  gleich  jenem  eines  beliebigen  Punktes 
der  einen  Geraden  von  der  zweiten.  (Art.  15). 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)   Es    seien    zwei    Geraden    gj    und    g.,    gegeben,   welche    durch    die    Punkte 
P,  (9,  10,  —  3);  P2  (2,  6, 10)  gehen  und  die  Richtungen  4:7:— 4;  4:1:  — 1  haben. 
Die  zu  g2  parallele  Ebene  durch  g^  hat  die  Gleichung 

X  —  9y  —  10z-f3 

4  7—4     =0 

4  1—1 


oder  entwickelt 

mit  der  Distanzformel 


demnach  ist 


p= 


x  +  4y  +  8z  — 25  =  0, 

^_x  +  4y  +  8z-25. 
*~  "      9 

2  +  4.64-8. 10  —  25  _  81 
9  "~  "9 


9. 


b)  Man  berechne  den  Abstand  der  Geraden,  welche  durch  'die  Punkte  Pj  (4,  5, 1); 
P2  (13,  5,  12)  und  die  Richtungen  2:3:6;  4:3:3  bestimmt  sind. 
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c)  Man  bestimme  den  senkrechten  Abstand  der  durch  den  Punkt  Pq  (1,  7,  —  5'i 
und  die  Kichtung  3  :  —  4  :  12  gegebenen  Geraden  g^  von  der  z-Axe  direct  oder  mit 
Hilfe  der  Projection  von  g^  auf  die  xy-Ebene. 

d)  Durch  die  Geraden  der  Aufgaben  a\  b),  c),  lege  man  jene  Ebenen,  auf  deren 
Schnittlinie  der  senkrechte  Abstand  gemessen  wird. 

28.  Schnittpunkte  von  Geraden  mit  Ebenen.  Die  Aufgabe,  den 
Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  zu  bestimmen,  soll  auf 
die  beiden  Fälle  beschränkt  werden,  dass  die  Gerade  durch  einen  Punkt 
und  die  Richtung  oder  durch  zwei  Punkte,  die  Ebene  durch  ihre 
Gleichung  gegeben  ist. 

I.  Die  Gerade  gi  gehe  durch  den  Punkt  Pi  und  habe  die  Richtungs- 
coordinaten  ai,  ßi,  yi.  Die  Gleichung  der  Ebene  E^  sei 

ak  X  -f-  bk  y  +  Ck  z  -|-  dk  =  0. 

Ist  r  der  Abstand  des  Treffpunktes  Pg  von  Pi,  so  hat  dieser  als 
Punkt  der  Geraden  die  Coordinaten  Xs=  Xi -j- rai;  yg=  yi -[- rßi; 
Zg  =  Zi  -)-  rYi.  Als  Punkt  der  Ebene  aber  muss  er  durch  seine  Co- 
ordinaten  deren  Gleichung  befriedigen;  dadurch  erhält  man  die  GleichuDg 

ak(Xi  -f  rai)  -f  bk  (yi-frßi)  +  Ck(zi-f  tyi)  -}-  dk  =  0, 

aus  welcher  man 

_  _  ak  Xj  +  bk  yi  +  ^k  Zj  -\-  dk  _  _  Ejk  .  g 

ak  ai  -|-  bk  ßi  +  Ck  Ti  Sik      *     ' 

findet,  wenn  man  zur  Abkürzung  Zähler  und  Nenner  durch  die  leicht 
verständlichen  Symbole  Eik  und  Sik  darstellt.  Mit  Benützung  dieses 
Wertes  ergibt  sich  nun 

Eik  Eik  Q  Eik 

Xg  =  yi  —  - —  tti ;  y»  =  yi ßi ;    Zg  =  Zi yi  . 

Sik  Sik  Sik 

II.  Um  den  Schnittpunkt  Pg  der  Geraden  P^  P2  mit  der  durch 
ihre  Gleichung  gegebenen  Ebene  Eq  zu  ermitteln,  nimmt  man  an,  der- 
selbe habe  in  Bezug  auf  P^  und  P2  das  Theilverhältnis  X.  Dann  sind 
seine  Coordinaten 

_xi  — Xx2^        _yt  -Xy2,         _z^  —  }^ 
^-—     i_x    '   ^'—     1— X    '     '~    1  — X 

Weil  aber  P«  auch  auf  der  Ebene  liegt,  müssen  die  Coordinaten 
Xg.  yg,  Zg  der  Gleichung  Eq  =  0  genügen ;  man  erhält  also 

Xi  — Xx2    ,    ,    yt  — >-y2    I    ^    ^1  — ^^2    I    A   _o 
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und  daraus 


-^  _  ap  Xt  -f  bp  71  +  Cq  zy  4-  dp  _  Ep, 


ap  xo  +  bo  72  +  Co  zj  +  dp       E, 


? 

02 


•  • 


(47 


demnach    durch    Einsetzung    dieses  Wertes    und    Wegschaffung    der 
Theilbrüche: 


^02^1  ^01  ^2  .     ^    ^02  71  ^01  72  .     „    Eo2  Z^  —  Epi  Z2 

Ol 


rjQ2 -»^01  ^O'i  —  -T^Ol  -ii<02 — ^ 


Beispiele  und  Anfgaben. 

a)  Die  Gerade  gi  sei  durch  den  Punkt  Pi  (2, 1, 1)  und  die  Richtung  10  :  23  :  —  10, 
die  Ebene  E*  durch  ihre  Gleichung  x-\-2j-\-2z  —  8  =  0  gegeben.  Wenn  der  Schnitt- 
punkt Ps  von  Pi  den  Abstand  r  hat,  ist 

„    ,    10  1    I    23  ,        10 

Durch  Einsetzung  folgt 

0+i^')+K'+&')+K'-w')-«=». 

9 


also 


_10    9_J^        _i_23    1__1Z. 
^'~  27'  2—3'^'"  27'2~'       6' 


,    ,    10     9         8 
'  ~"       "^  27     2  ""  3 

b)  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  Pj  (—  2,  —  3,  —  1)  und  Pj  (l,  3,  2)  schneidet 
die  Ebene  x-|-7-f-z  =  0  in  dem  Punkte  Ps ,  der  in  Bezug  auf  P^  und  P^  da» 
Theilverhältnis  X  habe  und  dessen  Coordinaten 

_— 2  — X  _  _3  — 3X         _    _i_2X 

''^""     1-X    '    7s-       i^x  "  '''''-        1-X 

sind.  Durch  Einsetzung  findet  man  nach  Weglassung  des  Factors     - 

1  —  A 

—  2— X  —  3  —  3X  —  1  —  2X  =  0; 

X  =  — 1. 

d.  h.  die  Strecke  P,  P^  wird  von  der  Ebene  halbiert. 

c)  Die  Coordinaten  der  Punkte  zu  berechnen,  in  welchen  die  Ebene 

6x  +  37  +  2z—  12  =  0 
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von  der  zu  ihr  senkrechten  Geraden  aus  dem  Nullpunkte  oder  aus  dem  Punkte  Po  (1, 1, 1), 
ferner  von  der  aus  Pq  mit  der  Richtung  25  :  10  :  2  ausgehenden  Geraden,  endlich  von 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  Pj  (3,  5,  4)  und  Pj  (—  3,  —  1,  5)  getroflfen  wird. 
d)  Man  gebe  die  Coordinaten  der  Punkte  an,  in  welchen  die  Ebene 

von  den  Coordinatenaxen  geschnitten  wird. 

29.  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen.  Die  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  P«   von  drei  Ebenen,    welche  durch   ihre  Gleichungen 

%  X  +  bi  y  -}-  Ci  z  +  dl  =  0; 

dg  X  +  b2  y  4-  <^  z  +  ^J'i  =  0; 
%  X  +  bg  y  +  C3  z  +  dg  =  0; 

a4  b^  C4  d4 

gegeben  sind,  müssen  diesen  genügen,  sind  also  deren  gemeinsame 
Auflösungen.  Mittelst  der  darunter  gesetzten  Hilfscoefficienten  a4,  b4,  C4, 
d4  findet  man 

_A4  _B4  _C,  .._ 

X«  — j^^,  y«  — j^j    zs  — j5^ (4Ö 

Der  Strahl  OPg  aus  dem  Nullpunkte  nach  dem  Schöittpuukte 
hat  das  Richtungs Verhältnis 

Xg  i  yg  I  Zg  —  A4  i  JJ4  i  V-/4. 

Hier  sind  folgende  Fälle  zu  beachten: 

1.  Dj  ^  0.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  haben  endliche 
Werte,  Pg  liegt  im  endlichen  Bereiche;  die  Schnittlinien  der  Ebenen 
bilden  ein  Dreikant  mit  der  Spitze  (Mittelpunkt)  in  Pg. 

2.  D4  =  0,  A4, 64,04  nicht  oder  nicht  alle  zugleich  Null.  Dann 
sind  alle  Coordinaten  oder  wenigstens  eine  von  ihnen  unendlich  groß: 
der  Schnittpunkt  liegt  im  Unendlichen,  und  zwar  nach  der  Richtung 
A4  :  B4  :  C4.  Die  Schnittlinien  der  Ebenen  sind  parallel  (schneiden  sich 
in  einem  unendlich  fernen  Puukte).  In  der  That  findet,  wenn  man  die 
Unterdeterminanten  von  D4  mit  Qi,bi,  .  .  .  bezeichnet,  wegen  D4  =0 
die  Beziehung  Q^  :  b^  :  C^  =  Q2  :  62  :  C2  =  03  :  63  :  C3  statt,  womit  aus- 
gesprochen ist,  dass  die  Schnittlinien  dieselbe  Richtung  haben  (vgl. 
Art,  26,  I  und  L  Th.  Art.  16,  g). 

3.  D4  =  0  und  zugleich  A4  =  B4  =  C4  =  0.  Dann  nehmen  die 

Coordinatenwerte  die  unbestimmte  Form  -^  an,  der  Schnittpunkt  wird 
unbestimmt.    Dieser  Fall    kann  nur  eintreten,   wenn  die   drei  Ebenen 
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durch  eine  Gerade  gehen  oder  wenn  alle  drei  zusammenfallen.  Gehen 
sie  durch  eine  Gerade,  so  kann  jeder  Punkt  dieser  Geraden  als  ge- 
meinsamer Punkt  angesehen  werden;  dabei  können  auch  die  drei 
Ebenen  parallel  sein  oder  es  fallen  zwei  zusammen,  während  die  dritte 
zu  ihnen  parallel  ist  (die  gemeinsame  Schnittlinie  ist  dann  eine  un- 
endlich ferne  Gerade).  Sind  die  drei  Ebenen  in  einer  Ebene  vereinigt, 
so  kann  jeder  Punkt  der  letzteren  als  Schnittpunkt  betrachtet  werden. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Für  den  Schnittpunkt  der  Ebene 

h  y  +  z  —6  =  0 


X 


5x  — 2y—  z  +  2  =  0 
3x—  y  -f  2z— 7  =  0 


•        •        • 

»4 

b4 

C4       d4 

• 

• 

findet  man 

1 

1 

6 

1 

1 

6 

A4     - 

2 

-1 

2 

17;  B, 

5 

1 

2 

1 

2 

7 

3 

2 

7 

1 

1 

6 

1 

1 

1 

C4     - 

5  - 

-2 

2 

51;  D, 

5 

2 

—  1 

3  - 

1 

-7 

3 

1 

2 

=  —  34; 


—  1    =  —  17, 


daher 


Xs  —  1  ^  yg  —  ^  ^  z^ 


h)  Damit  die  Ebenen 


2x+  y  +3z  —  2 

x+  y  +2z  — 4 

3x+5y-f  tz  —  2 


=  3. 

=  0; 
=  0; 
=  0; 


a, 


b4 


^4 


einen  unendlich  fernen  Schnittpunkt,  also  parallele  Schnittlinien  haben,  muss 

2     1  .3j 
D4=|l     1     2j=t  —  8  =  0 
13     5     t| 

t  =  8 

c)  Man  bestimme  den  Schnittpunkt  der  Ebenen,  welche  durch  die  Punkte  Pj  (1,  3,  2); 
1,  3,2);  P3  (1,  3,  —2)  gehen  und  die  Stellungen  1  :  2  :  2;  2  :  2  :  1;  2  :  1  :  2 


und 
sein. 

Ps  (- 

haben. 
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d)  Unter  welcher  Bedingung  haben  die  Ebenen 


z 


X —  1  y  —  1   z  —  5 
4  13 


a 


3 


X  — 2     y     z  — 3| 
2     3     5;  =  0;        1         1         1     i  =  0; 

a^    bi  Ci  I  I     a2        b)       c.2 

parallele  Schnittlinien? 

e)  Man  bestimme  t  und  (u  derart,  dass  die  Ebenen 

2x4-y4-z— 3  =  0; 
X  -|-3y-f5z— 2  =  0; 
tx4-2y-f3z  +  ü)=0 

durch  eine  Gerade  gehen. 

30.  Vier  Ebenen  eines  Punktes.  Wenn  die  vier  Ebenen 

El  .  .  .  a^x +  biy  4-c,  z  +  dl 

E2  .  .  .  a.2  X  -j-  b.j  y  -f-  0-2  z  -f-  d2 

E3  .  .  .  a3  X  +  bg  y  +  C3  z  +  d3  =  0: 

E.i  .  .  .  a4  X  -f  b4  y  +  C4  z  4-  d4  =  0 


=  0 


0 
0 


durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  sollen,  können  deren  Glei- 
chungen nicht  von  einander  unabhängig  sein,  sondern  es  muss  zwischen 
den  Coöfficienten  derselben  eine  Beziehung  bestehen;  zu  dieser  gelangt 
man  durch  die  Erwägung,  dass  die  Coordinaten  des  Schnittpunkte? 
von  drei  Ebenen  der  Gleichung  der  vierten  gentigen  müssen.  Der 
Schnittpunkt  der  Ebenen  Ei,E2,  E3  z.  B.  hat,  wenn  man  die  Coefti- 
cienten  der  vierten  Gleichung  zu  Hilfe  nimmt,  die  Coordinaten 

A,  B4  C4 

x._j^^,    y.— ^)^,    2.  — um- 
setzt man  dieselben  in  die  vierte  Gleichung  ein,  so  folgt 


A4 


B4 

Ü4 


a.-+b4;;^+c,-+d,;^ 


C4 

Ü4 


?1 
D4 


0, 


oder 


a4  A4  -f  b4  B4  +  C4  C4  +  d4  D4  =  0 


und,  weil  der  Ausdruck  links  die  Entwicklung  der  Determinante  aus 
den  Coöfficienten  aller  vier  Gleichungen  nach  der  vierten  Zeile  darstellt. 


i»!  bi  Ci  dj 

I  a2  b2  C2  d2 

ja.,  b;,  Cj  dj 

l&t  bj  64  d4 


0 
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als  Bedingung  dafür,  dass  die  vier  Ebenen  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Ebenen 

2x+  y  +z  +  l  =  0; 
x+3y+z  +  l=0; 


2x 

gehen  durch  einen  Punkt,  weil 

1 

2 
1 


y  -\-  z  -{- 1.  =  0 


1 
1 

3 

2  —  1 


1 
1 
1 
1 


1 
1 
1 
1 


0. 


b)  Man  zeige,  dass  die  Ebenen 

X  +  y  +1  =  0; 

y+     z— 5  =  0; 
2x  -j- 3z  — 1  =  0; 

x  +  8y  — 3z  — 8  =  0 

durch  einen  Punkt  gehen. 

e)  Wie  groß  muss  t  sein,  damit  die  vier  Ebenen 

2x  +  y4-t  =  0;  y  — 3z  =  0;  4x  +  z-|-3  =  0;  x-fy  +  z=0 

oder 

X  — y  =  0;  tx  +  y-|-2z  — 1  =  0;  x  — 2ty  — 2z  =  0; 

x  +  y +  bz-f  1=0 

durch  einen  Punkt  gehen? 

d)  Man  bestimme  m  derart,  dass  die  Ebene  der  Punkte  O;  P|  (1,  1, 1);  Pj  (2,0,  m) 
den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

X  —  z=:0;  x-|-y  —  5  =  0;  x  —  y  —  3  =  0 

enthalte. 

31.  Eckpunkte,  Volum,  Seitenflächen   und   Oberfläche  des 
von  vier  Ebenen  bestimmten  Tetraeders.  Die  Ebenen 

El  .  .  .  ai  X  -f-  bi  y  +  Ci  z  +  dl  =  0; 
E2  .  .  .  a2  X  -f  bi  y  +  C2  z  -f  d2  =  0; 


E3  .  .  .  a^  X  +  bs  y  +  C3  z  +  da 


0; 
0 


E4  .  .  .  a4  X  -|-  b4  y  +  C4  z  4-  d4  = 

bestimmen  ein  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte  Pi,  P2,  P^,  P4  den  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  entsprechend  bezeichnet  seien,  so  dass 
der  Eckpunkt  Pi  der  Ebene  Ej  gegenüber  liegt.   Die  Coordinaten  der 

Bndisarljeyiö  u.  Mikata,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.   T.  Bd.  24 
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Eckpunkte  ergeben  sich  durch  Auflösung  von  je  drei  Gleichungen, 
wobei  die  Coöfficienten  der  übrigbleibenden  für  die  symbolische  Dar- 
stellung benützt  werden  können.  Man  findet  auf  diese  Art 


_Ai 


72  = 


B, 


D,' 


^ 


-^^ 


D,' 


^3-d;' 

_B3 

-Ca. 


z.. 


_A4 

_B^ 
y<  ~  D/ 


wenn  unter  Ai,  Bi,  Ci,  Di  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  ai,bi,Ci.di 
in  der  aus  den  Gleichungscoöfficienten  gebildeten  Determinante 

^1  ^i  ^1  ^1 

fl'2    "2    C2    U2 


A  = 


%  b3  C3  03 


a4  b4  C4  d4 

verstanden  sind. 

Irgend  eine  Höhe  hi  des  Tetraeders   ist   der  senkrechte  Abstand 
des  Punktes  Pi  von  der  Ebene  Ei,  daher 


Ai 


B 


Ci 


,  Ell 


ai  f^  +  bi ...  +  Ci ,.  4-  d 


Di 


Di 


D, 


D,   '  "'Di_a,A,  +  biBi  +  CiC,  +  diDi. 


Pi 


piDi 


hi  =  — .^ 
PiDi 


Für  das  Volum  V  findet  man 


6V  = 


Ai 

Bi 

Ct 

Dl 

Dl 

Dl 

Dl 

Dl 

A2 

B2 

C2 

D, 

D, 

D, 

D2 

D, 

A3 

B3 

C3 

Ds 

D3 

D3 

D3 

D3 

A4 

B. 

C4 

D4 

Ai  Bi  Gl  Dj 

A2  B2  ^2  ^2 
-^3  ^3  C3  D3 

A4  B,  C,  D,  i. 
Dl  D2  D3  D, 


D4     D,     D«     D, 


also 


6V  = 


A= 


Dl  D2  D3  D4 

Ist  fi  der  Inhalt  der  Seitenfläche  in  der  Ebene  Ei,  so  erhält  man, 
weil  6V  =  2fihi 


{ 
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2-       6V      A* p.D,  ^     piDiA' 

^'        h,       D1D2D3D/    A        DiDjD3D4' 
demnach  die  doppelte  Oberfläche  des  Tetraeders 

(p,  Dt  +  P2  D2  +  P3  D3  +  P4  D4)  A'' 
^'^-  D1D2D3D, 

Aufgabe. 

Man   berechne    die  Coordinaten    der  Eckpunkte,    die    Höhen,    das  Volum,    die 
Seitenflächen  und  die  Oberfläche  des  von  den  Ebenen 

2x-]-y+2z—  5=0; 
6x  — 2y-i-3z—  7  =0; 
x+4y  — 8z+  3  =0; 
6x— 2y  — 9z—  8=0 

bestimmten  Tetraeders. 

32.  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen.  Die  au» 

den  Gleichungen  £^  =  0  und  E2^=0  durch  lineare  Combination  mit 
Hilfe  der  Factoren  \  und  X2  abgeleitete  Gleichung 

XiEi  +  X2E2  =  0 (5a 

stellt  eine  Ebene  E3  vor,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Ep 
und  E2  geht.  Denn  sie  ist  vom  ersten  Grade  und  wird  von  den  Co- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  Pg  der  Schnittlinie  befriedigt,  indem 
durch  Einsetzung  Eig  und  E2g  einzeln   verschwinden.   Dividiert   man 

durch  Xf  und  setzt  r^  =  —  X,  so  nimmt  die  combinierte  Gleichung  die 

Form 

El  — XE2=0 (51 

an.  So  lange  es  freisteht,  den  Factoren  X^,  X2  oder  X  beliebige  Werte 
zu  ertheilen,  kann  jede  der  beiden  Gleichungsformen  eine  ganz  beliebige, 
durch  die  Schnittlinie  gehende  Ebene  vorstellen.  Wenn  aber  diese  eine 
bestimmte  Lage  haben  soll,  dann  müssen  die  Factoren  bestimmte 
Wertverhältnisse  oder  Werte  annehmen. 

Soll  z.  B.  die  Ebene  E3  durch  einen  gegebenen  Punkt  Pq  gehen, 
muss 

Eio  —  ^  E20  =  0, 
also 

sein.  Die  Ebene  E3  wird  daher  durch 

24* 


372  Dritter  Theil.    II.  Abtheilung.    2.  Abschnitt. 

oder  in  mehr  symmetrisclier  Form  durch 

El E2^  _  Q 

dargestellt. 

Wenn  aber  E3  die  gegebene  Richtung  a :  b  :  .c  enthalten  soll. 
dann  muss  ihre  Normale  zu  dieser  Richtung  senkrecht  sein. 

Ordnet  man  das  Polynom  der  Gleichung  E^  — XEj^O,  so 
erhält  sie  die  Form 

(a^  —  Xaj)  X  +  (bi  — Xbi)  y  +  (Ci  —  Xca)  z  +  {A^  —  Xd^)  =  0, 
also  hat  E3  die  Normalenrichtung 

(a^  —  X  a2) :  (b^  —  X  b2) :  (c^  —  X  C2); 
demnach  muss  in  diesem  Falle 

a  (a^  —  X  a2)  -\-  b  (b^  —  X  b2)  -|-  c  (Cj  —  X  C2)  =  0 
und 

' ai  a  -f-  bi  b  -|-  Ci  c e^ 

a2  a  -[~  ^2  b  4"  ^2  c        62 

sein,  wenn  e^  und  62  leicht  verständliche  Abkürzungen  bedeuten.  Die 
Gleichung  der  Ebene  E3  ist  jetzt 

Sind  die  Gleichungen  der  Ebenen  E^  und  E2  in  der  Normalform 
N^  =  0  und  N2  =  0  gegeben,  so  tritt  die  geometrische  Bedeutung  des 
Factors  X  in  der  combinierten  Gleichung 

Ni  — XN2  =  0 

deutlich  hervor.   Liegt  nämlich   der  beliebige  Punkt  Pq  auf  E3,  so  ist 

N,o-XN2o  =  0; 

oder,  weil  N|o  und  N20  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  Po  von 

El  und  E2  darstellen, 

^_t^_s_inE^_ 

t2o        smE2E3  ^    ^    •^^' 

d.  h.  X  ist  gleich  dem  Sinustheilverhältnis  der  Ebene  E3  in  Bezug  auf 
die  Ebenen  E^,  E2.  Danach  erkennt  man  leicht  die  Bedeutung  von  '^ 
in  der  Gleichung 
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Da  nämlich  --  =  N^;  -'-  =  N2,  also  E^  =  p^  N^;  E2  =  P2  N2  ge- 

Pi  P2 

setzt  und  dieser  Gleichung  die  Form 

pi  Ni  —  X  P2  N2  =  0 


oder 


'         Pi 


}  °^»  !;:k;±^|=o} 


gegeben  werden  kann,  ist  nun 

^  — ■  =  (El  E2  E3), 
Pi 

also 

X  =  -^  (El  E2  E3), 
P2 

d.  h.  X  ist  zwar  nicht  mehr  dem  Sinustheilverhältnisse  gleich,  aber  doch 

proportional.  Daher  sind  die  Ebenen  E3  und  E4  mit  den  Gleichungen 

Ej  —  XE2 

El  -]-  X  E2 

harmonisch  in  Bezug  auf  die  Ebenen  Ei  und  E25  denn  man  hat 

Pi  Pi    \ 

(E.E,E,)  =  -^X=       ^.^,        . 

pl  Pl       Ai 

mithin 

(El  E2  E3)  =  —  (El  E2  E4). 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Ebenenpaaren 

Ni-XN2  =  0/  XiNi+X2N2  =  0i 

Ni+XN2  =  0I  XiNi  — X2N2  =  0/' 

Sind  insbesondere  E3  und  E4  die  Halbierungsebenen  der  Winkel, 
welche  die  Ebenen  Ej  und  E2  bestimmen  und  liegt  E3  in  dem  Theile 
des  Raumes,  dessen  Punkte  gleich  bezeichnete  Abstände  von  Ei  und 
E2  haben,  E4  dazu  senkrecht,  so  ist  (E,  E2  E3)  =  1;  (Ei  E2E4)  =  —  1, 
so  dass  durch  die  Gleichungen 


l      P2       [ 


^^-^^  =  ^1     oder      P*         P^  !     ....     (52 

0^  El    E2      r 

Pl  P2 


N,  +  N,  =  Oi      —     h^h^o\     ■     ■     ■     ■ 


die  Winkelhalbierungsebenen  dargestellt  erscheinen. 
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Drei  Ebenen  Ei,E2,E3  gehen  durch  eine  Gerade,  wenn  sich  drei 
Factoren  Xi,X.2,X3  finden  lassen,  so  dass 

X^  El  -f"  ^  ^2  -|-  X3  E3  ^  0. 
(Vgl.  Art.  21,  IV).  Denn  es  ist  dann  z.  B.- 

Xi  El  ^=^  —  (^  E2  +  ^3  E3), 

d.  h.    die  Gleichung  E^  =  0   linear   combiniert   aus   den  Gleichungen 
E2  =0,  £3  =  0  u.  s.  w. 

Anmerkung.  Wenn 

El  —  X'Ek  =  0;  Ei  —  X"Ek  =  0 

die  Gleichungen    der  Ebenen  E',  E''  sind,    welche    durch    die  Schnittlinie  der  Ebenen 
E,  und  Ek  gehen,  so  ist 

(Ei  Ejt  E'  E")  =  rj^  5 

daher  repräsentieren  die  Gleichungen 

El  —  XE2  =  0;  E3  —  XE4  =  0 

zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  sobald  X  als  willkürlicher  Parameter  angesehen  wird. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Eine  Ebene,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen 

2x  +  2y+     z  — 4  =  0; 
6x-[-3y +  2z  — 6  =  0 

geht,  hat  die  Gleichung 

(2x  +  2y  +  z— 4)  —  X(6x  +  3y  +  2z  —  6)  =  0, 

oder 

(2  ~  6X)  X  +  (2  —  3X)  y  +  (1  —  2X)  z  —  (4  —  6X)  =  0. 

Geht  sie  noch  durch  den  Punkt  Pg  (5, 3,  2),  ist 

(10  +  6  -f  2  —  4)  —  X  (30  +  9  +  4  —  6)  =  0; 

^^-37' 

also 

—  10x4- 32y  + 9z  — 64  =  0 

ihre  Gleichung. 

Enthält  sie  die  Richtung  1  :  1  :  1,  ist 

2  — 6X  +  2  — 3X  +  1  — 2X  =  0; 

^-11' 

daher  ihre  Gleichung 

—  8x  +  7y  +  z  — 14  =  0. 
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Sie  ist  in  diesem  Falle  senkrecht  zu  jeder  Ebene  der  Stellung  1:1:1. 
Endlich  sind  die  Gleichungen  der  Winkelhalbierungsebenen 

2 X  +  2 y  +  z  — 4  _  6x  +  3y +  2z  —  6  _  ^ 
3-  +  7  -  0, 

oder  einzeln 

—  4x  +  5y  +  z— 10  =  0;    32x  +  23y  +  13z  —  46  =  0. 

b)  Die  Ebenen 

2x  +  3y  +  4z  — 12  =  0; 

x  +  2y  +  3z—    6  =  0; 
4x  +  5y +  6z  — 24  =  0 

gehen  durch  eine  Gerade,  denn  es  ist 

3  (2x  +  3y  +  4z  —  12)  —  2  (x  +  2y  +  32  —  6)  — 
—  (4x  +  5y  +  6z— 24)  =  0 

und  z.  B. 

4x4-5y4-6z  — 24-^3(2x  +  3y  +  4z  — 12)  — 
— 2(x+2y+3z— 6). 

e)  Man  lege  dnrch  die  Schnittlinie  der  Ebenen   ' 

8x4-4y+    z—    8  =  0; 
2x  +  6y  +  9z  — 18  =  0 

eine  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  Pq  ( —  2, 3, 1)  geht,  ferner  die  zu  dieser  senkrechte 
Ebene.  Überdies  stelle  man  die  Gleichungen  der  Winkelhalbierungsebenen  auf. 

33.  Ebene  durch  den  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen.    Die 

aus  den  Gleichungen  E^  =  0;  E2  =  0;  £3=0  durch  lineare  Com- 
bination  mit  Hilfe  der  Factoren  X^,  X2,  X3  abgeleitete  Gleichung 

X^  Ej  -)-  X2  E2  -p  X3  E3  =  0 (53 

stellt  eine  Ebene  E4  vor,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 
Ej,  E2,  E3  geht.  Denn  sie  ist  vom  ersten  Grade  und  wird  von  den 
Coordinaten  des  Schnittpunktes  Pg  befriedigt,  indem  durch  Einsetzung 
Eis,  EggjEss  einzeln  verschwinden. 

Die  nach  x,  y,  z  geordnet^  Gleichung  lautet 

(a^Xi  -f  a2  X2  -f  a3  X3)  X  4-  (b^  X^  +  b2X2  +  b3  X3)  j  -f 
+  (Ci  >^i'+  C2  X2  +  C3 X3)  z  -f-  (dl  X^  4-  d2 X2  +  d3  X3)  =  0. 

So  lange  die  Wahl  der  Factoren  X^,  X2,  X3  freisteht,  kann  die 
Gleichung  jede  durch  Pg  gehende  Ebene  repräsentieren.  Wenn  aber 
diese  eine  bestimmte  Lage  haben  soll,  müssen  die  Factoren  bestimmte 
Wertverhältnisse  aufweisen. 
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also 


Soll  z.  B.  die  Ebene  E4  durch  die  Punkte  Pi  und  Pk  gehen,  muss 

Aj^  Ell  ~i     ^2  Efii  ~\~  A3  Esi  =:  O5 

^1  Eik  -\r  ^2  E2k  -f"  ^3  Esk  =  0, 


A^ :  Ä2  :  A3  — 


E2i 

Esi 

# 

E31 

Eli 

a 

Eli 

E2i 

Esk 

Esk 

• 

Esk 

Eik 

• 

Eik 

E2k 

sein  und  die  Gleichung  derselben  wird 

El     E2     E3 
Eli    E2i    Eai 
Eik  Ejk  Esk 


=  0. 


Wenn  in  der  Ebene  E4  die  Richtungen  Oi :  bi :  Ci  und  ak  :  bk  :  Ck 
enthalten  sein  sollen,  ist  die  Normale  der  Ebene  zu  diesen  senkrecht, 
so  dass  die  Gleichungen 

(a^X^ + a2  X2 + ag  X3)  ai  +  (bj  Xj +b2  X2 +b3  X3)  bi  4- (ci  Xj  +  C2  ^2 +C3  X3)  Ci  =  0: 
(aiXi+a2X2+a3X3)ak+(biXi+b2X2+b3X3)bk+(ciXi  +  C2X24-O3X3)ck  =  0 

oder  wenn    man.  zur  Abkürzung  aiai-|-bibi-|-CiCi  =  eii  u.  s.  w.  setzt 

die  Gleichungen 

Xi  eil  +  X2  e2i  +  X3  esi  =  0; 

Xi  eik  +  X2  e2k  +  X3  e8k=  0 

bestehen.  Analog  wie  oben  erhält  man  nun 

Ei     E2     E3  ! 

cii     621     esi     =  0 

Glk      e2k     ©Sk 

als  Gleichung  der  Ebene  E4. 

Soll  endlich  E4  die  Stellung  a  :  b  :  c  haben,  so  muss  die  Richtung 
ihrer  Normalen  mit  der  Richtung  a  :  b  :  c  tibereinstimmen.  Daher  sind 
X^,  X2,  X3  so  zu  bestimmen,  dass 

^l\  +  »2  X2  4"  %  ^3  =  ^  ^1 

bi  X^  4"  ^2X2  +  b3X3  =  Xb; 

Cj  \  +  C2  X2  -f  C3  X3  =  X  c 

wird,   wo  X  einen  beliebigen  Factor   bedeutet.    Durch  Elimination  der 
Factoren  X^,  X2,  X3,  X  aus  diesen  Gleichungen  und  aus 

El  Xi  -j-  E2  X2  +  E3  X3  =  0 

erhält  man  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Form 


E^     E2      Ej 


»1 


8^ 
Cj 


83 
bs 


0 
a 
b 
c 


=  0. 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Ebene,  welche  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

E,  .  .  .  X  +  y  +  z  -  1  =0; 
E2  .  .  .2x+  y  4-3z—  6  =0; 
Ej  .  .  .5x-f  2y-|-   z  —10=0 

mit  den  Punkten  Pi  (1,3,2);  Pk(ö,  1, 2)  verbindet,  hat  die  Gleichung 

El      E.2      Ej 


5      5      3 

7     11     19 


=  0 


oder 

62  El 

demnach  reduciert  und  geordnet 


74E2  +  20E3  =  0, 


x  +  2y  — 10  z  +  13  =  0. 

b)  Die  £bene,  welche  durch  denselben  Schnittpunkt  wie  in  Aufg.  a)  geht  und 
die  Sichtungen  1:3:2;  5:1:2  enthält,  wird  durch  die  Gleichung 


El      E2      Ej 

6     11     13 
8     17     29 


=  0 


oder 


und  geordnet 


98 El  —  70  E2  -}-  I4E3  =  0 


2x  +  4y  — 7z  +  13  =  0 

repräsentiert. 

c)  Die  Ebene,  welche  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

E^  .  .  .  X  —  y         =0; 
E2  .  .  .  x-fy— 1  =  0; 


K 


z 


1=0 


enthält  und  die  Stellung  2:2:1  hat,  wird  durch  die  Gleichung 


El      E2      E3     0 
110      2 

—  110     2 
0      0      11 


=  0 


ausgedrückt,  welche  entwickelt 

und  reduciert 
lautet. 


4E2  +  2E3  =  0 

2x  +  2y  +  z  — 3  =  0 
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d)  Man  legfe  durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

x+  y  +2z—  9  =0; 
2x—  y  —  z  —  2  =0; 
3x  — 2y+   z  —17  =  0 

eine  Ebene,  welche  ihn  mit  dem  Nullpunkte  und  dem  Punkte  Pg  (2,  5, 3)  verbindet, 
eine  Ebene,  welche  die  Bichtungen  2:0:3  und  —  2:3:  —  5  enthält,  endlich  ein& 
Ebene  der  Stellung  1:1:1. 

34.  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen.  Wenn 
eine  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  P.  von  drei  Ebenen  Ei  =  0; 
E2  =  0;  £3=0  gehen  soll,  ist  sie  durch  ein  Gleichungssystem  von 
der  Form 

X^  Ej  -f-  ^  ^2  =  0 


X2  E2  -}-  X3  E3 


=  0/ 


bestimmt,  denn  dieses  wird  oflFenbar  von  den  Coordinaten  des  Punktes 
Pg  befriedigt;  seine  Gleichungen  repräsentieren  zwei  Ebenen,  welche 
durch  zwei  von  den  Schnittlinien  der  Ebenen  E^,  E2,  E3  gehen  und  sich 
in  der  Geraden  schneiden.  Die  Factoren  X^,  X2,  X3  ergeben  sich  aus  den 
Bedingungen,  welchen  die  Gerade  außerdem  zu  entsprechen  hat. 

Soll   dieselbe  z.  B.  noch   durch   den  Punkt  P©  gehen,   so   findet 
man  durch  Einsetzung 

^i  ^10  +  ^  E20  =  0;     V-  "=  —  tt-  ; 
^2  ^20  +  ^3  E30  =  0',     y-  =  —  ^pT" 

^%  -«^20 

und  damit  das  Gleichungssystem  der  Geraden  PgPo,  welches  in  der 
Form 

Ejo        E20        E30 

dargestellt  werden  kann. 

Wenn   die   durch   Pg    gehende   Gerade   die    gegebene   Richtung 
a :  b :  c  haben  soll,  kann  sie  als  Schnitt  der  Ebenen  (Art.  32) 

®2  ®3 

angesehen  werden,  welche  diese  Richtung  enthalten  und  durch  P, 
gehen;  sie  hat  also  das  Gleichungssystem 
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El  -_  ^2  __.  5?3  . 

e^        02        63 

Hievon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  die  Höhenlothe  eines  Tetraeders  durch 
ihre  Gleichungsysteme  darzustellen.  Sind  nämlich  die  Gleichungen  der  Seitenflächen 
in  der  Normalform  gegeben,  so  geht  das  dem  Eckpunkte  P4  entsprechende  Höhenloth 
durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  N,  =0;  N2  =  0;  N3  =  0  und  hat  die  Richtungs- 
coordinaten  04,  ß4,Y4«  Daher  ist  e,4  =  a,  04  +  ßj  ^^  -(-^1X4  =  <5os  n^  n4  u.  s.  w.;  dem 
Höhenloth  entspricht  das  Gleichungssystem 


Nl  N2  N; 


3 


COS  n^  n^       cos  n2  n4       cos  n3  n^ 

u.  s.  w. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

El  .  .  .  x  +  2y +  3z  — 12  =  0; 
E2  .  .  .  3x  +  2y-[-  z  — 12  =  0; 
E3     .     .     .     2x-f  3y-(-3z  — 18  =  0 

mit  dem  Punkte  Pq  (2, 5, 1)  verbindet,  hat  das  Gleichungssystem 

El  E2  E3 

3  ■"  5         4  ' 

d.  h.  es  schneiden  sich  in  ihr  die  Ebenen 

5E,  —  3E2  =  0-,    4Ei  — 3E3  =  0;    4E2  — 5E3  =  0, 

deren  geordnete  und  reducierte  Gleichungen 

X  — y  — 3z  +  6  =  0;    2x-fy  — 3z  — 6  =  0; 
2x  — 7y  — llz-f  42  =  0 

lauten. 

Wenn  die  durch  den  Schnittpunkt  der  gegebenen  Ebenen  gehende  Gerade  die 
Richtung  1:1:1  haben  soll,  ist 

El  __  E2  __  E3 

6         ö  ~  8 

ihr  Gleichungssystem  und  es  gehen  durch  sie  die  Ebenen 

El  —  E2  =  0;    4Ei  —  3E3  =  0;    4E2  —  3 Ej  =  0, 

oder 

X  — z  =  0;     2x  +  y  — 3z  — 6  =  0;     6x  — y  — 5z  +  6  =  0. 

b)  Die    Verbindungslinie    des  Schnittpunktes    der  Ebenen    Ej,E2,E3    mit    dem 
Kulipunkte  hat  das  Gleichungssystem 

El  E2 E3 

dl  d2  dg 
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c)  Man  verbinde  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

3x  — 2y  —     z+    6  =  0; 

X —     y  —  2z —    4  =  0; 

5x  +  3y  —  3z  —  46  =  0 

mit  dem  Nullpunkte  und  dem  Punkte  P(,  (5,  2,  7) ;  femer  lege  man  durch  denselben 
die  Lothe  zu  den  Ebenen 

x  +  y  —  3  =  0;    x  +  y  —  z  =  0;     y  —  z  =  0. 

35.  Winkelhalbierungsebenen  des  Tetraeders.  Ein  Tetraeder 
sei  durch  die  Gleichungen 

Ni=0;    N2  =  0;     N3  =  0;    N4  =  0 

seiner  Seitenflächen  gegeben  und  es  möge  —  was  immer  erreicht 
werden  kann  —  ein  Punkt  im  Inneren  des  Tetraeders  gleich  bezeichnete 
Abstände  von  allen  Seitenflächen  haben.  Dann  sind 

Ni— N2  =  0;    Ni  — N3=0;    N^  —  N4  =  0; 
N2  -  N3  =  0;    N2  —  N4  =  0;    N3  —  N4  =  0 
die  Gleichungen  der  inneren, 

Ni  +  N2  =  0;    Ni+N3  =  0;    N,  +  N,  =  0; 
N.,  +  N3=0-,    N,  +  N4=0;    N,  +  N,  =  0 

die  Gleichungen  der  äußeren  Winkelhalbierungsebenen. 

Die  ersten  sechs  Ebenen  gehen  durch  einen  Punkt,  welchen 
irgend  drei  von  ihnen  bestimmen,  die  einander  nicht  in  derselben 
Geraden  schneiden,  z.  B.  die  Ebenen 

N,  —  N2  =  0; 
Ni  —  N3  =  0; 
N,  ~N4=0; 
denn  es  ist 

(Nj  -  N3)  -  (Nj  -  N.,)  =5  N,  _  N3 ;  (N,  -  NJ  -  (Ni  -  N3)  =  N3  -  N, : 

(N,  -  N,)  -  (Ni  -  N,)  -  N,  -  N4, 

also  gehen  die  Ebenen 

N2-N3=0;    N3-N4=0;    N.,-N4=0 

durch  die  Schnittlinien  jener  drei  Ebenen,  somit  auch  durch  deren 
gemeinsamen  Punkt. 

Ebenso  gehen  je  drei  äußere  und  drei  innere  Winkelhalbierungs- 
ebenen durch  einen  Punkt,  z.  B. 
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Ni4-N2  =  0;    Ni  +  N,=0;    Nj  +  N,  =  0 
N2-K,  =  0;    N2-N^  =  0;    N3  -  N,  =  0, 

was  auf  dieselbe  Art  bewiesen  wird. 

Die  äußeren  Winkelhalbierungsebenen  gegenüberliegender  Kanten 
des  Tetraeders  schneiden  einander  in  den  drei  Geraden 

Nt  +  N,  =  0(.     N,+N,  =  0)       N,+N,  =  Oi 
N3  +  N4  =  0f'     N2  +  N4=0/'     N,,  +  N3  =  0r 

welche  insgesamrat  in  der  Ebene 

Ni  +  N,  -f  N,  +  N4  =  0 

liegen,    weil    deren  Gleichung   aus  jenen   einer  jeden    von    den    drei 
Geraden  durch  Addition  hervorgeht. 

36.  Ebenencoordinaten.  Nach  dem  Gesetz  der  Reciprocität  sind 
Punkt  und  Ebene  im  Baume  reciproke  Elemente.  Es  liegt  daher  nahe, 
die  Untersuchungen  der  analytischen  Geometrie  dadurch  zu  vervoll- 
ständigen, dass  man  die  Ebene  —  ebenso  wie  bisher  den  Punkt  — 
durch  Coordinaten  bestimmt  und  diese  der  Lösung  geometrischer  Auf- 
gaben zugrunde  legt. 

I.  Unter  den  verschiedenen  Bestimmungsstücken  einer  Ebene  hat 
man  der  Zweckmässigkeit  wegen  die  negativen,  reciproken  Werte  der 
Axenabschnitte  a,  b,  c  als  Coordinaten  gewählt.  Bezeichnet  man  sie  mit 
S,  7],  C5  so  ist  durch 

?  =  --•      =-  — •  C=  -  ^- 
a  '    ^  b  '  c 

die  Ebene  festgelegt,  denn  man  hat  a= .-;  b  = ;c  =  —  ^ 

und  kann  damit  dieselbe  construieren.    Setzt   man  diese  Werte  in  die 
Gleichung 

a         b  c 

der  Ebene  ein,  so  geht  daraus  die  Gleichung 

$x  +  Yiy  +  Cz  +  l  =  0 
hervor.  Für  einen  Punkt  P^  der  Ebene  ist 

Sxo  +  Yjyo  -f  Czo  +  1  =0. 

Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung  £,  yj,  C  als  unbestimmte  Größen, 
so  drückt  dieselbe  aus,  dass  jede  Ebene,  deren  Coordinaten  ihr  genügen. 


382  Dritter  Theil.    11.  Abtheilung.    2.  Abschnitt. 

durch  Po  geht.  Denn  sobald  ein  Wertsystem  Si,  iQi,  Ci  aus  der  Gleichung 
berechnet  wurde,  ist 

SiXo  +  >liyo  +  Ci  zo  + 1  =  0, 
d.  h.  die  Coordinaten  von  Pq  genügen  der  Gleichung 

Six  +  7]iy  +  Ci z -[-  1  ==  0 

der  von  den  Coordinaten  Si,  r^i^  Ci  bestimmten  Ebene  Ei.  Da  also  durch 
die  Gleichung 

3^0  £  +  yo  "yi  +  zo  c  4- 1  =  0 (54 

die  Gesammtheit  der  Ebenen  charakterisiert  ist,  welche  durch -Po  gehen, 
wird  sie  die  Gleichung  des  Punktes  Pq  genannt,  und  zwar  liegt  hier 
die  sogenannte  Normalform  vor.  Die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades 
in  Ebenencoordinaten 

a£  +  b7]  +  cC  +  d  =  0 (55 

lässt  sich  mittelst  Division  durch  d  auf  die  Normalform 

a     b 
überführen,   stellt   daher    den  Punkt   vor,   dessen  Coordinaten  -^?  -,  ? 
'  d     d 

c 
-T-  sind.    Die  Richtung  von  dem  Nullpunkte  nach  diesem  Punkte  ist 

a      b       c 
durch  das  Verhältnis  -^   :  -,   :  -^  =  a  :  b  :  c   gegeben.    Die   speciellen 

Formen,  welche  aus  der  allgemeinen  Gleichung  hervorgehen,  wenn 
Coefficienten  Null  werden,  bedürfen  keiner  näheren  Erklärung: 

aS-f-b'^  +  <i  =  0;  Punkt  (-;,-?     ,-,  Oj  der  xy-Ebene; 

bir]-|-cC  +  d  =  0;  Punkt  10,  -,-5  -j- j  der  yz-Ebene; 

aS  4-  cC  +  d  =  0;  Punkt  (-|-,  0,  ^j  der  zx-Ebene; 

ag  +  d  =  0;  Punkt  T-^,    0,    OJ  der  x-Axe; 

bY]  +  d  =  0;  Punkt  (O,    -^,    Oj  der  y-Axe; 

c  C  +  d  =  0 ;  Punkt  fo,     0,  -|- j  der  z-Axe ; 


aS  +  b^  +  cC  =  0 
aS-|-bir]  =  0 
b7]-i-cC  =  0 

aS  +  cC  =  0 
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unendl.  ferner  Punkt  in  der  Rieht,  a :  b :  c; 

»  »  »        »»  »       a:b:0; 

>  »  »       >»  »       0:b:c; 

»  >  »        »»         >       a:0:c; 

die  unendl.  fernen  Punkte  der  x-,  y-,  z-Axe. 

Symbolisch  möge  künftig  die  Gleichung  des  Punktes  Pi  in  der 
allgemeinen  Form  durch  Pi  =  0,  in  der  Normalform  durch  Ni  =  0 
dargestellt  werden. 

Anmerkung.  Aus  den  beiden  Gleichungsformen  für  eine  Ebene 

U4-iy  +  Cz  +  i  =  0; 

«x+ßy+Yz+l  =0; 

folgert  man 

$:'»j:C:l  =  a:ß:T:l; 

s  =  -T-;  'J  =  -T-;  ^  =  4;  i  = 


1    '     '  1    '    '  1    '    •  |^$J_^^2_}_C2 

wovon  mitunter  vortheilhafter  Gebrauch  gemacht  werden  kann. 

II.  Die  Ebenen,  deren  Coordinaten  einer  beliebigein  Gleichung 

genügen,  bilden  eine  gesetzmäßig  angeordnete  stetige  Folge,  nmhüUen 
daher  eine  Fläche,  deren  Tangentenebenen  sie  sind.  Diese  Fläche 
ist  als  das  geometrische  Äquivalent  der  Gleichung  anzusehen.  Damit 
steht  die  Bedeutung  der  Gleichung  ersten  Grades  nicht  in  Widerspruch, 
wenn  man  den  Punkt  als  eine  geschlossene  Fläche  von  unendlich 
kleinen  Dimensionen  betrachtet.  Aber  es  kann  auch  irgend  eine  Linie 
—  mit  Ausnahme  der  Geraden  —  durch  eine  Gleichung  in  Ebenen- 
coordinaten  dargestellt  werden,  wie  die  Betrachtung  einer  Gleichung 
zwischen  zwei  Ebenencoordinaten,  z.  B. 

fii,  ■ri)  =  0 
zeigt.   Da  i  und  y]    in   der  xy-Ebene   die  Coordinaten   einer  Geraden 

sind,   welche   auf  den   Axen   die    Stücke   a  = ^-:  b  = ab- 

S  TT] 

schneidet,  stellt  die  Gleichung  in  der  x  y-Ebene  eine  Linie  vor.  Wenn 
ihr  die  Coordinaten  einer  Ebene  genügen  sollen,  so  geschieht  dies  bei 
beliebigem  C  bloß  durch  i  und  7],  und  zwar  wird  dadurch  der  Ebene  die 
Bedingung  auferlegt,  auf  der  x-  und  y-Axe  dieselben  Stücke  abzu- 
schneiden wie  eine  Tangente  der  Linie.  Also  geht  die  Ebene  durch  die 
Tangente  und    ist  eine  Tangentenebene  der  Linie.   Daraus  folgt,   dass 
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durch  jene  Gleichung  die  Gesammtheit  der  Ebenen  ausgedrückt  ist. 
welche  eine  Linie  der  x  y-Ebene  berühren  (umhüllen)  u.  s.  w.  Ebenso 
stellen  die  Gleichungen  cp  (yj,  C)  =  0;  ^  (S,  C)  =  0  Linien  der  y  z-  oder 
z  x-Ebene  vor.  Daraus  schließt  man,  dass  auch  eine  Gleichung  zwischen 
den  drei  Coordinaten  $,  yj,  C  eine  Linie  vorstellen  kann. 

Lässt  sich  das  Polynom  einer  Gleichung 

in  Factoren  zerlegen,  so  repräsentiert  sie  die  Gesammtheit  der  Flächen 
(Linien,  Punkte)  deren  Gleichungen  man  erhält,  wenn  man  die  einzelnen 
Factoren  gleich  Null  setzt. 

Durch  eine  algebraische  Gleichung  n*®°  Grades  in  Ebenencoordi- 
naten  wird  eine  Fläche  n*®^  Classe  dargestellt. 

Wenn  die  Coordinaten  einer  Ebene  zwei  Gleichungen 

A(S,7i,C)  =  0^ 
/,(S,  1,1,0  =  0/ 

genügen,  so  berührt  dieselbe  die  Flächen,  welche  durch  die  beiden 
Gleichungen  repräsentiert  sind;  daher  stellt  das  System  der  zwei 
Gleichungen  die  Gesammtheit  der  Tangentenebenen  von  zwei  Flächen, 
und  weil  durch  diese  eine  neue,  abwickelbare  Fläche  umhüllt  wiri 
die  »Developpable«  vor,  von  welcher  beide  Flächen  berührt  werden.  Eine 
solche  Fläche  kann  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  in  Ebenen- 
coordinaten  dargestellt  werden;  sie  steht  der  Schnittlinie  von  zwei 
Flächen  reciprok  gegenüber,  die  in  Punktcoordinaten  ebenfalls  durch 
zwei  Gleichungen  repräsentiert  wird.  (Berührende  Kegel-  oder  Cylinder- 
flächen  bei  zwei  Kugeln  u.  s.  w.) 

Insbesondere  werden  die  Gleichungen 

/(S,^,C)  =  0) 
Pi  =  0/ 

von  den  Coordinaten  jener  Ebenen  befriedigt,  welche  durch  den  Punkt 
Pi  gehen  und  die  Fläche  /(S,  y),  C)  =  0  berühren,  also  den  aus  Pi  an 
die  Fläche  gelegten  berührenden  Kegel  umhüllen.  Das  Gleichungssystem 
stellt  somit  diesen  Kegel  vor,  der  in  einen  Cylinder  übergeht  wenn  Pi 
unendlich  fern  ist.  Durch  das  Gleichungssystem 

/  (I,  7],  C)  =  0  » 
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wird  demnach  eine  Cylinderfläche  repräsentiert,  deren  Tangenten- 
ebenen der  z-Axe  parallel  sind,  welche  also  den  Umriss  der  Projection 
der  Fläche  auf  die  xy-Ebene  bestimmt;  die  Gleichung  des  Umrisses 
ergibt  sich  daher,  wenn  man  in  der  Gleichung  der  Fläche  C  =  0  setzt: 

/(5,iq,0)  =  0. 

Stellt   insbesondere   die  Gleichung  /  (S,  iq,  C)  =  0   eine  Linie   vor, 
so  drücikt  f{ijfi,0)  =  0  deren  Projection  auf  die  xy-Ebene  aus  u.  s.  w. 
Drei  Gleichungen 

fi  (5,  ^,  C)  =  0; 

A  (S,  1^,  0  =  0 

repräsentieren  die  gemeinsamen  Tangentenebenen  der  drei  Flächen, 
welche  durch  die  Gleichungen  dargestellt  sind,  also  eine  Gruppe  von 
Ebenen  in  beschränkter  Anzahl. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Alle  Ebenen,  we  che  von  einem  Punkte  Pq  den  gegebenen  senkrechten  Ab- 
stand r  haben,  sind  Tangentenebenen  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  in  Pq  und 
dem  Radius  r.  Die  Ebene  E  (5,  v],  C)  hat  die  Gleichung 

U  +  viy  +  Cz  +  l=0 

und  die  Distanzformel 

^_£x  +  7iy  4-Cz  +  l^ 

demnach  drückt  die  Gleichung 

^^£xo  +  7iyo  +  $Zo  +  1 

oder 

(x„$  +  y,7;  +  ZoC  +  1)2  -  r2  {i^  +  tj^  +  C^)  =  0 

aus,  dass  die  Ebene  E  von  P^  den  Abstand  r  hat ;  sie  stellt  also  die  Kugel  in  Ebenen- 
coordinaten  vor. 

Für  r  =s  0  reduciert  sich  die  Gleichung  auf 

und  repräsentiert  nun  den  Punkt  Pq,  der  als  Kugel  von  unendlich  kleinem  Radius  an- 
gesehen werden  kann. 

b)  Ein  Kreis  vom  Radius  r  habe  den  Mittelpunkt  in  Pq  und  seine  Ebene  habe 
die  Stellungscoordinaten  Oy,  ßo>  To-  Wenn  eine  Ebene  E  (Fig.  103)  den  Kreis  berührt, 
hat  der  Mittelpunkt  Pq  von  ihr  den  Abstand 

tß  =  r  .  sin  no  n. 

BadisftTlieyie  a.  Ifikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  25 
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Nnn  ist 


to  =  axo  +  ßyo+TZo+l 


sin^  Do  n 


Po  To  I     I    I  To  *o 

ß    T  I         iT    a 


+ 


«0  ßo 
a    ß 


,2 


Flg.  108. 


E 


demnach 


(axo  +  ßyo+YZo  +  l)*  =  r^[i 


ßo  To 
ß    Y 


+ 


To  «0 
T    a 


+ 


«0  Po 
a    ß 


1 


Setzt   man  jetzt,    um    die  Coordinaten  $,  y],  C    der  Ebene    einzuführen  a  =  U; 
^=1^];  Y  =  1C  und  unterdrückt  den  Factor  \\  so  erhält  man  die  Gleichung 


(^oS  +  yo^  +  zoC  +  i)2- 

-  r'  [(ßo  C  -  To  n)^  +  (To  S  -  «0  C)2  +  («0  ^ 

des  Kreises  in  Ebenencoordinaten. 

c)  Man  construiere  die  Ebenen 


P.  5)"]  =  0 


E,(-|,VJ).    E,(-i,-l,0);E,(|,0,-i); 

«'(»■-l'-D 


und  stelle  ihre  Gleichungen  auf. 

d)  Man  construiere  die  Punkte 

25  —  21]+    C  +  2 
3S  +  37J  +  3C  — 6 

und  gebe  die  Gleichungen  der  Punkte 


0; 
0; 
0 
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p,  (1,1,1);  P.(|,-|,|);  ^3(0, 11);  P. (3,0,0) 


an. 


37.  Verwendung  der  Ebenencoordinaten  bei  Aufgaben  über 
Funkte,  Geraden  und  Ebenen.  Um  das  Verständnis  des  Gebrauches 
der  Ebenencoordinaten  zu  fördern,  sei  eine  Reihe  von  Fundamental- 
aufgaben angeführt. 

I.  Der  Abstand  des  durch  seine  Gleichung 

aoS  +  bo7i4-CoC  +  do  =  0 

gegebenen  Punkte's  Pq  von  der  Ebene  Ei  (£i,  Y)i,  Ci)   wird  mit  Hilfe  der 

Coordinaten  -^5  -^j     ,—  desselben  und  der  Gleichung  £iX -|- Tjiy -|- 

Qq      do      dg 

-[-  Ci  z  -|-  1  =  0  der  Ebene  gefunden : 

»0  Si  +  bo  iQi  +  Co  Ci  +  do 


töi 


do  yVi''  +  7]i2  -f'Ci^ 


II.  Die  Schnittlinie  der  Ebenen  E,  (S^,  tj^,  Ci);  Ej  ($2?  fl2j  C2,)  ist 
senkrecht  zu  deren  Normalenrichtungen  i^ :  y)^  :  Ci  und  £2  •  '^7,  •  C25  hat 
daher  das  Richtunffsverhältnis 


I1  c, 

• 

Ct  Si 

• 

St  ^1 

•»12  C2 

• 

C2£2 

• 

$2    '»I2 

=  0. 


lU.  Um  die  Gleiclmng  des  Schnittpunktes  der  Ebenen  Ej  (ii,  tJj,  Ci)  ; 
E2  (^,  7)2,  C2);  Ej  (£3,  7)3,  C3)  aufzustellen,  hat  man  auszudrücken,  dass 
eine  Ebene  E  (4,  tj,  C)  durch  diesen  Punkt  geht  Mit  Hilfe  der  Gleichungen 
der  Ebenen  findet  man 

S    ■»)    C    1 

£i  ^1  C,  1 

^2    %    Cj    1 
£3    "»]$    C3    1 

IV.  Durch  lineare  Combination  der  Gleichungen  der  Punkte  Pi,  P2 

3ti5  +  yiir]  +  ZiC+l  =  0  oder  Ni  =  0; 
^5  +  y27i  +  z2C  +  l  =  0     »     N2  =  0 

erhält  man  die  Gleichung 

(Xl  S  +  yt  11  +  Zl  C  +  1)  —  X  (X2  $  +  72  7)  +  Z2  C  +  1)  =  0 


oder 


Ni_XN2  =  0 


26* 
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eines  Punktes  P35  aus  deren  Normalform 

i~x  ^^  i-x  ""+  i_jr^  +  ^  — ^ 

man  sieht,  dass  P3  auf  der  Verbindungslinie  PiP2  liegt  und  das  Theil- 
verhältnis  X  in  Bezug  auf  P^  und  Pj  besitzt.  Der  Factor  X  hat  also 
eine  geometrische  Bedeutung:  X=(PiP2P3). 

Aus  den  Gleichungen  in  allgemeiner  Form 

Pi  =  0; 

erhält  man  auf  demselben  Wege  die  Gleichung 

P  P 

oder  weil  N,  ::=    .," ;  No  =  -,^5 

N,-xiN2  =  0, 

so  dass  in  diesem  Falle  X  -j^  =  (P^  Pj  P3)  und   X  =  3^  (P^  Pj  P3),  also 

dl  dj 

der  Factor  X  dem  Theilverhältnisse  des  Punktes  P3  bloß  proportional 

ist.  Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  die  Punkte 

P,  .  .  .  Ni-XN2  =  0l  X,Ni  +  X,N2  =  0l 

P4  .  .  .  N,+XN2  =  0/  XiNi  — X2N2  =  0/ 

harmonisch  sind  zu  den  Punkten  P^  und  Pj;  ebenso  die  Punkte 

P,_XP2  =  0^  J^iPi+>4P2  =  0l 

P,-fXP2  =  0J  X,Pi— X2P2  =  0  J' 

Der  Halbierungspunkt  der  Strecke  P1P2  und  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Verbindungslinie  P^  P2  haben  die  Theilverhältnisse 
—  1  und  1,  daher  sind  ihre  Gleichungen 

—  4-  —  =  0 

N.  +  N,  =  01  d,  ^d, 

dl         dj 
y.  Das  Gleichungssjstem 

Pi  =  0» 
Pj  =  0/ 
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repräsentiert  die  Verbindungslinie  P^  P25  weil  es  nur  von  den  Co- 
ordinaten  jener  Ebenen  befriedigt  wird,  welche  durch  sie  gehen 
(speeieller  Fall  einer  Developpablen). 

VI.  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  Pi  P2  ist 

P^_XP2  =  0. 

Soll  der  Punkt  auch  in  der  Ebene  Eq  (So?  ^o^  Co)  liegen,  muss 

p 


-^10          "-^20           ^1 

p 

sein  und  die  Gleichung  des  Punktes  ist  nun 

P'     p^  -0 

P          P 

VII.  Das  Gleichungssystem 

Pi       Ol 

P2  — 0 

• 

P3-0 

repräsentiert  die  Verbindungsebene  Ev  der  Punkte  P^,  PjjPa?  weil  es  nur 
von  deren  Coordinaten  befriedigt  wird.  Diese  werden  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  erhalten. 

Die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Verbindungsebene  Ey  ist. 

\  Pi  -r  ^2  P2   I  ^3  P3  ^^  ö? 

denn  sie  wird  von  deren  Coordinaten  £y,  tQv,  Cv  befriedigt,  indem 
P1V.P2V,  Pst  einzeln  verschwinden. 

Vni.  In  dem  Dreieck  der  Punkte 

Ni=0;    N2  =  0;    N3  =  0 

sind  die  Halbierungspunkte  der  Seiten: 

Ni+N.2  =  0;    N2  +  N3  =  0;    N3  +  N,  =  0; 

die  unendlich  fernen  Punkte  der  Seiten: 

Ni  —  Nj  =  0;    N2  —  N3  =  0;    N3  —  Ni  =  0. 

Da  (N2  -J-N3)  —  (N3  -|-  Ni)=i:N2  —  N^  u.  s.  w.,  liegt  immer  der 
unendlich  ferne  Punkt  einer  Seite  auf  der  Verbindungslinie  der 
Halbierungspunkte  der  beiden  anderen,  also  sind  .diese  beiden  Geraden 
parallel. 

Die  drei  Schwerlinien  des  Dreieckes  sind  durch  die  Gleichungs- 
systeme 


890  Dritter  Theil.  II.  Abtheilung.  3.  Abschnitt. 

Ni  +  N2  =  0l       N2  +  N,  =  0l       N3  +  Ni=0j 
N3  =  0/'  N,  =0/'  N2  =  0I 

dargestellt  Durch  Addition  erhält  man  in  jedem  System  die  Gleichung 

Nt  +  N2  +  N3  =  0 

eines  und  desselben  Punktes,  durch  welchen  also  die  drei  Schwer- 
linien gehen  (Schwerpunkt). 

IX.  In  dem  Tetraeder  der  Punkte 

Ni  =  0;    N2  =  0;     N3  =  0;    N4  =  0 

sind  die  Schwerlinien  (Verbindungslinien  der  Eckpunkte  mit  den 
Schwerpunkten  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen)  durch  die  Glei- 
chungssysteme 

N,  +N,  +  N3  =  0l      Ni  +  N2  +  N,  =  0l      N, +N3  +  N,  =  0l 

N4  =  0i'  N3  =  0i'  N2  =  0J' 

N,  +  N3  +  N4  =  0 

ausgedrückt.  Durch  Addition  erhält  man  in  jedem  System  dieselbe 
Gleichung 

N,  +  N,  +  N3  +  N,  =  0 

eines  Punktes,  durch  welchen  also  die  vier  Schwerlinien  gehen  (Schwer- 
punkt). Durch  denselben  Punkt  gehen  auch  die  Verbindungslinien 

Ni+N2  =  0k     N.+N3  =  0j       Nj  +  N,=Oj 
N3  +  N4  =  0i'     N2  +  N4  =  Ol'     N2  4-N3  =  0/ 

der  Halbierungspunkte  gegenüberliegender  Kanten  des  Tetraeders. 
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3.  Abschnitt. 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

38.  Eintheilung.   Man  unterscheidet   folgende   Flächen   zweiter 
Ordnung: 

I.  Das  Ellipsoid  mit  der  Gleichung 

i^"  +  b^  +  "^  ~  -^  "^  ^- 


Flächen  zweiter  Ordnung. 
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Da  X  nur  Werte  zwischen  — a  und  a,  y  zwischen  — b  und  b, 
z  zwischen  — c  und  c  annehmen  kann,  wenn  imaginäre  Punkte  aus- 
geschlossen sind,  ist  das  Ellipsoid  eine  allseitig  begrenzte  Fläche,  welche 
der  Form  ihrer  Gleichung  wegen  von  jeder  Coordinatenebene  in  zwei 
symmetrische  Hälften  getheilt  wird,  also  den  Nullpunkt  zum  Mittel- 
punkt hat.  Die  Coordinatenebenen  sind  die  Hauptebenen,  die  Coordinaten- 
axen  die  Hauptdurchmesser  des  Ellipsoides.  Von  seinen  Hauptebenen 
wird  das  Ellipsoid  nach  den  Ellipsen  (Fig.  104) 


§+S-^=°'  S+'S-^=0' 


geschnitten,  welche  die  Hauptschnitte  heißen. 


Auf  den  Hauptdurchmessern  schneidet  es  drei  Paar  Scheitelpunkte 
in  den  Abständen  —  a  und  a,  —  b  und  b,  —  c  und  c  vom  Null- 
punkte aus;  a,b,  c  sind  die  Hauptradien  (Halbaxen)  des  Ellipsoides.  Die 
Schnittlinie  mit  einer  der  xy  im  Abstände  z^  parallelen  Ebene  hat 
die  Ellipse 


z 


a2    n-  1^2      .      q2 


+  ^-1=0 


oder 


+ 


r2 


a 


2 


0-5)  ''0-?^') 


—  1  =  0 
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zur  Projection,  ist  also  selbst  eine  dazu  congruente  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkte  in  dem  Punkte  Po(05  05Zo)  der  z-Axe  und  den  Halbaxen 

a^  =  a  l'  1 ^;  bi  =  b  y  1 ^2-  Wegen  des  constanten  Verhält- 
nisses a^  :  b^  =  a  :  b  sind  sämmtliche  der  x  y-Ebene  parallelen  Schnitt- 
ellipsen  ähnlich.  Für  z  =  +  c  wird  a^  =  bj  =  0  und  die  betreffende 
Ellipse  zieht  sieh  zu  einem  Punkt  zusammen.  Wird  (absolut  genommen) 
z  ^  c,  dann  sind  Halbaxen  und  Schnittellipse  imaginär.  Die  den 
beiden  anderen  Hauptebenen  parallelen  Schnittlinien  sind  ebenfalls 
Ellipsen. 

Sind  zwei  Halbaxen  des  EUipsoides  gleich,  z.  B.  a  =  b,  so  geht 
es  in  ein  Rotationsellipsoid  über  mit  der  z-Axe  als  Drehungsaxe: 

a2       ^c2       ^       "' 

denn  es  sind  nun  alle  Schnitte  parallel  der  x  y-Ebene  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkte  in  der  z-Axe. 

Das  EUipsoid  wird  eine  Kugel,  wenn  a  =  b  =  c;  seine  Gleichung 
nimmt  nun  die  Form 


x2  +  y2  -I-  z2  —  a2  =  0 


an. 

Die  Gleichung 


a»  ^  b«  ^  c«  ^  ' 


kann  durch  reale  Coordinaten  nicht  befriedigt  werden.  Man  nennt  ihr 
geometrisches  Äquivalent  das  imaginäre  EUipsoid.  Es  besitzt  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptdurchmesser  und  denselben  Mittelpunkt 
wie  das  entsprechende  reale  EUipsoid,  hingegen  die  imaginären  Halb- 
axen ai,  bi,  ci  und  nur  imaginäre  Punkte.  Demgemäß  stellen  die 
Gleichungen 

^-^  +  -2  +  1=0 
X2  +  y2  +  z2  +  a2  =  0 

ein  imaginäres  Rotationsellipsoid  und  eine  imaginäre  Kugel  vor. 
II.  Das  eintheilige  Hyperboloid  mit  der  Gleichung 

a2  ^  b^         c2  "• 


Flächen  zweiter  Ordnung. 


393 


Da  z  alle  Werte  von  —  c»  bis  -|-  oo  annehmen  kann,  x  und  j 
alle  Werte  von  —  oo  bis  -|-  ^  ™i*  Ausnahme  jener  erhalten  dürfen, 
für  welche 

x2         v2 

-  -  -4-  -^  <^  1 

a2  ^  b2  ^    ' 

erstreckt  sich  diese  Fläche  in 
das  Unendliche.  Die  Coordi- 
natenebenen ,  Coordinatenaxen 
und  der  Nullpunkt  sind  Haupt- 
ebenen, Hauptdurchmesser  und 
Mittelpunkt  des  Hyperboloides. 

Von  den  Hauptradien  sind 
zwei  real  mit  den  Längen  a,  b, 
der  dritte  ist  imaginär  und 
gleich  ci. 

Die  Fläche  wird  (Fig.  105) 
von  der  xy- Ebene  nach  der 
Ellipse 


a 


b2 


(Kehlellipse),   von  der  xz-  und 
yz-Ebene  nach  den  Hyperbeln 


a,' 


0; 


'2 


b2 


-^-1 


0 


geschnitten,  deren  Brennpunktsaxen  in  der  x-  und  y-Axe  liegen, 
während  die  Nebenaxen  (imaginären  Axen)  in  der  z-Axe  zusammen- 
fallen. Man  überzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  alle  Schnittlinien  parallel 
der  xy-Ebene  reale  Ellipsen,  jene  parallel  der  xz-  und  yz-Ebene 
Hyperbeln  sind.  Die  Fläche  ist  daher  zusammenhängend. 
Wenn  a  =  b,  stellt  die  Gleichung 


x^  +  y 


a 


' ::;,  —  1  =  0 


ein  eintheiliges  Rotationshyperboloid;    wenn  a  =  b  =  c,   in    der  Form 

x2  -f-  y2  _  z2  -  a2  =  0 
ein  gleichseitiges  eintheiliges  Rotationshyperboloid  vor. 
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Die  Gleichungen 


■2 


a- 


-  -^"  + 


--4-^-4- 


-1  =  0; 


1  =  0 


a2        b2  ^ 


Z' 


können  durch  Vertauschung  von  Coordinatenaxen   auf  die  behandelte 
Form  zurückgeführt  werden,   stellen    daher  keine  neuen  Flächen  vor. 

III.  Das  zweitheilige  Hyperboloid  mit  der  Gleichung 

.2 

—  1  =  0. 

Da  X  und  y  alle  Werte 
von  —  CO  bis  -\-  oo  annehmen 
können,  z  alle  Werte  von  —  oo 
und  4"  ^?  ^^  Ausnahme  der 
zwischen  — c  und  -\-c  liegen- 
den erhalten  darf,  erstreckt  sich 
die  Fläche  in  das  Unendliche. 
Hauptebenen,  Hauptdurchmesser 
und  Mittelpunkt  sind  dieselben 
wie  beim  einfachen  Hyperboloid. 
Von  den  Hauptradien  ist  einer 
real  mit  der  Länge  c,  die  anderen 
sind  imaginär  und  gleich  ai,^b  i. 

Die  Fläche  wird  (Fig.  106) 
von  der  xy-Ebene  nach  der 
imaginären  Ellipse 

von  der  x  z-  und  y  z-Ebene  nach 
den  Hyperbeln 

-^  +  -2-- 1  =  0; 
a^     '    c^ 


--^4- 

b2    ^ 


1  =  0 


geschnitten,  deren  Nebenaxen  in  der  x-  und  y-Axe  liegen,  während 
die  Brennpunktsaxen  in  der  z-Axe  zusammenfallen.  Man  überzeugt 
sich  leicht,  dass  die  Schnittlinien  parallel  der  x  y-Ebene  Ellipsen  sind, 
reale,    so    lange   (absolut   genommen)    der  Abstand   der   schneidenden 


Flächen  zweiter  Ordnung. 


395 


Ebene  Zq  >  c,  imaginäre,  wenn  Zq  <^  c.  Daher  bestellt  die  Fläche  aus 
zwei  getrennten  Theilen.  Die  Schnittlinien  parallel  den  anderen  Haupt- 
ebenen sind  Hyperbeln. 

Wenn  a  =  b,  stellt  die  Gleichung 


a^ 


ein  zweitheiliges  Rotationshyperboloid,   wenn  a  =  b  =  c  in  der  Form 


-X2_y2  + 


a2  =  0 


ein  gleichseitiges  zweitheiliges  Rotationshyperboloid  vor. 
Die  Gleichungen 


2 


a^ 


b^" 


z 


--,--1  =  0; 


^j_  yl 

a2  ^  b2 


z 


—  ^  —  1  =  0 


repräsentieren  ebenfalls  zweitheilige  Hyperboloide. 

IV.  Das  elliptische  Paraboloid  mit  der  Gleichung 


4-^ 

p      q 


2z=0, 


p  >  0;  q  ^0.  Da  x  und  y  alle  Werte  von  —  oo  bis  -|-  ^  annehmen 
können  und  z  alle  Werte  von  0  bis  -[-  oo  erhalten  darf,  erstreckt 
sich  die  Fläche  von  der  xy-Ebene  an  in  der  Richtung  der  positiven 
z-Axe  in  das  Unendliche.  Sie  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  xz- 
und  y  z-Ebene,  daher  sind  diese 
ihre  Hauptebenen  und  die  z-Axe 
ihr  Hauptdurchmesser  (Axe).Ein 
Mittelpunkt  ist  nicht  vorhanden, 
auch  fehlen  die  dritte  Haupt- 
ebene und  zwei  in  derselben 
1  legende  Hauptdurchmesser. 

Von  der  xy-Ebene  wird 
(Fig.  107)  das  elliptische  Para- 
boloid in  der  zu  dem  Punkt  O 
z  usammengezogenen  Ellipse 

p       q 

(imaginäres     Geradenpaar     mit    y 
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realem  Schnittpunkt)  geschnitten  (berührt)  von  der  x  z-  und  y  z-Ebene 
nach  den  Parabeln 

x^  =  2  p  z ;     y2  =  2  q  z. 

Die  Schnittlinien  parallel  der  xy-Ebene  sind  Ellipsen,  jene  parallel 
den    anderen    Coordinatenebenen    Parabeln.    Wenn  p  =  q ,    stellt    die 


Gleichung 

X2  + 
P 

y^ 

—  2z: 

-0 

ein  Rotationsparaboloid 

vor. 

Die  Gleichungen 

X2 

p-+ 

y^ 
q 

+  2z: 

0; 

X* 

p 

r 

+  2y: 

-0; 

q 

z2 
r 

+  2x 

0; 

P>0;  q>0;  r^O  drücken  keine  neuen  Flächen  aus. 

V.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mit  der  Gleichung 

^^»7_^__2z  =  0. 

p         q 

p  >  0 ;  q  >  0.  Da  x,  y,  z  alle  Werte  von  —  (X)  bis  -|-  oo  annehmen 
können,  erstreckt  sich  die  Fläche  in  das  Unendliche.  Sie  ist  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  x  z-  und  y  z-Ebene,  daher  sind  diese  ihre  Hauptebenen 
und  die  z-Axe  ihr  Hauptdurchmesser  (Axe).  Ein  Mittelpunkt  ist  nicht 
vorhanden,  auch  fehlen  die  dritte  Hauptebene  und  zwei  in  derselben 
liegende  Hauptdurchmesser. 

Von  der  x  y-Ebene  wird  (Fig.  108)  das  hyperbolische  Paraboloid 
nach  dem  Geradenpaar 


x^        y2 


p      q 

bestehend  aus  den  Geraden 

fp^Kq      '    h     Kq 

von  der  xz-  und  y  z-Ebene  nach  den  Parabeln 

x2^2pz;     y^  =  —  2qz 
geschnitten.   Die  Schnittlinien  parallel  der  xy-Ebene   sind  Hyperbeln 
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Fig.  108. 


mit  parallelen  Asymptoten,  deren  Brennpunktsaxen  auf  der  positiven  Seite 
der  xy-Ebene  parallel  sind  der  x-Axe,  auf  der  negativen  parallel  der 
y-Axe.  Die  Schnittlinien  parallel  der  xz-Ebene  sind  nach  aufwärts, 
lene  parallel  der  yz-Ebene  nach  abwärts  gekehrte  Parabeln. 

Wenn  p  =  q,  stellt  die  Gleichung 


x2  y2 


—  2z  =  0 


ein   gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  vor. 
Die  Gleichungen 

v  2    .      ■«t2 


x^       z^ 


+  2y=0; 


q        r 


p^O;  q>0;  r^O  drücken  keine  neuen  Flächen  aus. 
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VI.  Die  Kegelfläche  mit  der  Gleiclinng 

a«  ^  b^         c2  ~ 

• 

Wenn  dieser  Gleichung  die  Coordinaten  Xq,  y^,  Zq  des  Punktes  Po 
gentigen,  der  vom  Nullpunkte  den  Abstand  r^  hat,  so  genügen  ihr 
auch  die  Coordinaten  nxo,  njo,  nzo  eines  beliebigen  Punktes  P'o  der 
Geraden  0  Po,  der  von  O  den  Abstand  n  ro  hat,  folglich  liegt  die  ganze 
Gerade  0  Po  in  der  Fläche,  ebenso  die  Geraden  OP^,  OP2,  .  .  .,  man 
hat  es  demnach  mit  einer  Kegelfläche  zu  thun,  deren  Mittelpunkt  im 
Nullpunkte  liegt. 

Die  Schnittlinien  parallel  der  xy-Ebene  sind  Ellipsen,  jene 
parallel  den  anderen  Coordinatenebenen  Hyperbeln.  Von  den  Coordinaten- 
ebenen  selbst  wird  die  Fläche  nach  drei  Geradenpaaren  geschnitten, 
von  welchen  das  in  der  xy-Ebene  imaginär  ist. 

Die  Coordinatenebenen  theilen  die  Fläche  symmetrisch,  sind  also 
Hauptebenen,  die  Coordinatenaxen  Hauptdurchmesser  der  Kegelfläche. 

Die  Gleichung 

a2  ^  b*  ^  c2 

kann  von  realen  Coordinaten  nicht  befriedigt  werden;  ihr  geometrisches 
Äquivalent  heißt  der  imaginäre  Kegel.   Er  hat  einen  realen  Mittel- 
punkt, reale  Hauptebenen  und  Hauptdurchmesser. 
Wenn  a  =  b,  stellt  die  Gleichung 

^^  +  ^4=0 

a,^  c^ 

einen  realen  oder  imaginären  Rotationskegel  vor. 
Durch  die  Gleichungen 


X2 

a2 

b2 



Z2 
C» 

0; 

X2 

a2 

y^ 

b« 

C2 

—  0 

u.  s.  w. 

werden  ebenfalls  Kegelflächen  repräsentiert. 

VII.  Cylinderflächen  und  Ebenenpaare.  Die  Gleichung 

aiix2  +  a^2y^  +  2ai2xy4-2ai3x4-2a^sy +  a33  =  0 
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stellt  im  allgemeinen  eine  Cylinderfläche  vor,  deren  Erzeugende  parallel 
sind  der  z-Axe,  während  die  Leitlinie  in  der  x  y-Ebene  durch  dieselbe 
Gleichung  ausgedrückt  wird  und  ein  Kegelschnitt  ist.  Danach  unter- 
scheidet man  elliptische  (reale  oder  imaginäre),  hyperbolische  und  para- 
bolische Cylinderflächen.  Degeneriert  die  Leitlinie  zu  einem  Geraden- 
paar, so  geht  die  Cylinderfläche  in  ein  Ebenenpaar  über,  das  aus  zwei 
realen,  imaginären,  sich  schneidenden,  parallelen  oder  vereinigten 
Ebenen  zusammengesetzt  sein  kann.  Die  Schnittlinie  eines  Paares  realer 
oder  imaginärer  Ebenen  ist  immer  real  und  bei  parallelen  Ebenen  un- 
endlich fern. 

VIII.  Das  Ellipsoid,  die  Hyperboloide  und  die  Paraboloide  können 
unter  der  Bezeichnung  »ordinäre  Flächen  zweiter  Ordnung«  zusanunen- 
gefasst  werden.  Unter  ihnen  befinden  sich  zwei  Regelflächen,  nämlich 
das  eintheilige  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid. 

Denn  schreibt  man  z.  B.  die  Gleichung  des  eintheiligen  Hyper- 
boloides in  der  Form 


and  setzt  nun 


so  wird 


i  +  ^  =  x(i  +  X). 

a         c       ^  X   \  h  J 


folglich  erscheint  die  Gleichung  der  Fläche  darstellbar  durch  Elimination 
des  Parameters  X  aus  den  Gleichungen 

0-i)-Kf-v)=». 

daher  die  Fläche  selbst  als  das  Erzeugnis  der  durch  diese  Gleichungen 
ausgedrückten  projectivischen  Ebenenbtlschel.  (Vgl.  Art.  32.) 

Ebenso   stellt   sich    das   hyperbolische  Paraboloid   als  Erzeugnis 
der  projectivischen  Ebenenbüschel 

vv     yq 


(-  -  ^^) 


2z  =  0 
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dar,  denn  durch  Elimination  des  Parameters  X  geht  die  Gleichung 

^_l^_2z  =  0 

p       q 

hervor. 

Bei  den  anderen  ordinären  Flächen  zweiter  Ordnung  wird  ein 
solcher  Nachweis  durch  das  Auftreten  imaginärer  Coöfficienten  un- 
durchführbar, sie  sind  daher  keine  Regelflächen. 

Die  Kegel-  und  Cylinderflächen  können  unter  der  Bezeichnung 
»singulare  Flächen«  zusammengefasst,  die  Ebenenpaare  als  »degenerierte 
Flächen«  angesehen  werden. 

Denkt  man  die  im  vorstehenden  angeführten  speciellen  Glei- 
chungen auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  transformiert,  so  gehen 
die  einfachen  Formen  derselben  in  die  allgemeine  Form  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  über;  letztere  kann  daher  irgend  eine  der  besprochenen 
Flächen  oder  Ebenenpaare  vorstellen.  Unter  welchen  Bedingungen  einer 
dieser  Fälle  eintritt  und  ob  auch  noch  andere  Flächen  in  Frage  kommen 
können,  das  bildet  den  Gegenstand  besonderer  Untersuchungen. 

39.  Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades.  Symbolische 
Bezeichnungen  und  Rechnungsoperationen.  Die  allgemeine  Glei- 
chung zweiten  Grades  wird  vortheilhaft  in  der  Form  geschrieben: 

»11  x2  4-  a22  y'-^  +  a33  z2  4-  2  ai2  X  y  +  2  ai3  X  z  -[-  2  a23  y  z  + 

+  2ai4  X  -f  2  a24  y  +  2a34  z  -f  a44  =  0. 
Setzt  man 

aiix2  4-a^2y^  +  a33z^  +  2ai2xy  +  2ai3Xz  +  2a23yz  =  Q; 

2  a^  X  +  2  a24  y  +  2  3^4  z  =  L ; 

bezeichnet   ferner   das   ganze  Gleichungspolynom   mit   U,    so   ergeben 
sich  die  mehr  oder  minder  ausführlichen  Abkürzungen 

Q-fL-f  C  =  0 
und 

U=0. 

Die  an  das  Quadrat  eines  linearen,  viergliedrigen  Ausdruckes 
erinnernde  Form  des  Gleichungspolynoms  führt  auf  dessen  Darstellung 
durch  das  symbolische  Quadrat 

U  =  {ai  X  +  a2  y  +  a3  z  +  a^^Y^ 
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welches  so  zu  verstehen  ist,  dass  nach  Durchführung  der  angezeigten 
Rechnungsoperation  in  dem  erhaltenen  Ausdruck 

ai2x2  4-a22y2-[-a32z2-[-2aia2  xy-l-2a,  agxz  -f  2a2a3yz  -|- 

+  2ai  a4  X  +  2  a2  a4  y  -J-  2 a3  a4  z  +  a42 

an  die  Stelle  eines  Productes  aiak  der  symbolischen  Cogfficienten  ai 
und  aic  der  Coefficient  ait  gesetzt  wird,  so  dass  aus  a,  ^  =  a^ .  aj  der 
Coefficient  a^j,  aus  a^ .  a^  ^^r  Coöfficient  aj2  entsteht  u.  s.  w.  Dadurch 
geht  dieser  Ausdruck  in  das  Gleichungspolynom  über.  Die  Einhaltung 
des  beschriebenen  Vorganges  möge  in  der  Folge  durch  geschweifte 
Klammem  angedeutet  und  auf  Productbildungen  ausgedehnt  werden; 
dabei  ist  zu  beachten,  dass  der  Gleichheit  der  Producte  ai .  ak  und 
ak  -  ai   die  Gleichheit  der  Coöfficienten  aik  und  aki  entspricht. 

Eine  wichtige  Form  des  Polynoms  U  geht  hervor,  wenn  man 
das  symbolische  Quadrat  als  Product  von  zwei  gleichen  Factoren  be- 
handelt und  den  einen  mit  jedem  Theile  des  anderen  multipliciert* 
Man  erhält 

U  =  {aiX  +  a2y +  agz+a4}  {^^^-^  a^j  -\- sl^z -{-a.^}  = 

=  {aix}  {aix  +  a2y  +  a3z  +  a4}  +  {a2y}{aix  +  a2y  +  a3z  +  a4}  + 

+  {hA  {aix  +  a2y  4-a3  z  +a4}  +  {a4}  {a^  x  +  a2y  +  agZ  +  a4}. 

Lässt  man  hierin  bloß  die  symbolischen  Coefficienten  in  die  zweiten 
Factoren  eingehen,  so  folgt 

U  =  (aji  X  +  ai2  y  +  ai3  z  +  ai4)  x  +  (a2i  x  +  a22  y  +  a^3  z  +  »24)  7 + 
+  (a3i  X  +  a32y +  a33  z  +  a34)  z  +  (a4iX  +  a42y +  a43  z  -f  a44) 

(aik  =  aki), 

wo  nach  Durchführung  der  symbolischen  Operation  an  die  Stelle  der 
sie  anzeigenden  geschwungenen  die  gewöhnlichen,  runden  Klammern 
getreten  sind.  Durch  Einführung  der  Bezeichnungen 

Ui  =aiiX  +  ai2y  +  ai3Z  +  ai4; 

^2  — -  ^i  ^  ~r  ^2  y  ~r  %3  z  -f-  ^24 ; 

^3  ^  ^31  ^     I     *32  y     I     %3  Z  -[-  ^Z\  1 

U4  ee:  a4]L  X  4"  ^42  y  +  ^43  z  -f-  a44 
(aik  =  aki) 
wird 

U  =  Ui  X  +  U2  y  +  U3  z  +  U4. 
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Die  Einsetzung  der  Coordinaten  xi,  yi,  zi  des  Punktes  Pi  in  die 
Ausdrücke  u^,  U2,  Ug,  U4,  U  soll  durch  Hinzufügung  des  einfachen  oder 
doppelten  Weisers  i  angezeigt  werden,  so  dass 

Uli  -^  a^  Xi  -f  ai2  yi  +  ai3  Zi  -f  a.^^ 

U21  E^  aji  Xi  +  »22  yi  +  »23  Zi  -j-  »24 
U8I  ^  a3i  Xi  -f  »32  yi  +  »33  Zi  -[-  »34 

U41  ^:  »41  Xi  -j-  a42  yi  +  »43  Zi  -\-  a^^ 

Uii  E^  {a^  Xi  -f-  »2  yi  +  »3  zi  +  »4}^  ^= 

=  {%  Xi  +  aj  yi  +  a^  Zi  +  aj  {a^  ^i  +  si^ji  +  Si^zi -\-  a,^}  izz 

^^uiiXi  -f  ü2iyi  +  ^81  zi  -f-  U4i  =:  aii  Xi2  -f  a22yi^  +  »33  Zi^  -\~ 

-f  2ai2Xiyi  +  2ai3XiZi4-2a23yiZi+2ai4Xi-f-2a24yi+2a34Zi+a44. 

Das  öfter   auftretende  symbolische  Product   ungleicher  Faetoren 

{a^  Xi  +  a2  yi  +  »3  zi  +  »4/  und  {a^  Xk  +  »2  Jk  +  »3  Zk  +  »4}  soll  je  nach 
der  Reihenfolge  der  letzteren  mit  Uik  und  Uki  bezeichnet  werden, 
indem  man 

Uik  =2  {a^  Xi  +  a2  yi  +  ag  Zi  -|-  a4}  {a,^  Xk  +  »2  Jk  +  »3  Zk  +  ^4}  =^ 
^:^  Uli  Xk  -f-  uayk  +  ^«Zk  +  '^«^ 

Uki  ^  {»1  Xk+»2yk  4"  »sZk  +  »4}  {»i  Xi  4-  »12  yi  +  »3  Zi  +  »4}  ^^ 

^  Ulk  Xi  -\-  U2k  y  i  +  Usk  Zi  4-  U4k 

setzt.  Beide  Ausdrücke  sind  offenb»r  identisch: 

Uik  ^  Uki  1=:  »11  XiXk  +  »22  yi  yk  -f"  ^33  ZiZk  +  ^12  (^iyk  +  Xkyi)    -j- 

+  »13  (xi  Zk  +  Xk  Zi)  +  a23  (yi  Zk  +  yk  Zi)  4-  ai4  (xi  4-  Xk)  4- 

+  »24  (yi  4-  yk)  4-  »34  (Zi  4-  Zk)  4-  »44. 

Wird  in  denselben  das  System  Xk,  yk»  Zk  durch  x,  y,  z  ersetzt 
so  möge  der  dadurch  entstehende  Ausdruck  mit  Ui  bezeichnet  werden, 
so  dass 

Ui^EUiiX  4"  U2iy  4"  U3iz4-  U4i^UiXi  4"  ^2  yi  4"  U3Zi4-  U4. 

Durch  Einführung  der  Coordinaten  xi,  yi,  zi  oder  Xk,  ykj  Zk  für  x,  y,  z 
geht  der  Ausdruck  Ui  in  Uü  oder  Uik  über. 

Nach  den  vorstehenden  Ausführungen  sind  die  folgenden  Be- 
zeichnungen leicht  verständlich: 

Q=  {ai  X  4-  a2y  4-  ag  z}^;      Qu  =  {aj  Xi  +  »2yi  +  a3Zi}*; 
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=  aiia2-f  a22ß2  +  a33 724-2 ai2aß  +  2ai3a']r -|-  2a23ßT^- 

—  {ai  a -f  &2  ß  +  a^  y}  {a  1  a  +  a2  ß  +  a^  t}  ~ - 

=  (aiia4-ai2ß  +  ai3T)a-f  (ä2la4-a22ß  +  a23T)ß  + 
+(a3l  a+  %2  ß  +  ^33  t)  Y  — 
=  Via  +  V2ß  +  V3T; 

v^:^  a^i  a  +  ai2  ß  +  ai3  y";  Vj  =  aj^  a  +  a22  ß  +  a23 y; 
V3  =  a3ia+a32ß+a33Y;  V4=a4t  a  +  a42  ß  +  a43Y; 

Vu  ^  {a^  aj  -|-  a2  ßi  +  ag  Yi}^  =  Vu  ai  +  V21  ßi  +  Vai  Yi; 

vii^aiiai  -f-  ai2ßi+  aigYi;  V2i ^ a2i «i -|- a22 ßi  +  a23YiT 

V3i  ^  a3i  ai  +  a32  ßi  +  a33  Yi ;  V4i  =  a4i  aj  -f  a42  ßi  +  a43  Yi; 

Vik=  {ai  «i  +  a2  ßi  +  a3  Yi} {a^  ak  +  a2  ßk  +  ag  Yk}  =h 

^  Vii  «k  -|-  V2ißk  +  Vsi  Yk; 

Vki  ^{a^ttk  +  a2  ßk  +  a3Yk}{ai  «i  +  a2  ßi  +  ag  Yi}  ^ 

^Vlk«!  -|-  V2kßi  +  VskYi; 

Vik  ^5  Vki  =  SLix  «i  ak  +  a22  ßi  ßk  -f  a33  Yi  Yk  +  ^12  («i  ßk  +  «k  ßi)  + 

+  a^3  (tti  Yk  +  «k  Yi)  +  a^3  (ßi  Tk  +  ßk  Yi)- 

40.  Die  Discriminante.  Die  aus  den  Coäfficienten  der  linearen 
Ausdrücke 

Uj  ^  a^  X  -|-  ai2  y  T"  aj3  z  -[-  ai4; 

U2  ^  a2i  X  -j-  a22  y  +  a23  z  -f-  a24 ; 
U3  =  ag^  X  -[~  a32  y  -f-  a33  z  -|-  a34 ; 
U4  =  a4i  X  +  a42y  +  a43  z  +  a44 

gebildete,  wegen  aik  =  aki  symmetrische  Determinante 


A  = 


au  ai2  a|3  a|4 

a2i  a22  a23  a24 

%i  a32  a33  a34 

a4i  a42  a43  a44 


wird  die  Discriminante  der  Gleichung  U  =  0  genannt.  In  ihr  sind  die 
Unterdeterminanten  der  Elemente  der  Hauptdiagonale  symmetrisch  und 
jene  der  symmetrisch  zur  ersten  Diagonale  liegenden  Elemente  einander 
gleich :  Aik  ==  Aki. 

In   der  ünterdeterminante  Aik  soll   die   Unterdeterminante    des 
Elementes  an,  mit  Aik  bezeichnet   werden.   Eine  Ausnahme   wird   nur 

ra 

die  symmetrische  Unterdeterminante  des  Elementes  a44: 

26* 
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Äu 

»12 

»13 

»21 

»22 

»23 

»31 

»32 

»33 

A44  — 


bilden,   deren  Unterdeterminanten   sehr   häufig   auftreten  und    deshalb 
mit  a^,  aj25  .  .  .  «&, .  .  .  bezeichnet  werden  mögen. 

Die  Berechnung  der  Discriminante  erfolgt  am  besten  mit  Hilfe 
der  Unterdeterminanten  aik    (I.  Th.,  Art.  5,  e)  indem  man  zunächst 

—  A41  =  ai4  a^Li  -f-  a24  «21  +  .a34  ci^^ ; 

A42  =  »14  «12-1-  »24  *22     1"  »34  ^32 1 

-^43  ^==^  »14  °^13  H"  »24  ^23  ."T"  »34  ^33 1 

A44  =  aii  an  -|-  ai2  ai2  -j"  »i3  o^is 
und  dann 

A  =  a4i  A41  -(-  a42  A42  -f-  »43  A43  -|~  »44  -^44 
ermittelt. 

Man  findet  leicht  (I.  Th.,  Art.  16,  Aufg.  /)  die  Beziehungen 

-^U  -^44  -^14     =  ^11  -^5       -^12  -^44  -^14  -^24  =  «12-^.; 

A22  A44  A24     =  «22  -^1      -^13  -^44  -^14  -^34  ^^^  ^13  -^  ? 

-^33  -^44  -^34     ^^^  *33  -^  1       -^23  "^44  -^24  -^34  ^^  ^3  -^* 

Ist  A4  4  =0,  ergeben  sich  daraus  die  Gleichungen 

a^i  A  =  —  ^\i^\    «12  A  =  —  Ai4  A24 1 

«22  A  =  —  A24  ;     aj  3  A  =       Ai4  A34  / ,     .     .     .      (56 

°^33  A  =         A34  ;      «23  A  =         A24  A34  ) 

daher  haben  dann  au5a22?°^33  gleiche  Vorzeichen,   die  entgegengesetzt 
sind  jenem  von  A.  Femer  besteht  in  diesem  Falle  die  Beziehung 

«11  :  «12  •  «13  =  «21  •  ^22  •  ^3  ^^^  *31  •  ^2  •  ^3  ^^^^  -^41  •  -^42  '  -^43- 

Ist  hingegen  A  =  0,  so  folgt  aus  denselben  Gleichungen,  dass 

Au  :  Ai2  :  Ais  :  Au  =  Aki :  Ak2  :  Ata  :  Ak4 
und  dass  die  Unterdeterminanten  An,  A22,A33,A44  dann  gleich  bezeichnete 
Größen  sein  müssen. 

Wenn  A  =  0  und  A44  =  0,  ist  auch  A14  =  A41  =  0 ;  A24  =^  A42  =  0; 
A34  =  A43  =  0  und  «ii :  «12  :  «13  =  Aki :  Ak2  :  Aks  (i,  k  =  1,  2,  3). 

Wenn  schließlich  A  =  0;  A44  =  0;  An  =  A22  =  A33  =  0,  so 
verschwinden  überhaupt  alle  Unterdeterminanten  der  Discriminante. 
Denn  A41  =  A14;  A42  =  A24;  A43  =  A34  verschwinden  schon  wegen 
der  beiden  ersten  Bedingungen.  Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  noch 
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ü  :  A|2  '  A^3  =  A^i  '  ü  :  A23  =  A3^  :  A<»2  •  üj 
also  auch 

A^2  =  A21  =  ü;     At3  =  A^^  =  0;     A23  =  A32  =  0. 

41.  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades. 

Die  Transformation  der  Gleichung  U  =  0  auf  ein  neues  Coordinaten- 
system  (x',  y',  z'),  dessen  Axen  den  alten  im  gleichen  Sinne  parallel  sind, 
geschieht  mit  Hilfe  der  Transformationsgleichungen 

x  =  Xo  +  x';     y  =  yo  +  y';     z  =  Zo  +  z', 

wenn  Pq  der  neue  Nullpunkt  ist.  Dadurch  geht  die  Gleichung 

{a,  X  4-  a^  y  4-  a^  z  +  a^}^  =  0 
in 

{a,  (xo  +  x')  +  a^  (yo  +  yO  +  a,  (z,  +  z')  +  a.f  =  0 
oder 

{(ai  x'  +  a2y'  +  ajz')  +  (a^  Xo  +  a2yo  +  asZo  +  a4)}^  =  0, 

über,  also  nach  Durchführung  der  angezeigten  Operation  und  Weg- 
lassung der  Strichweiser  in 

Q  +  2uioX  +  2u2oy  +  2u3oZ  +  Uoo  =  0.  ...    (57 

Der  Übergang  auf  das  beliebige  neue  Coordinatensystem,  dessen 
Nullpunkt  Po  ist  und  dessen  Axen  x',y>'  die  Richtungscoordinaten 
°^i?ßi?Tii     ^3ß23T2?     ^^jßsjTs  haben,  wird  durch  die  Gleichungen 

X  =  Xo  +  a^  x^  +  «2  y'  +  agz'; 

y  =  yo  +  ßix'  +  ß2y'  +  ß3z'; 

z  =  Zo  +  Ti  x'  +  T2y'  +  Tsz' 
vermittelt.  Man  erhält 

{%  (xo  +  a,x'  +  a2y'  +  «3^0  +  a2  (yo  +  ßi  x'  +  ß2y'  +  ßs^O  + 

+  a^  (zo  +  Ti  x'  +  T2  y'  +  T3  ^0  +  ^aY  =  0 
oder 

{(»1  «1  +  »2  ßi  +  a^Ti)  x'  +  (a,  02  +  a2  ßj  +  %T2)  /  + 
+  (ai  «3  +  »2  ß3  4-  a^  Tg)  z'  +  (ai  Xo  +  a^  yo  +  ag  Zo  +  a4)}^  =  0 , 

woraus  durch  Ausführung  der  angezeigten  Operation  und  Weglassung 
der  Strichweiser  die  Gleichung 

VuX='  +  V22y^  +  V,3z2  +  2Vi2xy  +  2Vi3Xz  +  2V,,yz  + 
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+  2  (Uio  «1  -|-  U20  ßi  +  U30  Ti)  X  + 
4-  2  (uio  «2  +  1120  ßa  +^30  T2)  y  + 
+  2  (u,o  «3  -f  1120  ßa  +  U30  T3)  z  +  Uoo  =  0   .   .  (58 
hervorgeht. 

42.  Schnittlinien  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  den 
Coordinatenebenen  und  mit  beliebigen  Ebenen.  Die  Gleichungen 
der  Schnittlinien  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  den  Coordinaten- 
ebenen ergeben  sich,  indem  man  in  der  allgemeinen  Gleichung 

{ai  X  -f  a2  y  +  ag  z  -f  a4}^  =  0 

X,  y  oder  z  gleich  Null  setzt. 

Also  hat  die  Schnittlinie  mit  der  xy-Ebene  die  Gleichung 

{aiX  +  ajy  +  aJ^nrO 
oder 

aiix2-j-a22y^  +  2ai2xy  +  2a,4X  +  2a24y  +  a44  =  0.     .     (59 

mit  der  Discriminante 

1  a^  a.^2  ^14 
A33  =  I  a2i  a22  a24 

^41    ^42    ^44 

in  welcher  die  Elemente  der  dritten  Zeile  die  Unterdeterminanten 


A33  = 

41 


%2    *14    .     A       


^22    ^24 


;  Abs  =  — 

48 


^U    %4 


;    Ass  =  «33  = 
44 


^11    *12 
3.21    ^2 


^1    ^4 

haben.  Demnach  ist  die  Schnittlinie  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  ParabeL 
je  nachdem  «33^0;  ein  Geradenpaar,  wenn  A33  =  0;  ein  paralleles, 
wenn  auch  «33  =  0. 

Die  Schnittlinie  mit  der  yz-Ebene  hat  die  Gleichung 

{»2  y  +  %  z  +  a4}^  =  0 
oder 

ai2y^  +  ay3Z^  +  2a^3yz  +  2a24y  +  2a34z4-a44  =  0   .    (59^ 

mit  der  Discriminante 

a22  a23   a24 

-^11  ^^  i  ^32    *33     %4 
:  ^42    ^43    ^44 

und  den  Unterdeterminanten  der  Elemente  der  dritten  Zeile 


Aji  — 

42 


I  ^23    %4 
^3    ^34 


1    -^11 
4i 


a22  a24 

»32    %4 


•   A 

,  -tili 

44 


^11 


^22  ^3 

%2    ^3 
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Die  Schnittlinie  ist  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel,  je  nach- 
dem aii^O;  ein  Geradenpaar,  wenn  Aji  =  0;  ein  paralleles,  wenn 
auch  a^j  =  0. 

Die  Schnittlinie  mit  der  xz- Ebene  hat  die  Gleichung 


oder 


{a^  X  -|-  aj  z  -|-  aj}  =  0 


a^  x2  -f-  a33  z^  -1"  2  »13  X  z  -j-  2  ai4  X  -f-  2  a34  z  -f-  »44  =  0  .    (59" 
mit  der  Discriminante 


A22  — 


^U  ^13  ^14 
»31  %3  %4 
^41    *43    *44 


und  den  Unterdeterminanten  der  Elemente  der  dritten  Zeile 


A«2  = 


l82 

41 


%3    %4 
%3    »34 


;  A22 

43 


*ll    * 


14 


;  A22 

»3t     »34  I  *4 


a22 


ai  I   a 


a. 


31 


13  I 
^33  I 


X 


-22 


OL 


22 


Die  Schnittlinie  ist  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel,  je  nachdem 
gO;  ein  Geradenpaar,  wenn  A22  =  0,  ein  paralleles,  wenn  auch 
=  0. 

Um  die  Schnittlinie  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer 
beliebigen  Ebene  zu  bestimmen,  legt  man  diese  durch  einen  Punkt  Po 
und  zwei  durch  diesen  gehende,  zu  einander  senkrechte  Geraden  x',  y' 
fest.  Betrachtet  man  nun  die  Ebene  als  die  x'y'-Ebene  eines  neuen 
Coordinatensystems  (x'  y'  z'),  transformiert  die  Gleichung  U  =  0  auf 
dieses  und  setzt  dann  z'  =  0,  so  ergibt  sich  (nach  Weglassung  der  Strich- 
weiser,  vgl.  Art.  41)  die  Gleichung 

Vu  x2  -f  V22  y^  +  2  Vi2  X  y  4-  2  (u^o  «^  +  U20  ßi  +  U30  Ti)  x  + 

+  2(Uioa2  +  U2oß2  +  U3oY2)y  +  Uoo=0     ...     (60 

der  Schnittlinie,  bezogen  auf  das  ebene  Coordinatensystem  (x'y').  Sie 
ist  vom  zweiten  Grade,  daher  wird  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von 
jeder  Ebene  nach  einer  Linie  zweiter  Ordnung  geschnitten,  die  aber 
auch  zu  einem  Geradenpaar  degeneriert  sein  kann.  Da  die  Gattung 
der  Schnittlinie,  die  Richtung  ihrer  Hauptdurchmesser  und  das  Ver- 
hältnis der  Hauptradien  nur  von  den  Coefficienten  V^^,  V225  V12  »b- 
hängen,  letztere  »ber  bei  einer  Parallelverschiebung  der  Ebene  un- 
geändert  bleiben,  weil  sie  blos  die  Richtungscoordinaten  a^jßj,  Yi;  »2?  ß2jT2 
enthalten,  sind  die  Schnittlinien  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit 
parallelen  Ebenen  ähnlich  und  haben  auch  ähnliche  Lage. 
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43.  Schnittpunkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  den 
Coordinatenaxen  und  mit  beliebigen  Geraden.  Die  Schnittponkte 
der  Fläche  ü  =  0  mit  den  Coordinatenaxen  sind  durch  die  Qleichungs- 
systeme 

U  =  0]  U  =  01  U  =  0 

=  0   ; 
=  0] 


y 

z 


x  =  0 
z  =  0 


x  =  0 
y  =  0 

dargestellt.  Aus  denselben  folgen  die  Gleichungen 

aii  x2  -f  2  ai4  X  +  a44  =  0; 
a22y^  +  2a24y-fa44=0; 
a33Z^  +  2%4Z  +  a44  =  05 

durch   deren   Auflösung    sich   die    Abstände   der  Schnittpunkte    vom 
Nullpunkte  des  Coordinatensystems  ergeben: 


*14  i    V^U  ^11  ^44 


a 


11 


a 


22 


%4   i    1/^34  *33  ^44 


-a,4  +  K- 

■  A22 

88 

»11 

-a24  +  V- 

"  A33 
11 

»22 

-«34  ±y- 

-Au 

22 

a 


33 


a 


.(61 


33 


Daher  wird  die  Fläche  von  jeder  Axe  in  zwei  Punkten  getroflFen,  die 
real  getrennt,  zusammenfallend  oder  imaginär  sein  können. 

Die  Schnittpunkte  der  Fläche  ü  =  0  mit  der  Geraden  Pi  Pk 
ergeben  sich  aus  folgender  Betrachtung:  Der  Schnittpunkt  P  habe 
in  Bezug  auf  die  Punkte  Pi  und  Pk  das  Theil  Verhältnis  X.  Seine 
Coordinaten 


Xi  —  Xxjc 


yi  —  X  yk  Zj  —  X  Zk 

1  — X    '  1  — X 


genügen  der  Gleichung  der  Fläche 

{a^  X  -f  a2  y  +  a3  z  -f  aj}^  =  0. 
Durch  Einsetzung  erhält  man 


{ 


a. 


Xi  —  X  Xk 


-fa2 


yi~Xy 


k 


i-x    '  •^•''   1 


+  a; 


zi  —  X  Zk 


)r  +  *M 


!}■  = 


0 
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oder  nach  Weglassung  des  Factors  ^r^ ^r^  und  Trennung  der  Glieder 

mit  oder  ohne  X 

{(ai  Xi  -)-  a^yi  +  aj  Zi  -|-  a4)  —  X  (a^  Xk  +  aj  jk  +  ag  Zk  +  ^4)}*  =  0 
und  nach  Ausführung  der  symbolischen  Operation 

Uli— 2UikX  +  UkkX^  =  0   ......     (62 

Da  sich  aus  dieser  in  X  quadratischen  Gleichung  zwei  reale, 
verschiedene  oder  gleiche,  oder  zwei  imaginäre  Werte  für  X  ergeben, 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

»Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  zwei 
Punkten  geschnitten,  die  real  getrennt,  vereinigt  oder  imaginär  sein 
können.« 

Aus  dem  berechneten  Theilverhältnisse  eines  Schnittpunktes  er- 
geben sich  seine  Coordinaten  ohne  Schwierigkeit. 

Um  die  Punkte  zu  ermitteln,  in  welchen  die  Fläche  U  =  0  von 
der  Geraden  getroffen  wird,  die  durch  den  Punkt  Pq  (xq,  y©,  Zq)  geht 
und  die  Richtungscoordinaten  a,  ßj^  hat,  bezeichnet  man  mit  r  den 
unbekannten  Abstand  eines  derselben  von  Pq*,  die  Coordinaten 
x  =  Xo4~ra;  y  =  yQ-l-rß;  z  =  Zq  -[-t'(  dieses  Punktes  genügen 
der  Gleichung 

{»1 X  +  aj  y  +  %  z  +  a4}^  =  0 , 
so  dass  man 

{ai  (xo  +  r  a)  -f  aj  (yo  +  r  ß)  +  aj  (zo  +  r  t)  +  ^aY  =  0 
oder 

{(ai  a  +  a^  ß  +  a3T)r  4-  (aj  Xq  +  a2yo  +  agZ^  +a4)}^=  0 
erhält,  woraus  sich  die  Gleichung 

Vr2  +  2(u,oa  +  U2oß  +  U3oT)r  +  üoo  =  0     ...   (63 

für  die  Berechnung  von  r  ergibt,  welche  die  Existenz  von  zwei  Schnitt- 
punkten neuerlich  bestätigt. 

Aufgabe. 

Man  bestimme  die  Schnittpunkte  der  Fläche 

2x2-f  2y2  — 2z2  +  4xy  — 8xz  — 12yz  — 2x-f  2y+14z  — 12  =  0 

mit  den  Coordinatenaxen,  femer  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  P^  (—  1,  —  3,-5); 
P2  (3,  5,  3)  und  mit  einer  durch  den  Punkt  P„  (5,  3,  3)  gehenden  Geraden,  welche  die 
Richtung  2  :  1  :  2  hat.  (Vgl.  I.  Abth.,  Art.  34,  Aufg.) 
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44.  Die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades.  Die  homogene 
Gleichung  Q  =  0  oder 

a^  1  x2  +  a22  y^  +  »33  z-  +  2  ai2  X  y  +  2  ai 8  X  z  -|-  2  a23  y  z  =  0 

repräsentiert  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Fläche,  denn  es  ge- 
nügen ihr  dessen  Coordinaten.  Die  Verbindungslinie  des  Nullpunktes 
mit  einem  Punkte  P  der  Fläche  habe  die  Richtungscoordinaten  a,  ß,  y 
und  es  sei  0  P  =  r.  Die  Coordinaten  r  a,  r  ß,  r  y  des  Punktes  P  gentigen 
der  Gleichung  Q  =  0.  Durch  Einsetzung  erhält  man 

r2  (a^  1  a^  +  a22  ß^  +  %3  T^  +  2  ai2  a  ß  +  2  ai3  a  Y  +  2  8^3  ß  y)  =  0 

oder  (s.  Art.  39) 

r2V  =  0. 

Da  r  nicht  Null  ist.  muss 

V  =  0 

sein,  und  sobald  diese  Bedingung  erfüllt  wird,  ist  für  jeden  Wert 
von  r  auch  r^  V  =  0,  d.  h.  die  Gleichung  der  Fläche  wird  von  den 
Coordinaten  eines  jeden  Punktes  auf  dem  Strahle  OP  befriedigt,  der 
Strahl  liegt  in  der  Fläche.  Durch  Wiederholung  dieser  Betrachtung 
an  anderen  Punkten  der  letzteren  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass 
die  Fläche  aus  unendUch  vielen,  durch  den  Nullpunkt  gehenden 
Strahlen  (Erzeugenden)  gebildet  wird,  demnach  eine  Kegelfläche  ist. 
deren  Mittelpunkt  mit  dem  Nullpunkte  zusammenfällt;  die  Richtungs- 
coordinaten ihrer  Erzeugenden  sind  durch  die  Gleichung  V  =  0  ver- 
bunden, zu   welcher  noch  die  Grundgleichung  a^  -|-  ß2  -[-  y'^  =  1   tritt. 

Um  die  BeschaiBfenheit  der  Kegelfläche  zu  erkennen,  ist  es 
nöthig,  sich  eine  Leitlinie  derselben  zu  verschaffen;  als  solche  kann 
die  Schnittlinie  einer  nicht  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Ebene 
dienen.  Man  nimmt  diese  am  einfachsten  parallel  einer  Coordinaten- 
ebene  an. 

Die  Projection  der  Schnittlinie  mit  einer  Ebene  parallel  der 
X  y-Ebene  im  Abstände  z  =  1  ist  der  Schnittlinie  congruent  und  hat 
die  Gleichung 

an  x2  4-  a22  y '-^  +  2  ai2  X  y  +  2  ai3  X  +  2  323  y  +  a33  =  0 

mit  der  Discriminante 

^11  ^12   a^g 
A44  =   a^i  R22  ^23 

I  ^31    a32     ^33 
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daher  ist,  so  lange  A44  ^  0,  die  gewählte  Leitlinie  eine  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel,  je  nachdem  «33  ^0;  eine  imaginäre  Ellipse,  wenn 
*33l>0  und  aiiA44^0  (i=l,  2).  In  den  drei  ersten  Fällen  hat  man 
es  mit  einer  realen,  im  letzten  Falle  mit  einer  imaginären  Kegelfläehe 
zu  thun. 

Ist  A44  =  0^  so  degeneriert  die  Leitlinie  zu  einem  Geradenpaar, 
die  Kegelfläche  aber  zu  einem  Ebenenpaar.  Die  Verbindungslinie  des 
immer  realen  Mittelpunktes  (Schnittpunktes)  des  Geradenpaares  mit 
dem  Nullpunkte  ist  die  immer  reale  Axe  des  Ebenenpaares. 

Dem  realen,  nichtparallelen  oder  parallelen  Geradenpaar  (agg  <  0 
oder  033=0,  «li  <  0;  i=l,  2)  entspricht  ein  reales,  dem  imaginären 
Geradenpaare  («33  >0  oder  033  =  0,  aii>0;  i=l,2)  ein  imaginäres 
Ebenenpaar;  dem  Paare  zusammenfallender  Geraden  (ou  =  0,  i  =  1, 
2,  3)   ein   Paar   vereinigter    Ebenen.    Der   Mittelpunkt   des    Geraden- 

paares  hat  die  Coordinaten  -'^^  ;     ^^  ;    1    und  bestimmt    die    Richtung 


a. 


33 


o. 


13 


°^3i  •  ^2  •  ^3  ^ö^*  ^^®  ^®s  Ebenenpaares.  Wegen  A44  =  0  ist 

«3^  :  032  :  a.33  =  a^j  :  0^2  :  «^3  -=■  d^^  :  022  t  «23? 

man  hat  also  drei  Serien  von  Richtungscomponenten  der  Axe  zur 
Verfügung  und  kann,  wenn  jene  einer  Serie  verschwinden,  eine  andere 
Serie  benutzen,  so  z.  B.  wenn  die  Geraden  des  Paares  parallel  sind, 
also  Ogj  =  032  =  033  =  0;  dann  hat  die  Axe  des  Ebenenpaares  die 
Richtung 

«11  •  «12  '•  0  =  021  :  022  :  0, 

liegt  daher  in  der  xy- Ebene. 

Schneidet  man  die  Kegelfläche  durch  eine  Ebene  im  Abstände 
X  =  1  oder  y  =  1  parallel  der  y  z-  oder  z  x-Ebene,  so  ist  immer 
A44  die  Discriminante  der  Gleichung  der  Schnittlinie,  an  die  Stelle 
von  033  aber  tritt  a^^  oder  022  u.  s.  w.  Mit  Rücksicht  hierauf  sind 
die  Ergebnisse  in  den  nachfolgenden  Tabellen  zusammengestellt: 


Kennzeichen 


Die  Gleichung  Q  =  0  stellt  vor 


^^44 


0 


«11  >0; 
aiiA44>0; 


i  =  1,2,3 


eine  imaginäre 


a„>0;  i=  1,2,3 

akkA44<0;  k=2,3,l 
anA4,<0;     1=3,1,2 

a„^0;  i=  1,2,3 


eine  reale 


Kegelfläche 
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Kennzeichen 


Die  Gleichung  Q  =  0  stellt  yor 


an^O;     i=  1,2,3 
aber  nicht  alle  Oü  Null 


A44- 


0     «u^O;     i  =  1,2,3 

aber  nicht  alle  on  Null 


ein  imaginäres 


ein  reales 


a„  =  0;      i  =  l,2,3 


ein  Yereinigtes 


Ebenenpaar. 


45.  Tangenten-  und  Polarebenen  der  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Die  Schnittpunkte  P'  und  P"  der  Fläche  U  =  0  mit  der 
Geraden  PiPk  (Art.  43)  sind  durch  die  Gleichung 

Uii  — 2UikX  +  UkkX2  =  0 

bestimmt,   aus   welcher   sich  nämlich  ihre  Theilverhältnisse   in  Bezug 
auf  die  Punkte  Pi  und  Pk 


,      U,k 

■u„ 

Ukk 

..      Uik 

-  yuik^  - 

•u« 

Ukk 

u 


kk 


ergeben.  Soll  die  Fläche  von  der  Geraden  berührt  werden,  müssen 
die  Punkte  P'  und  P"  zusammenfallen,  die  Theilverhältnisse  also  gleich 
werden,  was  nur  eintreten  kann,  wenn 

UuUkk-Uik2  =  0. 

Versteht  man  unter  Pi  einen  festen,  nicht  auf  der  Fläche  lie- 
genden Punkt  (Uii  ^  0),  so  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  Pk  der  Gleichung 

Ui,U  — Ui2  =  0 (64 

genügen  müssen,  damit  die  Gerade  PiPk  eine  Tangente  der  Fläche 
sei,  d.  h.  damit  Pk  auf  einer  durch  den  festen,  gegebenen  Punkt  Pi 
gehenden  Tangente  liege.  Daher  wird  durch  diese  Gleichung  der  Ort 
aller  Punkte  repräsentiert,  deren  Verbindungslinien  mit  Pi  Tangenten 
der  Fläche  sind,  also  die  an  letztere  aus  Pi  gelegte  berührende  Kegel- 
fläche, welche  somit  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Je  nach  der  Lage 
des  Punktes  Pi  ist  dieselbe  real  oder  imaginär.  Die  Berührungspunkte 
ergeben  sich  als  gemeinsame  Punkte  des  Tangentenkegels  und  der 
Fläche  aus  dem  Gleichungssystem 
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u 


=  U1 
=  01' 


oder,   weil   sich   die  erste  Gleichung   wegen   der   zweiten   auf  Ui  =  0 
reduciert,  aus  dem  System 

Ui=0 


U 


=  or 


sie  bilden  also  die  Schnittlinie  der  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Ebene  Ei,  deren  Gleichung  Ui  =  0  in  den  beiden  Formen 

UiiX  -f-  U2iy  +  U8iZ  -f-  U4i  =  0 ) 

Ui  Xi  4-^2  71 +1^3  21+  ^4   =0/ 

(Uii^O) 

geschrieben  werden  kann.  Die  Ebene  Ei  wird  die  Polarebene  des 
Punktes  Pi  und  dieser  wieder  der  Pol  der  Ebene  Ei  in  Bezug  auf  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  genannt. 

So  wie  die  Polarebene  durch  den  Pol  ist  auch  der  Pol  durch  die  Polarebene 
vollkommen  bestimmt.  (Vgl.  I.  Abth.,  Art.  36). 

Die  Polarebene  eines  Punktes  ist  immer  real,  auch  wenn  der 
Tangentenkegel  und  mit  ihm  die  Linie  der  Berührungspunkte  imaginär 
sind;  sie  bietet  in  dem  letzteren  Falle  das  Beispiel  der  realen  Ebene 
einer  imaginären  ebenen  Linie, 

Wird  auf  der  Polarebene  des  Punktes  Pi  ein  Punkt  Pg  an- 
genommen, dessen  Coordinaten  also  der  Gleichung  Ui  =  0  genügen 
müssen,  so  dass  Uig  =  0  wird-  so  geht  die  Gleichung 

Uii  — 2UisX  +  UasX2  =  0, 

aus  der  die  Theilverhältnisse  der  Punkte  zu  berechnen  sind,  in  welchen 
die  Fläche  von  der  Geraden  PiPg  getroffen  wird,  in 

Uii  +  UggX2  =  0 

über  und  ihre  Wurzeln  X',  X"  sind  nun  entgegengesetzt  gleich.  Daher 
sind  die  Treffpunkte  P'  und  P"  harmonisch  zu  Pi  und  Pg .  Die  Polar- 
ebene hat  also  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von  dem  Pole 
harmonisch  getrennt  ist  durch  die  Punkte,  in  welchen  die  Verbindungs- 
linie beider  die  Fläche  zweiter  Ordnung  trifft  und  sie  kann  mit  Hilfe 
dieser  Eigenschaft  construiert  werden.  Zu  diesem  Zwecke  legt  man 
durch  den  Pol  Pi  drei  beliebige  Geraden  g^,  g2,  g3,  welche  die  Fläche  in 
den  Punktepaaren  P'i,P'\;  P'2jP"2;  P'sjP^s  schneiden  und  bestimmt  auf 
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jeder  Geraden  den  zu  Pi  in  Bezug  auf  das  betreflfende  Punktepaar  har- 
monischen Punkt.  Die  Verbindungsebene  der  so  erhaltenen  Punkte 
ist  die  Polarebene. 

Von  der  Gleichung 

UiiU  — Ui2  =  0 

des  Tangentenkegels  aus  dem  Punkte  Pi  an  die  Fläche  U  =  0  aus- 
gehend, gelangt  man  zu  der  Gleichung  der  Tangentenebene  in  einem 
Punkte  derselben,  wenn  man  den  Punkt  Pi  auf  die  Fläche  rücken 
lässt.  Dadurch  wird  Uh  =  0 ,  die  Gleichung  des  Tangentenkegels 
geht  in 

über  und  stellt  nun  die  doppelt  zählende  Ebene 

Ui  =  0 (66 

vor,  in  welcher  Polarebene  und  Tangentenkegel  zusammenfallen,  welche 
also  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  dem  Punkte  Pi  ist,  zugleich 
aber  auch  die  Polarebene  dieses  Punktes.  Daher  ist  eine  Tangenten- 
ebene  die  Polarebene  ihres  Berührungspunktes.  Die  durchgeführte  Unter- 
suchung zeigt,  dass  die  Gleichung 

Ui=0 

die  Polarebene  oder  die  Tangentenebene  des  Punktes  Pi  repräsentiert, 
je  nachdem  Uü  ^  0  oder  Uü  =  0  und  dass  der  letztere  Fall  als  ein 
specieller  des  ersteren  angesehen  werden  kann. 

Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Gegeben  sei  die  Fläche 

x2_[-2y2_z2  — 2xy-|-4xz-|-6yz  — 4x  +  2y  +  2z  — 35  =  0 

mit  der  Discriminante 

1—1  2—2 
-12       3         1 

2  3—1  1 
-2        1       1  —35 


A  = 


und  der  Punkt  Pg  (3,2,5).  Die  Elemente  der  l.,2.,  3.,4.  Zeile  der  Discriminante  sind 
die  CoSfficienten  der  Ausdrücke  a,,U2,  Uj,  a^;  daher  findet  man 

ui,=      1.3  —  1.2  +  2.5—   2=  9; 

U2o  =  — 1.3  +  2.2  +  3.5+    1  =  17; 

U3o=      2.3  +  3.2  —  1.5+    1=   8; 
u^,  =  — 2.3  +  1.2  +  1.5  — 35  =  — 34; 

Uoo  =  Uio  Xq  +  U20  yo  +  «80  Zo  +  U40  =  9 . 3  + 17 . 2 + 8 . 5  —  34  =  67, 
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d.  h.  Pq  liegt  nicht  auf  der  gegebenen  Fläche ;  delnnach  ist  die  Gleichung  seiner  Polar- 
ebene 

9x  +  17y  +  8z  — 34  =  0; 

der  berührende  Kegel  aus  Pg  hat  die  Gleichung 

67(x2  +  2y2  — z2  — 2xy  +  4xz  +  6yz  — 4x-|-2y4-2z  — 35)  — 
— (9x+17y+8z— 34)2=0 

oder  geordnet 

14x2  +  155y2  +131z2-f  440xy-  124xz  — 130y  z  — 344x  — 

—  1290  y  —  678  z  +  3501  =  0. 

Da  hierin  z.  B.  a'33  =  14  .  155  —  220^  <  0,    wird    die    Kegelfläche    von    der 
X  y-Ebene  nach  einer  Hyperbel  geschnitten,  ist  also  real. 
Für  den  Punkt  P|  (2,  3, 1)  ist 


Uli 


—  1 ;     Ti2i  =  8;     usi  =13;     U4i  =  —  35 ;    Uu  =  0, 


er  liegt  daher  auf  der  Fläche  und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  demselben  ist 

—  x  +  8yH- 13z  — 35  =  0. 

b)  Bei  dem  Ellipsoid  und  den  Hyperboloiden,  deren  Gleichungen  aus 

—  a.^  —  b''  —  c^ 

durch  entsprechende  Combination  der  Vorzeichen  hervorgehen,  ist 


Ä  = 


+  ^    0 


0        0 


0    +p    0       0 

0       0    +4    0 
—  c^ 

0       0       0—1 


für  den  Punkt  P«  daher 


Xf 


u 


to 


+  "^0-;  ^20=  +  ^«;  uso  =  +-!y;  U40 


und  die  Gleichung  der  Polar-  oder  Tangentenebene 


^   a2   =^    b2  =^  c2 


z 


1=0, 


und  zwar  der  Polarebene,  wenn 


yo 


2 


-~  a^  ~  b^  "~  c^ 
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der  Tangentenebene,  wenn 

c)  Bei  den  Paraboloiden 


a2  -^  b«  -  c2 


--  +i-  — 2z 


ist 


A  = 


1^ 
P 
0 

0 
0 


0 


0 


0 
0 


0 
0  — 1 


0 

0 
0 

—  1 

0 


demnach  filr  Pn 


Xo 


-jlJo.  __ 


uio  =  — ;  U20  =  +  - ;  uso  =  —  1 ;  U40  =  —  zo . 

p  ~  q 

Daher  stellt  die  Gleichung 

p    -    q 
die  Polar-  oder  Tangentenebene  von  P^  vor)  je  nachdem 


^0 


4- 


yo 


-  2  Zo  ^  0  oder  -!!-  + 


y» 


2  Zo  =  0. 


p  ~  q 

d)  Gegeben  sei  die  Fl&che 

x^4-y^  +  z='  +  2xy  +  4xz4-6yz  +  4x  +  2y  +  2z  — 23  =  0. 

Man   bestimme  die  Polarebene  und  den  Tangentenkegel   des  Nullpunktes,   oder 
der  Punkte  P^  (1,  2,  5);     P^  (1, 1, 1);     P3  (1, 1,  -  13.) 

46.  Unendlich  ferne  Punkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Für  die  Beurtheilung  der  Gestalt  einer  Fläche  ist  es  von  Bedeutung 
zu  wissen,  ob  dieselbe  in  das  Unendliche  verläuft,  d.  h.  ob  sie  unendlich 
ferne  Punkte  besitzt.  Um  sich  hierüber  Aufsehluss  zu  verschaffen, 
untersucht  man,  unter  welcher  Bedingung  eine  durch  den  festen  Punkt 
Po  gelegte  Gerade  die  Fläche  in  einem  Punkte  triffl;,  dessen  Abstand 
von  Po  unendlich  groß  ist.  Wenn  a,  ß,Y  die  Eichtungscoordinaten  der 
Geraden  sind,  ergeben  sich  die  Abstände  ihrer  Treffpunkte  (Art.  43) 
aus  der  Gleichung 

Vr2  +  2  (uio  a  +  U20  ß  +  ^30  T)  r  +  Uoo  =  0       • 

imd  diese  hat   eine  unendlich  große  Wurzel,   wenn  (I.  Abth.,  Art.  S 
der  Coöfficient  von  r^  verschwindet,  also 
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v  =  o 

oder  ausgeschrieben  • 

an  a^  +  Hi  ß^  +  »33  7^  +  2  ai2  «  ß  +  2  a^g  a  7  +  2  a-^g  ß  T  =  0. 

Es  existieren  daher  im  allgemeinen  unendlich  viele  Geraden  von 
der  verlangten  Beschaffenheit,  deren  Richtungen  unabhängig  von  dem 
Punkte  Pq  und  nur  an  die  Bedingung 

V  =  0 

gebunden  sind,  vermöge  welcher  die  Geraden  eine  stetige  Folge,  also 
eine  Kegelfläche  mit  dem  Mittelpunkte  in  Po  bilden.  Diese  Kegelfläche 
wird  die  Richtfläche  der  Fläche  zweiter  Ordnung  genannt.  Man  erhält 
ihre  Gleichung,   indem   man   auf  einer  Erzeugenden   einen  beliebigen 

Punkt  P  im  Abstände  r  von  Pq  annimmt,  a= ?;  ß  = ^®-; 

r  r 

7  = berechnet    und   in   die  Gleichung  V  =  0  einsetzt,   welche 

hiedurch  nach  Weglassung  des  Factors  -  ^   in 

an  (x  — "xo)^  H-  ^n  (j  —  Jo?  +  H^  (z  —  Zo)^  +  2  a.^^  (x  —  Xq)  (y  —  y©)  + 
+  2  ai3  (x  —  Xo)  (z  —  z,)  -[-  2  a^3  (y  —  yo)  (z  —  z,)  =  0 

tibergeht.  Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 

{ai  (x  —  Xo)  +  a2  (y  —  yo)  +  ag  (z  —  z,)}^  =  0 
oder 

{(ai  X  +  a2  y  +  ag  z  +  aj  —  (ai  Xo  +  a2  yo  +  ag  Zq  +  a4)}^  =  0, 

so  ergibt  sich  durch.  Ausführung  der  symbolischen  Erhebung  zur 
zweiten  Potenz  die  Gleichung 

U-2Uo  +  Uoo  =  0  .    ^ (67 

der  Richtfläche.  Lässt  man  insbesondere  Po  mit  dem  Nullpunkte  zu- 
sammenfallen, so  erhält  sie  die  einfache  Form 

an  x^  +  a22  y^  +  a33  z'-^  +  2  a,2  x  y  -f  2  a^g  x  z  +  2  a23  y  z  =  0 

oder 

Q  =  0.. (67^ 

Man  erkennt  daraus,  dass  die  Richtfläche  (Art.  44)  eine  reale 
oder  imaginäre  Kegelfläche  (A44  ^  0),  ein  reales,  imaginäres  oder  ver- 
einigtes Ebenenpaar  sein  kann  (A44  =  0). 
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Ist  sie  eine  imaginäre  Kegelfläche,  dann  hat  die  in  Betracht 
stehende  Fläche  keinen  unendlich  fernen, Punkt  befindet  sich  also 
vollständig  im  endlichen  Bereich;  ist  sie  eine  reale  Kegelfläche,  ein 
reales  (getrenntes  oder  vereinigtes)  Ebenenpaar,  dann  hat  die  Fläche 
unendlich  ferne  Punkte  nach  unendlich  vielen  Richtungen,  die  in 
einer  Kegelfläehe,  in  zwei  Stellungen  oder  auch  in  nur  einer  Stellung 
enthalten  sind;  ist  sie  endlich  ein  imaginäres  Ebenenpaar,  so  ist  nur 
eine  reale  Richtung  vorhanden,  nämlich  jene  der  immer  realen  Axe 
des  Ebenenpaares,  nach  welcher  sich  die  Fläche  in  das  Unendliche 
erstreckt. 

Beispiele  and  Aufgaben. 

a)  Die  nach  dorn  Nullpunkto  verlegte  Richtfläche  des  realen  oder  imaginären 
Ellipsoldes 

'>  9  O 

a2  +  b'^  +  c2  +  ^  -  " 

ist  die  imaginäre  Kegelfläehe  (Asymptotenkegel) 


4-  -^   4-       =0 


b)  Die  Hyperboloide 


^  4_  y  _  ^ 1  =  0- 

a-^        b"        c^ 
a-        b-       c-^ 

haben  dieselbe,  nach  dem  Nullpunkte  verlegte  Richtfläche  (Asymptotenkegel) 

a'^  b'^  c"'^  ' 


nämlich  einen  realen  Kegel. 
c)  Die  Paraboloide 


■v-2  «t2 

+   " 2z=0, 

p  ~  q 


(p  >-  0,  ([  >-  0)  haben  ein  Ebenenpaar 

p     -    q 

als  Richtfläche,  das  bei  dem  elliptischen  Paraboloid  imaginär,  bei  dem  hyperbolischen 
real  ist,  in  beiden  Fällen  aber  die  z^Axe  zur  Axe  hat.  Das  elliptische  Paraboloid  er- 
streckt sich  daher  nur  in  der  Richtung  der  z-Axe  in  das  Unendliche. 
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d)  Man    untersuche    die  in  den  Nullpunkt  verlegten  Richtfiächen  der  Flächen: 

2x'^  +  8y2  — 8xy  +  2x  +  4y  +  6z  — 7  =  0; 

X2  _j-  y2  _  z2  -I-  2X  +  3  =  0«, 

X-  +  y''  +  z^  —  2xy  —  4xz  —  6y  z  +  5  =  0. 

47.  Mittelpunkt.  Radien.  Classification  der  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Wenn  ein  Punkt  Pq  die  Strecke  der  Treffpunkte  P'  und  P" 
einer  durch  ihn  gelegten  Geraden  von  gegebener  Richtung  halbieren 
soll,  muss  die  wiederholt  angeführte  Gleichung  (Art.  43) 

Vr2+  2(uio  a  +  1120  ß  +  U30  t)  r  +  Uoo  =  0 

entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  ergeben,  sie  muss  rein  quadratisch 
sein.  Dazu  ist  die  einzige  Bedingung 

nöthig,  welche  ausdrückt,  dass  die  Coordinaten  des  Punktes  Pq  der 
Gleichung 

Ui  a  +  U2  ß  +  U3  Y  ==  0 

genügen  müssen,  damit  er  der  Forderung  entspreche,  d.  h.  der  Punkt  P^ 
muss  auf  der  Ebene  liegen,  welche  durch  diese  lineare  Gleichung 
repräsentiert  wird.  Der  Ort  der  Halbierungspunkte  aller  parallelen 
Sehnen  von  -  gegebener  Richtung  ist  also  eine  Ebene.  Sämmtlichen 
Richtungen  des  Raumes  entsprechen  unendlich  viele  Scharen  paralleler 
Sehnen;  diesen  wieder  entsprechen  unendlich  viele  Ebenen,  welche 
ihre  Halbierungspunkte  enthalten  und  durch  die  Gleichung 

Uia  +  U2ß  +  U3Y  =  0 

repräsentiert  werden,  sobald  man  die  Richtungscoordinaten  a,  ß,  y  als 
willkürliche  Parameter  gelten  lässt.  Diese  Ebenen  gehen  insgesammt 
durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 

Ui  =  0;     U2  =  0;     U3  =  0, 

welcher  offenbar  die  Eigenschaft  hat,  alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen 

der  Fläche   zweiter  Ordnung   zu    halbieren    und   aus    diesem   Grunde 

deren  Mittelpunkt  genannt  wird;  er  soll  in  der  Folge  mit  Pc  bezeichnet 

werden,  so  dass  für  denselben  die  Relationen  Uic  =  0 ;  U2c  =  0;  U3c  =  0 

bestehen.  Seine  Coordinaten  ergeben  sich  durch  Auflösung  der  Glei- 
chungen 

27* 
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aiix  +  ap^y +  ai3Z  +  ai4  =0 

^2t  X  "I     ^22  y  "i"  ^23  ^     I"  ^24  ^~^  ^ 

^31  X     I     %2  y  "1     %3  ^  "I     ^34  ^^^  0 

^41  *42  ^43  *44 

^c  ^==   "7       7    yc  =  T        'i    Zc  =  -T (Do 

-^44  -^44  -^43 

Seine  Verbindungslinie  mit  dem  Nullpunkte  hat  das  Richtungs- 
verhältnis  Xc  :  yc  :  Zc  =  A41 :  A^.y  '  -^43- 

Je  nach  der  Beschaffenheit  von  A44,  A41,  A4.2,  A43,  A  sind  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  A44  ^0,  d.  h.  der  Nenner  der  Auflösungen  ist  von  Null  ver- 
schieden. Dann  haben  diese  endliche  Werte,  der  Mittelpunkt  liegt  im 
endlichen  Bereiche  und  man  hat  es  mit  centralen  Flächen  zu  thun. 
Die  Ebenen  u^  =  0,  xx^  =0,  U3  ^  0  sind  nicht  einer  und  derselben 
Richtung  parallel.  Die  vom  Mittelpunkte  ausgehenden  Radien  ergeben 
sich  aus  der  Gleichung 

Vr2  +  2  (u,o  a  +  U20  ß  +  U30T)  r  +  Uoo  =  0,        ' 

wenn  man  Pq  auf  Pc  fallen  lässt.    Wegen  Uic  =  U2c  =  Usc  =  0  nimmt 
sie  dann  die  Form 

an  und  weil 

Ucc  =  Uic  Xc  +  U2c  Vc  +  USc  Zc  +  1^4c  =  Ulc  = 

"^41       I  42        I  ''^43      I  ^^44 

^  ^41    A  1     ^42   Ä  "T  ^43    T^  ~r   ^ 


44  A        ' 
44 


also 


A  I      ^rz     A  I      -43     A  I      ^44  A 

-t^44  -t^44  -t\.44  2X 


u  --A 

-^44 


geht  sie  in 


über,  woraus  man 


-^44 


V    A44  ^ 


berechnet   und    neuerlich    bestätigt  findet,   dass    der  Mittelpunkt   jede 


durch  ihn  gehende  Sehne  halbiert. 
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Wenn  nun  A  ^  0,  so  existiert  kein  Radius  von  der  Länge  Null, 
es  liegt  eine  ordinäre  Fläche  zweiter  Ordnung  vor,  deren  Richtfläche 
eine  reale  oder  imaginäre  Kegelfläche  ist.  Im  ersten  Falle  können 
Radien  unendlich  groß  werden  (Hyperboloide),  im  letzteren  gibt  es 
kein  reales  Wertsystem  a,  ß,  y,  welches  der  Gleichung  V  =  0  genügt 
(Art.  44),  demnach  bleibt  das  Vorzeichen  von  V  ungeändert,  es 
stimmt  für  alle  Richtungen  des  Raumes  mit  jenem  der  speciellen 
Werte  ai,,a225a33  überein,  welche  dieser  Ausdruck  für  die  besonderen 
Richtungen  1:0:0;  0:1:0;  0:0:1  annimmt  und  wegen 
^33  ^^^  ^11  ^2  ^12  ^0;  öt,  I  =  a22  a33  a23  >  0;  «22  =  ^33  a^^ 
—  a^a'^^O  müssen  aii,a22,  a33  gleiche  Vorzeichen  haben.  Ferner  ist 
wegen    aiiA44  >  0    (Art.    44)    auch    V  A44  >  0,    so    dass    sich     für 

1       A    . 
r^  = ^  •  — —  immer  positive  oder  immer  negative,  und  folglich  für 

r  endliche,  immer  reale  oder  immer  imaginäre  Werte  ergeben,  je 
nachdem  A  <  0  oder  A  >  0.  Damit  sind  die  Kennzeichen  für  die  all- 
seitig begrenzte  und  die  imaginäre  ordinäre  Fläche  gegeben  (EUipsoide), 

1       A 
Wenn  aber  A  =  0,  so  ist  auch  -v^-'-r —  =  0  und  folglich  r  =  0, 

^       -^44 

SO  lange  V  ^  0.  Sobald  hingegen  V  =  0,  erhält  man  für  r  den  un- 
bestimmten Wert  -^,  welcher  andeutet,   dass  alle  Punkte   der  Fläche 

U  ^  0  vom  Mittelpunkte  aus  nur  in  jenen  Richtungen  zu  finden  sind, 
welche  die  Riehtfläche  enthält  (Art.  46).  Die  Fläche  ist  also  eine  reale 
oder  imaginäre  Kegelfläche. 

II.  A44  =  0,  d.  h.  der  Nenner  der  Auflösungen  verschwindet. 
Sind  dann  die  Zähler  A4 i,A42,A43,  oder  ist  mindestens  einer  derselben 
von  Null  verschieden,  so  sind  eine,  zwei  oder  alle  drei  Auflösungen 
unendlich  groß,  der  Mittelpunkt  ist  in  das  Unendliche  gerückt,  und 
zwar  in  der  Richtung  Kj^y  :  A42  :  A43.  Die  Ebenen  u^  =0;  U2  =  0  ; 
U3  =  0  haben  eine  Richtung  gemein,  ohne  durch  eine  und  dieselbe 
Gerade  zu  gehen.  Die  Flächen  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkt 
mögen  unter  der  Bezeichnung  »nicht  centrale  ordinäre  Flächen«  zu- 
sammengefasst  werden.  Ihre  Richtfläche  ist  ein  (reales  oder  imaginäres) 
Ebenenpaar.  (Art.  46,44). 

III.  A44  =  0;  A41  =  A42  =  A43  =  0,  daher  auch  A  =  0,  d.  h. 
die  Mittelpunktscoordinaten  werden  unbestimmt.  Der  Grund  hiefür  ist 
in  der  besonderen  Lage  zu  suchen,  welche  nun  die  Ebenen  u^  =0; 
U2  =  0;     U3  =  0  gegen  einander  haben.  Die  möglichen  Fälle  sind: 
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a)  Die  drei  Ebenen  gehen  durch  eine  und  dieselbe  nicht  unendlich 
ferne  Gerade,  von  welcher  jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  der  Fläche 
U  =  0  angesehen  werden  kann ;  diese  ist  eine  Cylinderfläche,  deren  im 
endlichen  Bereiche   befindliche  Axe  den  Ort  aller  Mittelpunkte  bildet. 

Die    von    irgend    einem    Fankte  Pc   des    Ortes    der    Mittelpunkte    ausgehenden 
Radien  der  Fläche  berechnet  man  aus  der  Gleichung 


(I)    durch  Ermittlung    des  nun  wegen  A  =  A44  =  ü    in    der    unbestimmten  Form 


0 
0 


auftretenden  Wertes  von  Ucc.  Da  Uu  =  U2c  =  ujc  =0  ist  nämlich  wieder  Ucc  =  U4c, 
ferner 

^11  "T  h  a^2  Äia  ai4 


a 
a 


31 
41 


^2    %3    ^34 
^42    ^43    ^44 


=  Ä  +  h  .  Ai,  = 


^It      I     "    ^12    ^13    ^  ^c 

3.9 ^        aoo  a-)«j     \j 


a 


31 


^22    ^23 
^32    ^33 


0 


^41  3'42    ^43    Ulc 


(Transformation  der  4.  Colonne),  daher 


h  a^i  U4c  =  h  .  A^  ;      U4c  =  Ucc  =  -^ 

OL 


11 


Man  hätte  in  der  Discriminante  auch  a22  oder  833  durch  a_>2  -f-  h  oder  a33  -[-  h 
ersetzen  können  u.  s.  w.,  so  dass  sich 


TT      -^11  -^22   -^33 

U  ce  


a 


11 


«22 


OL 


33 


ergibt  und 


.2 


Ali 


V 


a 


(70 


11 


(i  =  1,2,3) 


unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  Pc  erscheint;  demnach  sind  parallele  Radien 
gleich  und  der  Ort  der  Mittelpunkte  stellt  sich  thatsächlich  als  Axe  einer  Cylinder- 
fläche dar,  welche  unter  den  vorliegenden  Bedingungen  durch  die  Gleichung  U  =  0 
repräsentiert  wird. 

Die  Beschaflfenheit  der  »axialen«  Cylinderfläche  ist  aus  ihrer  Schnitt- 
linie mit  einer  der  Coordinatenebenen  zu  erkennen.  Solange  wenigstens 
eine  der  Unterdeterminanten  Aii,A22,  A33  von  Null  verschieden  ist,  hat 
man  es  mit  einer  hyperbolischen  oder  elliptischen  (realen  oder  imaginären) 
Cylinderfläche  zu  thun  (Art.  42).  Wenn  aber  A^,  =  A22  =  A33  =  0. 
verschwinden  überhaupt  alle  Unterdeterminanten  der  Discriminante 
(Art.  40)  und  die  Fläche  degeneriert  zu  einem  realen  oder  imaginären 
Ebenenpaar  mit  immer  realer  Schnittlinie  (Axe). 
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Die  Richtung  der  Axe  (als  Schnittlinie  der  Ebenen  u^  =  0,  U2  =  0, 
U3  =  0)  und  folglich  auch  jene  der  Erzeugenden  der  Cylinderfläche 
ist  durch  das  Verhältnis 

<^ll   •  «12  •  0^13  =  «21  •  «22  •  «23  =  «31   *  «32  •  «33  =  ^ü  '  Ai2  :  Ais  (i  =  1,  2,  3) 

gegeben;  (Art.  40). 

ß)  Die  Ebenen  u^  =  0;  U2  =  0;  U3  =  0  sind  parallel,  d.  h.  sie 
haben  eine  unendlich  ferne  Gerade  gemein;  dann  verschwinden  alle 
Unterdeterminanten  aik,  insbesondere  «11,022?  «331  ^^®  Schnittlinien  mit 
den  Coordinatenebenen  (oder  mindestens  mit  einer  derselben)  werden 
Parabeln  und  die  Fläche  U  =  0  ist  ein  parabolischer  Cylinder,  dessen 
Erzeugenden  die  Richtung  An  :  Ai2  :  Ais  (i  =  l?  2,  3)  haben. 

Y)  Die  drei  Ebenen  fallen  in  eine  einzige  Ebene  zusammen,  von 
welcher  jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  der  Fläche  U  =  0  angesehen 
werden  kann.  Diese  ist  dann  zu  einem  Paar  paralleler  Ebenen  de- 
generiert, deren  Mittelebene  als  Ort  der  Mittelpunkte  erscheint. 

Die    von   irgend    einem    Punkte    Pc  des    Ortes    der    Mittelpunkte    ausgehenden 

0 
Kadien    ergeben    sich    wieder    durch  Ermittlung    des    in    der    unbestimmten   Form  -x 

auftretenden  Wertes  von  Ucc  •  Da  in  diesem  Falle  A  =  Aik  =  0,  aik  =  0,  findet  man 


^11  ~l     ^       ^12         ^13         ^U 
^21  ^22"!^    %3  ^24 

%l  %2  ^23  ^34 


hkA.i 
22 


ajj-]-h      a^2         a^ß       hXc 

^2 1      ^22  ~r  ^    %3      ^  Je 
%i  ^32        ^33         ^ 


^4l  ^42  ^43  ^44  I  I         ^41  ^42  ^43  ^4c 

(Transformation  der  4.  Colonne);    daraus  durch  Entwicklung  der  Determinante  rechts 

nach  der  4.  Colonne: 

* 

hxe(Ai4+kA,4)4-kyc(A24+hA24)  + 

22  11 

+  U4c(A44 +haii  -[-ka22  +  1^  ^aga)  =hk  A^^ 

22 

und    da    wegen    au  :  ai2  :  ajs  :  &n  =  aki  -  ak2  :  ak3  •'  ak4;    i,  k  =  1,  2,  3    auch    Au  = 

=  A2i  =  0  u.  s.  w.,  erhält  man  schließlich 

^^  A 

22 


h  k  U4c .  a33  =  h  k  A^i ;  uic  =  Ucc  = 

22  a33 

Man    hätte    auch    si.22    ^^^  %3    durch  a22  -f"  ^    und  ags  -f-  k    ersetzen    können 
u.  s.  w.,  so  dass  sich 

A| ,        A22       A33 

yj       22  66  11 

Ucc -" —    

^33  ^11  ^22 

1         Aii 

r2  —  _  i  .  _^ (71 

V      an 

(i=  1,2,3;  k  =  2,  3,  1;  1  =  3,1,2) 


cc 
ergibt, 
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nnabbängig'  von  der  Lage  des  Punktes  Pc  erscheint,  parallele  Kadien  also  gleich  sind 
und  der  Ort  der  Mittelpunkte  sich  wirklich  als  Mittelebene  eines  Parallel-Ebenenpaares 
darstellt. 

Das  Ebenenpaar  ist  real  getrennt,  imaginär  oder  zusammenfallend, 
je  nachdem  seine  Schnittpunkte  mit  den  Coordinatenaxen  real  getrennt, 
imaginär   oder   vereinigt    sind  (Art.  43),   d.    h.  je   nachdem    An  <  0, 


Aii  >  0  oder  An  =  0  (i,  k  =  1,  2,  3). 

kk  kk 


kk 


Beispiele  und  Aufgaben. 

ä)  £s  sei  die  Gleichung 

3x2-f-2y2  +  5z2-f4xy  +  6xz4-8y2;  +  8x  +  10y  +  4z  +  7  =  0 

gegeben.   Um  den  Mittelpunkt  und  die  Kadien  der  von  ihr  repräsentierten  Fläche  zu 
bestimmen,  ermittelt  man 


A  = 


3  2  3  4 

2  2  4  5 

3  4  5  2 

4  5  2  7 


a. 


II —       6;     a^2  —  2; 
1  a.2i  =  2;  a22  =  6; 

«31=2;         a32  =  — 6; 


a 


13 


2; 


«23=— 6; 

«33  =  2 


und  findet  nun 


A,,= 


■44 


A  = 


24  +  10+   4  =  — 10; 

8  +  30  —  12=      26; 

8—30+   4  =  — 18; 
18+  4+   6; 

40  —  130  +  36  —  56  = 
A    _  55 
A44  ~    4 


A„  = 

A42  = 
-^43  ^= 


^44 


10; 

—  26 
18 

—  8 


110; 


~.""' 


demnach 


5 

"4  ' 


13 
4  ' 


z. 


4  ' 


.2 — 


1_     ^^ 
V   '4 


Die  Fläche  ist  also  eine  centrale. 
b)  Die  Gleichung 

3x2  +  5y2  +  7z2-f  4xy-f  2xz  +  8yz  +  2x  +  4y4-6z+,2 

mit 

3    2     11 


=  0 


A  = 


2  5  4  2 
14  7  3 
12    3    2 


«11  =  19 ;  a^.^  =  20;     a;,3  =  11 ; 
;    A4,  =  -8;  A42  =  0;    A„  =  -16;    A^, 
A  =  24 


=  40; 
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stellt  eine  imaginäre,    ordinäre  Flüche  vor,    deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten —  ? 

2 

0  ; —  hat;  denn  es  ist  «»  ]>  0;  an  A44  >-  0;  A  >>  0. 

o 

c)  Bei  der  Gleichung 

5x2  +  8y2-f-4z'''  +  12xy-f-6xz  +  6yz-l-12x  +  14y  +  4z  +  9  =  0 

ist 

«(^=205       «22  =11 5       ^33  ^^^7       -^41^  ^^  ?       -^42  ^^^^'l       -^43  ^^^^'l 

folglich  stellt  sie  eine  Kegelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  Pc  ( —  3, 1, 1)  vor,  welche  von 
den  Coordinatenebenen  nach  imaginären  Ellipsen  geschnitten  wird,    also  imaginär  ist. 

d)  Bei  der  Gleichung 

5x24-2y2  +  9z2  +  2xy-f  12xz+6yz  +  4x4-10y  +  6z  +  7  =  0 

« 

ist 

A^i  =  — 36;  A42  =  — 36;  A43  =  36;  A44  =  0;  A  =  — 144, 

sie  stellt  demnach    eine    nicht  centrale  Fläche  vor,   deren  Mittelpunkt   unendlich  fern 
ist  in  der  Richtung  —  36  :  —  36  :  36  =  —  1  :  —  1:1. 

e)  Bei  der  Gleichung 

3x24-y2_|-i5z2-|-4xy4-14xz4-8yz  +  10x-(-4y  +  18z-|-7  =  0 

ist 

a,i=  — 1;  a2.2  =  — 4;  033  =  —  !; 
A,i  =  0;  A42  =  0;  A43  =  0-,  A,4  =  0;  A  =  0;  A,i  =  — 4, 

also  stellt  sie  eine  hyperbolische  Cylinderfläche  vor. 
/)  Bei  der  Gleichung 

6x2  +  4y-^4-4z2+10xy+14xz+10yz  — 12x  — 4y  +  16z— 48  =  0 

ist 

A4i  =  A42  =  A43  =  A44  =  0;  A  =  0;  A^^  =  A22  =  A33  =  0, 

sie  stellt    mithin    ein  Ebenenpaar  vor    und  weil  «jj,  a^it  «33  negativ  sind,    ein    reales. 
g)  Bei  der  Gleichung 

x2-}-4y2-(-9z2-f4xy  +  6xz+12yz  +  8x  +  6y  +  4z+7  =  0 

ist 

aik  =  0;  Au  =  A42  =  A43  =  A44  =  0;  A  =  0;  Ai^  =  — 25. 

Die  Ebenen   u,  =0;  u^  =  0;  Ug  =  0    sind  parallel,    daher    hat    man    es    mit 
einer  nicht  axialen  (parabolischen)  Cylinderfläche  zu  thun. 

h)  Man  untersuche  wie  im  vorstehenden  die  Gleichungen 

x^  +  y^  +  z^  —  4  X  y  +  2  z  -|-  9  =  0 ; 
2xy  — lOz-j-  13  =  0', 
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2x2-|-4y«  +  12z*  +  8xz  +  8yz  +  6y4-6z  +  5  =  0; 
x« -(- 4y2  +  z2  +  4xy  4- 2xz  4- 4yz  +  6x4-10y-|-2z4-ll  =  0: 
x*  +  4y2-|-9z»  +  4xy  +  6xz-l-12yz  — 9  =  0; 
x2-f  4y2-f  9z«  +  4xy'-f  6xz  +  12yz  +  2x4-10y4-12z  +  7  =  0; 
x*  +  y*  +  z*  +  4xy4-6xz  +  8yz4-2x  +  6y  +  34z  — 9  =  0; 
x2 -f  3y»  +  7z2  4- 4xz  +  6y  z  +  lOx  +  4y -f  24z  +  3  =  0; 
2x*  +  8y«  +  18zä-l-8xy+12xz+24yz4-6x+14y  +  16z  +  ll=0'- 
4x'' -  3y«  +  z«  +  2xy  +  4xz  +  lOy z 4- 14x  +  6y  +  16z  + 18  =  0: 
12x2  4-6y«  — 4z«  +  l8xy  — 8xz— 2yz  — 6y4-16z  — 12=0; 
5x24-5y2+20z«+10xy4-20xz4-20yz— 14x  — 14y— 28z-|-17=0; 
5x»4-2y2  4-10z»  +  6xy4-14xz4-8yz  — 6x  — 2y—  10z  4- 5  =  0; 
3x24-3y«4-12z«4-6xy4-12xz4-l2yz  — 18x— 18y— 36z4-15=0: 
3x»4-8z2  4-2xy4-10xz  4- 4yz  —  lOx  —  6y  —  14z  4- 3  =  0; 
x«4-4yä4-z*4-4xy4-2xz4-4yz4-12x4-24y4-12z4-36=:0; 
3x2  — 3y«  — 8z2— 8xy4-10xz4-10yz  — 8x  — 6y4-10z  — 3  =  0. 

48.  Transformation  der  Gleichungen  centraler  Flächen  za 
parallelen  Goordinatenaxen  durch  den  Mittelpunkt.  Wird  der 

Mittelpunkt  als  Nullpunkt  eines  neuen,  gleichsinnig  parallelen  Coor- 
dinatensystems  angenommen  und  die  Gleichung  U  =  0  einer  centralen 
Fläche  darauf  transformiert,  so  nimmt  sie  die  Form  (Art.  41) 

Q  4-  2uicX  4"  2u2cy  4"  2uscZ  +  Ucc  =  0 
an  oder,  weil  uu  =  U2,  :=  usc  =  0;    Ucc=  -r— , 

Q  +  ^  =  0 (72 

Die  erhaltene  Gleichung  ist  dadurch  charakterisiert,  dass  in  ihr 
die  linearen  Glieder  fehlen. 

Ist  a,o  =  ai3  =  a^s  =  0,  hat  also  die  gegebene  Gleichung  die  Form 

a,!  x^  -f  a22  y^  +  a33  iP-  +  2  ai4  x  +  2  a24  y  -f-  2  a34  z  -[-  a44  =  0, 

so  ergibt  sich  durch  diese  Transformation  direct  die  Gleichung  eines  Ellipsoldes  oder 
Hyperboloides 

an  x^  +  a22  y-  +  a33  z2  4-  t—  =0, 

welche  man  nämlich  auf  die  Form  (Art.  38) 
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X*-^    .     V-    .     z'^ 


bringen  kann. 

Ist  A  =  0,  stellt  also  die  Gleichung  U  =  0  eine  Kegelfläche 
vor,  so  geht  sie  durch  die  Transformation  in  Q  =  0  über;  somit  er- 
gibt sich  auch  auf  diesem  Wege  die  Bedeutung  der  verschwindenden 
Discriminante. 

Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Axe  eines  Cylinders 
oder  in  der  Mittelebene  eines  Parallel-Ebenenpaares  als  Mittelpunkt, 
so  erhält  man  durch  Transformation  die  Gleichungen 

Q+^=0 (73 

«ii 

A  • 


kk 


Q4---=0 (74 

an 


(vgl.  Art.  47). 


49.  Der  Asymptotenkegel.  Die  nach  dem  Mittelpunkte  einer 
centralen  Fläche  verlegte  Richtfläche  derselben  heißt  ihr  Asymptoten- 
kegel, dessen  Gleichung  daher  aus  jener  der  Richtfläche  in  einen!  be- 
liebigen Punkt  Pq  hervorgeht  (Art.  46),  wenn  man  P^  mit  Pc  zusammen- 
fallen lässt: 

U  — 2Uc  +  Ucc  =  0; 
und  weil 

Uc  =  Uic  X  -[-  U2c  y  -|-  U3c  Z  -[-  U4c  =  U4c  =   T"  =  Ucc, 

nimmt  sie  die  Form  an 

U  —  ^  =  0 (75 

A44 

Der  Asymptotenkegel  kann  real  oder  imaginär  sein,  seine  Er- 
zeugenden können  die  Fläche  offenbar  nur  in  unendlich  fernen  Punkten 
treffen.  Er  kann  auch  als  der  Tangentenkegel  an  die  Fläche  aus  ihrem 
Mittelpunkte  angesehen  werden,   denn  die  Gleichung  des  letzteren  ist 

also   vermöge    der  Werte   von   Ucc   und    Uc   mit   der    Gleichung  des 
Asymptotenkegels  identisch. 

Anmerkung.  Die  Polarebene  des  Mittelpunktes  hat  die.  Gleichung 

Uic  X  -[-  U2c  y  +  ^3c  Z  -[-  U4c  =  0 
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oder 

O.x  +  O.y +  0.Z+    A  =0, 

sie  ist  daher  (Art.  24,  II)  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes. 

Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels,  transformiert  auf  ein  paralleles  Coordinaten- 
system  durch  den  Mittelpunkt,  wird  (Art.  48) 


i'i+-D-t=' 


'3.3^  -^33 

oder 

Q  =  o, 

wie  zu  erwarten  war. 

50.  Conjugierte  Diametralebenen  und  Durchmesser.  Bei  der 

Behandlung  des  Mittelpunktproblems  (Art.  47)  wurde  festgestellt,  dass 
die  Halbierungspunkte  aller  parallelen  Sehnen  von  gegebener  Richtung 
a;ß:Y  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  sogenannten  »Durch- 
messer- oder  Diametralebene«  der  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  welche 
durch  die  Gleichung 

ani+ß«2+TU3=0 (76 

repräsentiert  wird.  Man  sagt,  die  Diametralebene  ist  der  Schar  von 
parallelen  Sehnen  und  diese  wieder  sind  der  Diametralebene  conjugiert. 
Nach  X,  y,  z  geordnet,  erhält  die  Gleichung  die  Form 

Vi  X  +  V2  y  +  V3  z  -1-  V4  =  0, (76^ 

aus  welcher  sich  das  Riehtungsverhältnis  v^  :  V2  :  V3  der  Normalen 
(oder  die  Stellung)  der  Diametralebene  ergibt. 

Der  Sehnenschar  von  der  Richtung  «i :  ßi :  Yj  ist  die  Diametral- 
ebene 

Vii  X  -]-  V2i  y  +  Vsi  Z  -f-  V4i  =  0 

conjugiert.  Eine  beliebige,  in  dieser  enthaltene  Richtung  a^  :  ßk  :  y^  ist 
senkrecht  zu  der  Normalenrichtung  vn  :  V21 :  vsi  der  Diametralebene, 
daher  besteht  die  Beziehung 

Vii  ttk  -f  V2i  ßk  +  V3i  Yk  =  0 

oder 

Vik  =  0. 

Da  aber  Vik  m  Vki,  also  auch 

Vki  =  0 
oder 

Vik  «i  -j-  V2k  ßi  +  V3k  Yi  =  0, 
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enthält  die  Diametralebene 

Vik  X  -f  V2ky  +  V3k  Z  4"  V4k  =  0, 

welche  einer  Schar  paralleler  Sehnen  von  der  Richtung  a^ :  ßk :  Yk 
conjugiert  ist,  die  Richtung  ai :  ßi  :  Yi-  Diese  beiden  Richtungen  stehen 
also  in  der  eigenthümlichen  Beziehung  zueinander,  dass  jede  der 
Stellung  der  zu  der  anderen  conjugierten  Diametralebene  angehört. 
Daher  muss  der  beiden  Diametralebenen  gemeinsamen  Richtung 
ai  :  ßi :  Yi  eine  Diametralebene  entsprechen,  welche  die  Richtungen 
«i  :  ßi ".  Yi  ^^^  «k  :  ßk  :  Yk  enthält.  Solche  drei  Ebenen  werden  ein  »Tripel 
conjugierter  Diametralebenen«  genannt;  je  zwei  von  ihnen  schneiden 
sich  in  einem  Durchmesser,  zu  dessen  Richtung  die  dritte  conjugiert 
ist.  Die  drei  Durchmesser  wieder  heißen  ein  »Tripel  conjugierter 
Durchmesser«,  von  welchen  je  zwei  durch  eine  Diametralebene  verbunden 
werden,  welche  zu  der  Richtung  des  dritten  conjugiert  ist.  Die  Rich- 
tungen der  Durchmesser  des  Tripels  sind  durch  die  Gleichungen 

verbunden. 

Die  Ebenen  u,  =  0;  u^  =  0;  U3  =:  0  sind  auch  Diametralebenen  der  Fläche, 
weil  sie  sich  in  ihrem  Mittelpunkte  schneiden  und  offenbar  conjugiert  den  Sehnen- 
scharen, welche  die  Richtungen  der  Coordinatenaxen  haben. 

Die  Diametralebenen  der  nicht  centralen  Flächen  enthalten  alle 
die  Richtung  A41 :  A42  :  A43    nach    dem    unendlich    fernen  Mittelpunkt. 

Bei  den  Cylinderflächen  existiert  eine  Axe  der  Mittelpunkte  im  endlichen  Be- 
reiche oder  im  Unendlichen.  Daher  geht  jede  beliebige,  die  Axe  nicht  enthaltende 
Ebene  durch  einen  Mittelpunkt  der  Fläche  und  kann  als  eine  Diametralebene  an- 
gesehen werden,  welche  der  Richtung  a. :  ^e'  '(o  =  An  :  Ai2  :  Ais,  i  =  1,  2,  3  (Art.  47 
III,  a,  ß)  der  Erzeugenden  conjugiert  ist;  denn  weil  A  =  Aj4  =  Ay^  =  A34  =  A44  =  0, 
ist  auch  vie  =  V/e  =  V3e=  V40  =  0  uud  die  Gleichung  vie  x  +  V2e  y  -f-  vse  z  -|- 
-[-  V4e  =  0  der  zugeordneten  Diametralebene  wird  unbestimmt,  d.  h.  von  den  Coordi- 
naten  eines  jeden  Punktes  befriedigt.  Hingegen  kann  jede  durch  die  Axp  gehende 
Ebene  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

a  Ui  -[-  ß  ^2  +  T  1^3  =  0 

ausgedrückt  werden,  weil  die  Axe  die  gemeinschaftliche  Schnittlinie  der  Ebenen  u,  =0; 
Uo  =  0;  U3  =  0  ist;  sie  ist  also  einer  beliebigen,  den  Erzeugenden  nicht  parallelen 
Richtung  zugeordnet.  Bei  der  nichtaxialen  Cjlinderfläche  insbesondere  sind  die  beliebigen 
Richtungen  conjugierten  Diametralebenen  parallel  den  Ebenen  u,  =  0;  U2  =  0;  U3  =  0. 

Zwei  durch  irgend  einen  Punkt  Pq  unter  den  zu  einander  senk- 
rechten Richtungen  a^ :  ßi  :  y^  und  a.2 :  ß.2  :  Y2  gelegte  Geraden  x'  und  y' 
bestimmen  eine  Ebene  mit  den  Stellungscoordinaten 
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a 


ßi  T, 

•,       ß 

Ti  «i 

;   T  — 

«i  ß, 

ß2    T2 

Y2    «2 

«2  ßa 

Von  dieser  wird  die  Fläche  nach  einer  Linie  geschnitten,  welche  man 
auf  die  Geraden  x',  y'  als  Coordinatenaxen  beziehen  und  durch  die 
Gleichung  (Art.  42) 

Vu  x2  +  V22  y2  +  2  V12  X  y  +  2  (Ujo  a^  +  u^o  ßi  +  U30  Ti)  x  + 
+  2  (uio  «2  +  U20  ß2  +  U30  T2)  y  +  Uuo  =  0 

darstellen  kann.  Ist  P©  Mittelpunkt  dieser  Linie,  so  darf  deren  Gleichung 
keine  linearen  Glieder  enthalten  (III.  Th.,  I.  Äbth.,  Art.  39),  d.  h. 
es  muss 

uio  «i  +  1120  ßi  +  ^30  Ti  =  0; 

Uio  «2  +  U20  ß2  +  U30  T2  =  0 

sein.  Daraus  folgt  aber 


^10  •  ^20  •  ^' 


30 


ßi  Ti 

ß2    T2 


Ti  «1  i  .  I  «1  ßi 
T2  «2 !     I  «2  ß2 


a  :  ß  :  Y 


oder 


u 


10 


^20    ^30   . 


OL 


ß 


demnach  befriedigen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  Pq  der  Schnitt- 
curve  das  Gleichungssystem 


Ui 


Uo 


u 


.s 


a 


welches  offenbar  einen  Durchmesser  der  Fläche  repräsentiert.  Dieser 
ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Linien,  nach  welchen  die  Fläche 
von  parallelen  Ebenen  der  Stellung  a  :  ß  :  y  geschnitten  wird  und  heißt 
der  dieser  Stellung  conjugierte  Durchmesser;  seiner  Richtung  ist  wieder 
die  Diametralebene  der  Stellung  a :  ß  :  y  zugeordnet.  Sind  nämlich 
«i,  ßi,  Yi  seine  Richtungscoordinaten,  so  kann  sein  Gleichungssystem 
auch  in  der  Form 


Vii 


u. 


V2i 


Vsi 


dargestellt  werden  (Art.  34),  während  die    seiner  Richtung   conjugierte 
Diametralebene  die  Gleichung 

Vii  X  -f  V2i  y  +  V3i  Z  -f-  V4i  =  0, 

also  die  Stellung  vu  :  V2i :  vai  =  a  :  ß  :  y  hat. 
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Die  Durchmesser  der  nicht  centralen  Flächen  sind  parallel  und 
haben  die  Richtung  A41 :  A42  *.  A43  nach  dem  unendlich  fernen  Mittel- 
punkte. Bei  den  Cylinderflächen  kann  jede  Gerade,  welche  die  Axe 
schneidet,  als  ein  Durchmesser  angesehen  werden.  Demnach  sind  bei 
der  nicht  axialen  Cylinderfläche  die  Richtungen  aller  Durchmesser  in 
einer  Stellung  enthalten. 

51.    Hauptebenen    und    Hauptdurchmesser.    Hauptradien. 

Wenn  eine  Diametralebene  senkrecht  ist  zu  der  ihr  conjugierten 
Sehnenschar,  theilt  sie  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  sym- 
metrische Hälften  und  wird  eine  Hauptebene  genannt.  Da  in  diesem 
Falle  die  Sehnen  parallel  sind  der  Normalen  der  Diametralebene,  so 
besteht  zwischen  den  Richtungsverhältnissen  a  :  ß  :  7  und  v^ :  V2  :  Vg 
beider  (Art.  50)  die  Beziehung 

V| :  V2  :  Vg  =  a  :  ß  :  Y 

und  wenn  p  einen  Proportion alitätsfactor  bedeutet,  ist 

v,  =  pß} (78 

V3  =  P  T 

Setzt  man  statt  V|,V2,  Vg  die  betreffenden  Ausdrücke  und  ordnet, 
so  gehen  die  homogenen  Gleichungen 

(an— P)a4-  ai2  ß  +  aigT  =  0| 

a2ia  +  (a22— p)ß+  a23T  =  0[    ....     (79 

^31«+  a32ß+(a33  — P)T  =  oJ 

hervor,  welche  nur  dann  gleichzeitig  bestehen,  nämlich  paarweise  das- 
selbe Richtungsverhältnis  a  :  ß  :  y  ergeben  können,  wenn  ihre  Determi- 
nante verschwindet;  daraus  ergibt  sich  die  Gleichung 


=  0,      ....     (80 


welche  in  p  vom  3.  Grade  ist  und   durch  Entwicklung   der  Determi- 
nante die  Form 

P^  —  (^11  +  ^22  +  333)  P'^  +  («11  +  «22  +  «33)  P  —  A44  =  0    .    (80^ 

annimmt.  Sie  hat  immer  drei  reale  Wurzeln. 


l     p 

ai2          ^13 

a2i 

^22         P        %3 

asi 

a32       %3  "■ 
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Der  Beweis  hiefiir  kann  mit  Hilfc  des  folgenden  Satzes  aus  der  Gleichungslehre 
gegeben  werden:  Liefern  die  Einsetzungen  der  Zahlen  a  und  b  in  das  Polynom  der 
Gleichung /(p)  =  0  entgegengesetzt  bezeichnete  Substitutionsresultate,  so  liegt  zwischen 
a  und  b  wenigstens  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Um  nun  bei  der  in  Frage  stehenden  cubischen  Gleichung  das  Eintreten  solcher 
Zeichenwechsel  nachzuweisen,  gibt  man  ihr  durch  Entwicklung  der  Determinante, 
deren  Unterdeterminanten  mit  /N^ik  bezeichnet  werden  mögen,  die  Form 

oder  nach  einfachen  Reductionen: 

(»33  —  P)   [(»U  —  P)  (»22  —  P)  —  »12^]  — 

|_»13     (»22         P)  ~r  »23    (»11  P)         2  a,  2  a,3  0-23 J  =  Ü 

und  nimmt  (ohne  damit  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen)  a,  j  <C  a  ,3  an.  Setzt  man 
den  Ausdruck  in  der  ersten  eckigen  Klammer  links  für  sich  gleich  Null,  so  erhält  man 
die  quadratische  Gleichung 

(»11  —  P)  (»22  —  P)  "-  »12'^  =  0    (A33  =  0) 

deren  Polynom  für  — 00,  a,,,  a22,  -{- co  Substitutionsresultate  mit  den  Vorzeichen 
-)-,  — ,  — ,  -\-  liefert.  Daher  liegt  zwischen  —  co  und  aj,,  dann  zwischen  SL-^-i  ^^^ 
-\-  CO  je  eine  Wurzel  der  Gleichung  /^^  =  0.  Bezeichnet  man  die  erste  nxit  («33^^-, 
die  zweite  mit  (n^^''^^  so  ist  "^as'^^  <!  a-n ;  «"aa^^^  >  a^j.  Wird  nun  eine  dieser  Wurzeln 
(üiggC'^)  in  das  Polynom  der  cubischen  Gleichung  eingeführt,  so  verschwindet  das 
Product  links,  weil 

(»11  —  Ö>33^'^)  (»22  —  ^32^^)  —  »12^  =  0, 
und  es  bleibt  der  Ausdruck 

—  [»13-  (»22  —  ö>33^'^)  +  »23^  (»11  —  ^33^'^)  —  2  a,2  a,3  a^g]  , 

welcher  wegen 

»12  =  f(»Il  —  ^33^'^)  (»22  —  «33^'^ 


in 


—  [ai3  f  ao2  —  Ö>33^*^  —   »23  f  »11  —  0)33^*^] 

Übergeht.  Da  laut  Voraussetzung  <W33^^^  <C  »n  <C  ^,2;  ^33^^^  >  ^22  >»  »n,  sind  fiir 
(«33'^)  die  Größen  unter  den  Wurzelzeichen  positiv,  die  Größe  in  der  Klammer  real, 
ihr  Quadrat  positiv;  hingegen  für  0)33 ^^^  die  Größen  unter  den  Wurzelzeichen  negativ, 
der  Ausdruck  in  der  Klammer  rein  imaginär  (von  der  Form  m  K  —  l),  sein  Quadrat 
negativ.  Also  hat  das  Eesultat  der  Substitution  von  tugg^O  in  das  Polynom  der  cubischen 
Gleichung  das  negative,  jenes  von  0)33^'^^  das  positive  Vorzeichen.  Ferner  überzeugt 
man  sich  leicht,  dass  den  Substitutionen  von  —  00  und  -\-  cc  das  positive  und  negative 
Vorzeichen  entspricht,  indem  man  etwa  in  jeder  Zeile  der  Determinante  p  als  Factor 
heraushebt  und 
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a 


11 


a 


12 


a 


13 


—  J. 

p           p 

P 

*21                    *22 

-1 

*23 

P                        P 

P 

*31                    %3 

*33 

P                        P 

P 

fi  der  Vorzeichen 

o           (Oj3(l> 

<^3i 

(8) 

-f 


CO 


+ 


+ 


geht   hervor,    dass    zwischen  — oo  und  1033^*-;     *»*33^*^  '^^^  "*33^^^5     ^"33^*^  '^^^  "h  ^  j® 
eine  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  enthalten  ist,  so  dass  die  Beziehung  besteht 

Pl  <  <«>33^^^  <  P2  <  0)33^^^  <  P3- 

Da  man  für  die  Beweisführung  die  Determinante  auch  nach  der  ersten  oder 
zweiten  Zeile  hätte  entwickeln  können  und  dann  an  die  Stelle  der  Wurzeln  0)33(0  der 
Gleichung  ^^3  =  0  die  Wurzeln  Wu^*^  oder  (Ujj^'^  der  Gleichungen  /N^n  =  0  oder 
/^22  =  0  getreten  wären,  besteht  für  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  folgende 
allgemeine  Beziehung: 

Sind  tomnjC*)  und  0*™^^*^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  Amm  =  0 
oder  p2  —  (akk  +  a»)  p  +  a„™  =  0;  (k  =  1,  2,  3;  1  =  2,  3, 1;  m  ==  3,  1,  2),  so 
ist,   oiniin  (^^  <C  "»mm  ^*^  vorausgosetzt : 


Pl  <  ö>mm^l^  <  P2  <  ^mJ^^  <  Py 


(81 


Häufig  handelt  es  sich  nur  darum,  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  zu  kennen.  Da  letztere  im  vorliegenden  Falle  durchwegs  reale  Wurzeln 
hat,  sind  einer  bekannten  Regel  zufolge  so  viele  Wurzeln  positiv,  als  das  geordnete 
Gleichung^polynom  Zeichenwechsel,  und  so  viele  negativ,  als  es  Zeichenfolgen  aufweist. 

Die  ünterdeterminanten  der  Determinante  von  GL  80  sind 

Aii  =  P^  — (a22  +  a33)p  +  aii;    A12  =  A21  =ai2p4-ai2) 

A22  =  P^  — (a33  +  au)p  +  a22;    Ai3  =  A31  =ai3P  +  ai3  i   .(82 

A33  =  P^  —  (au  +  ^22)  P  +  «33  ;       A23  =  A32  =  »32  P  +  «23  j 

und  wenn  p  eine  Wurzel  der  cubischen  Gleichung,  ist  (I  Th.,  Art.  16) 


Au  •  A12  •  Ai3  —  A21  •  A22  •  A23  —  A31  •  A32  •  A^ 


335 


so    dass   sich  aus  irgend   zwei  der  Gleichungen  (79    immer   dasselbe 
Richtungs Verhältnis  ergibt; 


a:  ß 

a:ß 
a:ß 


T  — Au 

:Ai?: 

Y  — A21 

:  Aoo  : 

T  — Z^i 

:Aä?: 

Au] 
A23' 
A33 


(83 
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Multipliciert   man   links   der   Reihe   nach   mit  a,  ß,  y,   so    erhält  man 
die  Beziehungen 


a^:aß:aY_  All 

:Ai7 

:Ais; 

aß:  ß2  :ßT-A2i 

•An 

•  A23i 

«y:  3t  :  T^  —  A31 

•  A32 

•  A33) 

welche  mit  Hilfe  eines  Proportionalitätsfactors  o  durch  die  Gleichungen 

^ß^  =  A22;      C5aY  =  Ai3; 

<3T^  =  A33;       ^ßT  =  A23 

dargestellt   werden   können.  Durch  Addition   der  Gleichungen   in  der 
Colonne  links  folgt 

<3  =  Au  +  A22  +  A335 

SO  dass 


.=r 


A, 


I  AU+A22  +  A 


;  ß  = 


Y- 


33 


A 


22 


A11+A22  +  A33' 


f 


A 


33 


I.AU+A22+A 


33 


Hingegen  findet  man  aus  den  Gleichungen  der  Colonne  rechts  z.B. 


a  aß . oaY 

^ßr 


aa' 


A12  Al3 


A 


—  u.  s.  w., 


23 


daher 


a' 


und 


1_  A12  Al3  .      02  _-.  _   A12  A23  .    '  Y^  =  —  ^t3  A23 
O  A23  <3  Al3        '    ■  <5  Al2 


0^2  .  ß2  .  ^2  --  A12  At3  .  A12  A23  .  At3  A23  ^ 

A23  Al3  A12 


alsOj  wenn  man  die  Verhältniszahlen  rechts  mit  A12  A13  A23  multipliciert 
oder  dividiert: 

a^  :  ß2  :  ^2  ^  ^^  ^  ^^3)2  .  (^^^  ^^^y  .  ^^^  ^^^y  =     ^  ^  ^ 

mithin 


A23      At3      Ar2* 


a  :  ß  :  Y  =  A12  A13  "•  At2  A23 '  A13  A23  =  (^12  P  +  «12)  (^13  P  +  «13)  • 
:  (ai2  p  +  «12)  (a^3  p  +  033) :  (a^^  p  +  a^^)  {r^^  P  +  «23)  •  •  •  (83* 
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oder  auch 

p  111 


Z\23      Z\l3      Z\l2 
1 


'^23  P  +  «23  '  »13  p  +.  ai3  '  ai2  p  +  ai2 


(83" 


Den  drei  Wurzeln  Pi5P2)p3  der  cubischen  Gleichung  entsprechen 
drei  Richtungen  a^  :  ßi  :  Tn  ^4  •  ß2  •  T21  ^  •  ß3  •  Ts'j  durch  welche 
drei  Hauptebenen,  femer  die  zu  diesen  senkrechten,  ihnen  con- 
jngierten  Durchmesser  der  Fläche  bestimmt  werden,  welche  man 
Hauptdurchmesser  oder  Axen  nennt.  Je  zwei  solche  Richtungen  sind 
zu  einander  senkrecht;  denn  für  die  Wurzeln  pi  und  pk,  sowie  die 
ihnen  entsprechenden  Richtungen  ai :  ßi :  yi  und  ak  :  ßk  :  Tk  nehmen  die 
Gleichungen  78  die  Formen 

Vii  =  Pi  OCij        Vik  =  Pk  «k 
V2i  ==  pi  ßi  n     V2k  =  pk  ßk  ? 
V3i  =  PiTiJ         Vsk  =pkTk] 

an,  ergeben  also,  wenn  man  in  der  Colonne  links  mit  ak,  ßkjYk,  rechts 
mit  «i, ßi,Yi  multipliciert  und  addiert: 

Vik  =  pi  (ai  ak  +  ßi  ßk  +  Ti  Tk);     Vki  =  Pk  (ak  ai  +  ßk  ßi  +  Yk  Ti). 
woraus  durch  Subtraction  wegen  Vik  ^  Vki 

0  =  (pi  — pk)  (Oittk  +  ßißk  +  TiTk) 

folgt.    Da  im  allgemeinen  Pi^pk*,     Pi  — pk^O  (der  Fall  pi  =  pk  wird 
später  untersucht  werden),  ist 

aiak  +  ßißk  +  TiTk  =  0 
und  folglich  auch 

Vik  =  0. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  je  zwei  Hauptdurchmesser  zu 
einander  senkrecht  sind,  die  zweite,  dass  jeder  in  der  dem  anderen 
eonjugierten  Diametralebene  liegt.  Demnach  bilden  die  drei  Haupt- 
durehmesser  ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser  und  die  Hauptebenen 
ein  Tripel  conjugierter  Diametralebenen,  zwischen  deren  Richtungs- 
(Stellungs-)Coordinaten  die  Gleichungen 

Vi2  =  0;    Vi3  =  0;    ¥^3  =  0 (84 

bestehen.   Aus  der  linken  Colonne  derselben  Gleichungen   erhält   man 
durch  Multiplication  mit  a^,  ßi,  Yi  und  Addition 

28* 
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Vü  =  pi, 

also     gelten     für    die    ßichtungseoordinaten    der    Hauptdurchmesser- 
richtungen  auch  die  Beziehungen 

Vii=Pi;    V22  =  P2;V33  =  P3. (85 

Die   Gleichung   der  Hauptebene  Hi   der   Stellung  ai :  ßi :  yi  tritt 
in  den  Formen 

«i  «1  +  ßi  ^2  +  Ti  113  =  0 
viiX  -f-  V2i  y  +  vsiz  -f-  V4i  =  0  I /gg 

«i  X  +  ßi  y  +  Ti  z  +  ^-  =  0 

auf   (s.   Gl.  78);    das    Gleichungssystem    des    Hauptdurchmessers   der 
Richtung  ai  :  ßi  :  Yi  ist 


Ui  U2  U3 


(87 


«i  ßi  Yi 

Den  verschiedenen  Gattungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ent- 
sprechend können  bezüglich  der  Hauptebenen  und  Hauptdurchmesser 
folgende  Fälle  eintreten: 

a)  Centrale  Flächen.  Au^O.  Die  cubische  Gleichung 

P^  — (%!  +»22  +  ^33)?^  + («11+ 022  +  ^33)  P—-Ä^U  =  0 

hat  drei  nicht  verschwindende  Wurzeln.  Hauptebenen  und  Haupt- 
durchmesser befinden  sich  im  endlichen  Bereich. 

Zwischen  den  Wurzeln  bestehen  die  Beziehungen 

V 

Pi  +  P2  +  P3  =aii  +  a22  +  a33;     p^  p2  +  Pi  P3  +  P2  P3  =  «11  +  «22  +  033; 

Pl  P2  P3  =  A44. 

ß)  Nicht  centrale  Flächen.  A44:=0.  Die  cubische  Gleichung 
hat  die  Form 

P   [P^  —  (au  +»22+  »33)  P  +  («11  +  «22  +  «33)]  =  0, 

daher   verschwindet  eine  Wurzel   derselben,    und   zwar   möge   P3  =  0 

angenommen  werden.   Zufolge    der   dritten   Gleichung  86  rückt,   weil 

V4S        V43  . 

—  =  7^  =  00,   die  Hauptebene  H3  in   das  Unendliche;   mit  ihr  die 

P3  ^ 

darin  liegenden  Hauptdurchmesser  h^  und  h2.  Im  endlichen  Bereiche 
bleiben  der  Hauptdurchmesser  hg  mit  den  durch  ihn  gehenden  Haupt- 
ebenen Hl  und  Hj.  Der  Hauptdurchmesser  \  ist  parallel  den  übrigen 
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Durchmessern   der  Fläche,   hat   demnach    die  Richtung  A41  :  A42  :  A4  3 
und  das  Gleichungssystem 

Ui    _    U2   _    U3    _ 


A41       A42        A43 
zwischen  den  nicht  verschwindenden  Wurzeln  bestehen  die  Beziehungen 

Pl  +  P2  =  au  +  ^22+  »33;       Pl  P2  =  «11  +  «22  +  «33- 

Y)  Axiale  Cylinderflächen.  A  =  0;  A44  =  0;  A4i  =  A42  = 
=  A43  =  0  «it  =  0,  aber  nicht  alle  ait  Null,  i,  k  =  1,  2,  3.  Die  cubische 
Gleichung  hat  wieder  die  Form 

P  [P^  — (»11  +  »22  +  %3)  P  +  («11  +  «22  +  «33)]  =  0 

und  eine  verschwindende  Wurzel  pg  =  0.  Für  diese  gehen  die  Glei- 
chungen 79  in  die  Gleichungen 

»11  «3    r  »12  ßs    \    »13  T3  ^^  ^'1 

»21  «3     I     »22  ßs  "r  »23  T3  ^^^  ^  1 

»31  «3    r  »32  ß3    I    »33  T3  =  0, 

die  wegen  A44  =  0  nebeneinander  bestehen  können;  aus  je  zwei  der- 
selben findet  man 

«3  •  ßs  •  T3  ^^  «11  '  «12  •  «13  ^^  «21  •  «22  •  «23  ^^  «31  •  «32  •  «33  ^^ 

=  Aii :  Ai2  :  Ais,  i  =  1,  2,  3 

(vgl.  Art.  47  und  40),  demnach  ist  der  Durchmesser  hg  den  Erzeugen- 
den der  Cylinderfläche  parallel.  Er  fällt  mit  der  Axe  zusammen,  weil 
sein  Gleichungssystem 

Ui  _U2_U3 

«3        ß3        T3 
von  den  Coordinaten   eines  jeden  Punktes    derselben   befriedigt  wird. 
In  der  Gleichung 

P3 

der    Hauptebene     H3    erhält    das    constante  Glied,    weil  P3  =  0    und 

,  o        ,  »41  Aii  4"  »42  Ai2  4"  «48  Ai3  ^ 

V43  =  84103-1-  a42ß3  +  »4sT3  = i7T"o    ,    A    2=rT" —  =  ^ 

yAii2-|-  Ai2  2-|-  Ai3 

die  unbestimmte  Form  -^5   d.  h.   es  kann  jede   zu   dem  Haupt durch- 

messer  h3  senkrechte  Ebene  als  Hauptebene  H3  angesehen  werden. 
Die  beiden  anderen   gehen   durch  h.^  und   sind  vollkommen  bestimmt. 
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8)  Die  parabolische  Cylinderfläche.  A=0;  Ai4  =  0;  A^i  = 
=  A42  =  A43  =  0;  «ik  =  0,  i,  k  =  1, 2, 3.  Die  cubische  Gleicliimg  hat 
nun  die  Form 

p2  [p  _  (a^^  +  a22  +  ^33)]  =  0, 

also  zwei  verschwindende  Wurzeln;  es  sei  p^  =  0;  pgi^O  an- 
genommen. Dann  ist 

P2  =  (%!  +  a^2  +  »33) (88 

und  dieser  Wurzel  entspricht  wegen  aik  =  0  die  Richtung 

04  :  ß2  :  T2  =  —  :—:  —  =  1 :  —  :  — 

a23     ai3     ai2  »13      ^12 

(s.  Gl.  83").  Nun  ist  z.  B. 

A  ^3  -^12      ^3  ^13 

023  =  ^12  ^13  *23  ^11  ^^^  ^'l       ~        ^^  ~      '1  1        ^^  ~Z       3 

^13  "U      ^12  **'ll 

daher  auch 

ß                    a|2     ^13  
2  •  Y2  ■■-  •  •              11  •     12  "      13    ^^  f 

so  dass  man 

^2  •  P2  •  T2  ^^^  ^11  •  *12  •  ^13  ^^^  ^21  •  ^2  •  *23  ^^^^  ^1  •  %2  '  *33    •    •    (."" 

erhält.  Dieser  Richtung  entspricht  die  Hauptebene  H2  mit  der  Gleichung 

«2X  +  ß2y  +  T2Z+~^=0. 

P2 

Da  dkl  Aii  -j-  ak2  Ai2  +  aks  Ais  =  0  (i,  k  =  1, 2, 3),  enthält  diese 
Ebene  (vgl.  Art  47)  die  Richtung  der  Erzeugenden  und  schneidet  die 
Cylinderfläche  nach  einer  Erzeugenden. 

Für  die  verschwindenden  Wurzeln  p^  und  pj  gehen  die  Glei- 
chungen 79  in 

aiiai  +  ai2ßi  +  ai3Yi  =  0: 

a2iai  +  a22ßi  +  a23Yi  =  0: 

^31  «i  +  ^32?!  +  a33Ti  =  0: 
i  =  l,3 

über,  d.  h.  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  müssen  in  der 
Stellung  02  :  ß2  :  Y2  enthalten  sein,  erscheinen  aber  im  übrigen  unbestimmt. 
Da  in  der  Gleichung 

«iX  +  ßiy +  TiZ  +  -i:  =0 
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im  allgemeinen  V4i  ^  0,  aber  immer  pi  =  0,  wird  das  constante  Glied 
unendlich  groß,  die  zugehörige  Diametralebene  befindet  sich  im  Un- 
endlichen. Nur  wenn 

«1 :  ßi :  Yi  =  Aki :  Ak2 :  Aks,  i  =  1, 3;  k  =  1,2, 3 
wird 

a4t  Aki  4"  ^42  ^^^2  4"  ^43  Ak8  q,         V4i  0_ 


SO    dass  jede  zu  den  Erzeugenden   senkrechte  Ebene   als  Hauptebene 

* 

angesehen  werden  kann.  Eine  solche  möge  mit  H3  bezeichnet  werden. 
Die  dritte  Hauptebene  H2  ist  dann  unendlich  fern,  jedoch  muss  ihr 
die  zu  den  Richtungen  a^  :  ß^  :  7^  und  «3  :  ßg  :  Y3  senkrechte  Normalen- 
richtung zugeschrieben  werden;  sie  enthält  die  unendlich  ferne  Axe 
d«s  Cylinders  (Hauptdurchmesser  hj). 


Die  Hauptdurchmesser  treflfen  die  centrale  Fläche  in  je  zwei 
Punkten,  welche  Scheitelpunkte  heißen.  Die  nach  den  Scheitelpunkten 
gehenden  Radien  werden  Hauptradien  genannt;  ihre  Längen  sind 
(Art.  47) 


1     A 


Va     A44            p, 

A44 

V22         A44                        P2 

A 

A44 

'33       A44                     P3 

A 
A44 

(90 


Die   Realität    der  Hauptradien    hängt   von    den   Vorzeichen  der 

A 
Wurzeln  P15P2JP3  nnd  von  jenem  des  Bruches  --- ab.  Den  imaginären 

A44 

entsprechen  imaginäre  Paare  von  Scheitelpunkten.  Sind  die  Hauptradien 

alle  real  oder   alle  imaginär,    dann   hat  die  cubische  Gleichung    drei 

gleich  bezeichnete  Wurzeln.    Bei  'ungleich   bezeichneten   Wurzeln   ist 

nur  ein  Theil  der  Hauptradien  real. 

Die  beiden,  durch  die  Axe  (Hauptdurchmesser)  hj  einer  axialen  Cylinderfläche 
g-ehenden  Hauptebenen  H^  und  Hj  schneiden  dieselbe  nach  je  zwei  Erzeugenden* 
welche  Scheitelerzeugende  genannt  werden  können.  Werden  durch  irgend  einen  als 
Mittelpunkt  betrachteten  Punkt  Po  der  Axe  Parallele  zu  den  Hauptdurchmesserrichtungen 
hl  und  h,  gelegt,  so  bestimmen  diese  zwei  Hauptradien  der  Fläche,  deren  Längen 
(Art.  47) 


440 
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Ri2=_ 


R2' 


l 


V 


22 


Au 
Au 


Pi 
1 


A^ 
A 


U 


P2         O^ii 


y  •  •  •  • 

«ii  j 
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sind  nnd  deren  Realität  von  den  Vorzeichen  der  nicht  verschwindenden  Worzehi  p^,  p2> 


so  wie  von  jenem  des  Braches  —  abhängt.    Es  sind  entweder  beide  Paare  Scheitd- 

erzengende  real  oder  beide  imaginär  oder  es  ist  ein  Paar  real  nnd  ein  Paar  imaginär. 

Bei  den  nicht  axialen  Cjlinderflächen  ist  nur 'eine  Hauptebene,  daher  auch 
nur  eine  Scheitelerzeugende  im  endlichen  Bereich  vorhanden. 

Die  durch  irgend  einen  Punkt  Pe  der  Mittelebene  eines  Parallelebenenpaares 
gelegte  Senkrechte  der  Mittelebene  kann  als  ein  Hauptdurchmesser  gelten,  welchem 
der  Radius  (Art.  47) 

1         ^L  1         -^^ 

r^  = -— -  • 


kk 


kk 


an 


au 


entspricht.  Da  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  verschwinden,  etwa  pj  =  pj  ^  0, 
ist  p3  =  a^  j  -|-  a^)  -f-  833  und  man  kann 


22 


A 


28 
S8 


(^11  "t~  ^22     I     ^3)  %3 


(*ll  "T  ^3     I     ^3)^11 


—  Au 

83 


(^11      I     ^2  "T  ^33)^2 
setzen;  daher  ist  der  Abstand  der  Ebenen  des  Paares 


8  =  2 


r 


An 


][' 


(^11  "r  ^22    I    ^3/  %3 

V 


A22 
33 


(^11    r  ^22    \    ^3)^11 


Au 

33 


(*ii  ~r  ^2  H"  ^3)^2 
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Beispiele  nnd  Aufgaben. 


a)  Die  Gleichung 


Ilx2  4-lly2-|-l4z2  — 2xy  — 8xz- 8yz 

—  12z  — 18  =  0 


mit 


12x—  12y  — 


a,i=138;  «22  =  138;  «33  =  120;  «12  =  30;  «13  =  48;  «23=48: 
A41  =  1296;  A4a  =  1296;  A43  =  1296;  A44  =  1296;  A  =  —  36 .  1296 
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repräsentiert   eine    centrale  Fläche   mit   dem   Mittelpunkte  Pc  (1, 1, 1).    Die    cubische 
Gleichung 

pä  —  36p*  +  396p  —  1296  =  0 

hat  die  Wurzeln  p,  =  6;     pj  =  12;     pj  =  18.  Also  ist 


Ai3«=24[;    Ai3^*)=  0 

A23^'>=24J         A23<')=     Oj 
und  man  findet 

_  1     j^    i__i 
«1  •  Pi :  Ti  —  24  •  24  •  24  ~  ' 

p  111  , 

fi  _         1.         1.1-         1.  1.9 

°^3  •  Ps  •  T3  —       24  *       24  *  12  —  1  .  ^• 

Die  Richtung  Oj  :  ß^  :  ^2  erscheint  nicht  vollkommen  bestimmt,  gehört  aber 
offenbar  der  xy-£bene  an.  Als  Senkrechte  der  beiden  anderen  hat  sie  das  Richtungs- 
verhältnis 

ttj :  ß2 :  T2  =  J-  •  —  1  •  Ö. 

Femer  ist 

^  =-36, 


A 


u 


daher 


R.2  =  — 4.-36  =  6:    R.  =f6; 
o 

R3'  =  -^.-36  =  2;    R3=r2. 

b)  Die  Gleichung 

2x2  — 8y^  +  6z2  +  8xz  — 8yz  — 20x  +  22y  —  8z  +  6  =  0 

mit 

aii=  — 64;   032  =  — 4;  a33  =  — 16;  ai2=  — 16;  a^j  =  32;   a23==8; 
A41  =  —  336 ;    A42  =  —  84;     A43  =  168;    A44  =  0;    A  =  1764 

stellt  eine  nicht  centrale  Fläche  vor,  deren  Durchmesser  die  Richtung 

03  :  ß3  :  Y3  =  —  336  :  —  84  :  168  =  —  4  :  —  1  :  2 

haben.  Die  cubische  Gleichung 

p[p«-84]=0 
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hat  die  Wurzeln  pi  =  2  ^21;     p,  =  —  2  K21 ;     p,  =  0  und  es  ist 

A,2«  =  0  .  2  ^21  — 16  =  —  16 ;  Ai3W=4  .  2  f  21  +  32  =  8  pl  +  32; 

Z^jW  =  —  4.2  f2i  +  8  =  — 8  1/21  +  8, 

demnach  die  Stellung  der  ersten  Hauptebene: 

ai:Pi-Ti        8  — 8f21  '32  +  8  1/21* —16 
=  (1  +  f21) :  (16  —  4f21)  :  10, 

während  sich  jene  der  zweiten  aus 

Aci**)  =  0  .  - 2 1/21  —  16  =  —  16;  At3<*>  =  4.  —  2l/2l  +  32  = 

=  —  8  1/21  +  32;  A23<^^  =  — 4-— 2|/21  +  8  =  8l/21  +  8 

ergibt : 

*2  •  P2  •  T2    ' 


8  +  8  1/21  '32-8  f2i  '  — 16 
=  (1  —  K2I) :  (16  +  4  1/21) :  10. 

c)  Die  Gleichung 

5x2  +  2y2+10z2  +  6xy—2xz—4yz  —  24x  —  12y  — 12z  — 30=0 

mit 

aii  =  16;     022  =  49;     033  =  !;    0^2  =  — 28;    0^3  =  — 4;    053  =  ?; 
A41  =  A42  =  A48  =  Au  =  A  =  0;  All  =  ~-  1056 

stellt    eine   axiale  Cylinderfläche  yor,    deren  Axe  als  Schnittlinie  der  Ebenen  Uj=0; 
Uo  ^0;     U3  =  0  die  Richtung 

«3  '•  ßs  ••  T3  =  «ii :  ai2  :  «is  =  —  4  :  7  : 1 

hat,  die  auch  jene  der  Erzeugenden  ist.  Die  cubische  Gleichung 

p  [p2— 17p  +  66]=0 

besitzt  die  Wurzeln  p,  =  11 ;     pj  =  6;     pg  =  0;  demnach  findet  man 

A,2»=5;  Aj3W=-15;  /\,m  =  -lb; 
«1  :  ßi :  Yi  =  — j^  ••  ZZJ^  :  -^  =  —  1 :  —  1  :  3; 
Ai2(^)=-10;  Ai3<2)=-10;  A^,^^y=-5-, 
^2  •  ß2  •  T2  =^        c  •  ~~j7j  •       Tq  =  2:1:1; 

A,2('"= -  28 ;  Ai3(»)  =  -  4 ;  A23W=  7 ; 

_  1       1  1     _ 

^i  •  Ps  •  T3  —  n  '•  A  '• 28  —       4:7:1. 
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Ferner  ist 


A„  _  — 1056 

und 


=  66 


ß 


i2  =  _l..-66  =  6;    Ri  =  f6; 


11 


V  =  — 4---66=  11;   ß2=Kll- 

d)  Die  Gleichnng 

4x2-f-4y2  +  z2  — 8xy  +  4xz  — 4yz  — 26x  +  8y— 22z+85  =  0 

mit 

aik  =  0;    A4i  =  A42  =  A4s  =  A  =  0;    Ait  =  — 324;    Ai2  =  — 162; 

A,3  =  324 

stellt  eine  nicht  axiale  Cylinderfläche  Tor,  deren  Erzeugenden  die  Richtung 

«3 :  ßa  •  T3  =  Au  :  ^12  '^iz  =  —  324  :  —  162  :  324  =  —  2  :  —  1 : 2 

haben.  Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

p2(p_9)  =  0 

sind  pj  =  0;  p.3  =  9;  p3=0;  sie  werden  für  die  Bestimmung  der  Hauptebenen 
nicht  gebraucht,  denn  der  Hauptebene  Hj  entspricht  die  Stellung 

02  :  ß2  :  T2  =  Äii  •  ^i«  •  Äi8  =  4  :  —  4:2  =  2:  —  2:1,  (i  =  1, 2, 3) 

und  zu  den  beiden  gefundenen  ist  die  Richtung 

ttj :  ß^ :  Y^  =  1  :  2  :  2. 

ff 

senkrecht. 

ts)  Man  bestimme  die  Hauptebenen,  Hauptdurchmesser  u.  s.  w.  bei  den  Flächen : 

4x2  4-16y2-t-20z2  4-16xz4-16yz  — 24x  — 14y  — 36z+16  =  0; 
7x2  +  4y2  — 2z2  — 20xy4-4xz  — 16yz  — 2x  +  44y  +  20z— 77=0; 
9x2+36y24-4z2— 36xy4-12xz— 24yz— 40x— 18y-92z+88=0; 
3x2— 6y2  +  3z24-12xy—24xz  —  12yz  —  6x  —  12y4- 24z +39=0. 

52.  Scheitelpunkt  und  Scheitelebene  der  nicht  centralen 
Flächen.  Wie  bereits  erwähnt  (Art.  51)  besitzen  die  nicht  centralen 
Flächen  nur  einen  Scheitelpunkt  (im  endlichen  Bereich)  nämlich  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Axe.  Die  Tangentenebene  einer  nicht  centralen 
Fläche  im  Scheitelpunkte  ist  zu  der  Axe  senkrecht  und  soll  kurzweg 
die  Scheitelebene  genannt  werden.  Als  Tangentenebene  im  Scheitel- 
punkte Ps  hat  sie  (Art.  45)  die  Gleichung 

UigX  +  UBsy  +  U3a  Z  4"  U^a  =  0, 
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als   ZU   der  Axenrichtung  (A41  :  A42  :  A43)    senkrechte  Ebene  hingegen 
die  Gleichung 

A41 X  +  A42  y  +  ^48  z  -1"  X  =  0, 

wo  X  eine  noch  zu  bestimmende  Größe  ist. 

Diese  beiden  Gleichungen  können  sich  nur  durch  einen  Factor  a 
unterscheiden,  so  dass  die  Identität 

Uig X  -|-  U2,  y  +  1138  Z  -f-  Tl48  =  O  ( A41  X  -f-  A42  y  +  A43  Z  +  ^) 

besteht,  welche  die  Berechnung  der  Unbekannten  x«,  y«,  Zs,  X  ermöglicht. 
Zunächst  zerfällt  sie  in  die  vier  Gleichungen 

uia  =  0  A41 ; 

U2,  =  o  A42 ; 
us«  =  o  A48 ; 

Uia  =  o  X; 
multipliciert  man  nun  der  Reihe  nach  mit 

•^11»    -^211    -^315    -^41;       A125    A225    A32,    A42;       A|35    A235    -^33?    -^Sl 

A145    A24J    A435    -^44 

und  addiert  jedesmal,  so  folgen  daraus  wegen  A44=0  die  Gleichungen 

Ax.  =  0  (All  A41  +  A21  A42  +  A31 A43  +  A41 X) 
Ayg  =  o  (A12  A41  +  A22  A42  +  A32  A48 + A42  X) 
A  z   =  0  (Ai3  A41  +  A23  A42  +  A^3  A48  +  A43  X) 

A  =  0  (A412  +  A422  +  A43^). 

Wenn  man  jetzt  in  der  vorhandenen  Reihenfolge  die  linken  und 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  mit  denselben  Seiten 
jener'  der  zweiten  Gruppe  multipliciert  und  dann  addiert,  erhält  man 

A  .  UßB  =  O     I^Aji  A41     -j-  «^22  -^42     "r  -^33  -^43     "T  ^  A12  ^u  A42  -f- 

•+  2  Ai3  A4,  A43  +  2  A23  A42  A43  +  2  X  (A412  +  A422  +  A432)] 
und  da  ügg  =  0,  weil  P«  ein  Punkt  der  Fläche,  ist 

All  ^41^  +  A22  A42^  +  -^33  -A^43^  +  2  A12  A41  A42  +  2  A13  A41  A43  -f 

+  2  A23  A42  A4S  +  2  X  (A412  +  A422  +  A432)  =  0, 
also 

5, ^  ^nW  +  ^ii^ii^+^sz^iz^  +  ^^i2^ii^A2  +  ^^izKi  A43+2A23A42A43 

oder  in  abgekürzter  Darstellung 
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^   1   i'^l  -^41  4"  -^2  -^42  "t"  -^3  -^43/ 


2 


Addiert   und   subtrahiert  man  im  Zähler  des  Bruches  den  Aus- 
druck 

A, ,  (A422  +  A432)  +  A22  (A412  +  A432)  +  A33  ( A4i2  +  A422) , 
so  wird 


—        2  ^^ 


~T"  -^22  ~r  -^83  ~r 


■^22  ^21  -^24 

"^«2  -^33  -^34 

+ 

A42  A43  A44 

A-ii  Aj3  Ai4 

A31  A33  A34 

+ 

A41  A4 3  A44 

All  A12  Ai4 
A21  A22  A24 
A41  A42  A44 


] 


-^41   ~r  A42  -f-  A43 

wo  in  den  Determinanten  tiberall  A44  statt  Null  gesetzt  worden  ist; 
dieselben  haben  als  Unterdeterminanten  der  Elemente  Aii5A22,  A33  der 
Reciproken    der  Discriminante   die  Werte  a^A^;  a22A2;  Si^^A\   Setzt 

man  noch  (Art.  40)  A4i^  -j-  A42^  -|-  -^.43^  =  —  (a^^  4"  0^2  ~h  ^33)  ^j  ^^ 
erhält  man  schließlich 

_  ^11  ~r  ^22  "T  ^33 

^•u  ~r  °^22  ~r  ^33 
und  die  Gleichung  der  Scheitelebene  nimmt  die  Form  an 

2  A41 X  -[-  2  A42  7  +  2  A48  z  — 


^  2  \     11      •         22  "t"  -^33 


-) 


-(Au  + 


A22  +  A 


^i  1  ~r  ^22  "T  ^ 


^n  -r  0^22  -r  «33     / 
Ferner   findet   man   durch   Division   aus    den    Gleichungen    der 
zweiten  Gruppe: 

All  A41  +  A21  A42  +  A31  A43  +  A41  X ' 


A412  +  A422  +  A432 

At2  A41  +  A22  A42  +  A32  A48  -\-  A42  X 
A412  +  A42^  +  A432 
_  Ai3  A41  4-  ^23  A42  +  A33  A43   +  Ais  X 


78   = 


(94 


A4l2  +  A422  +  A432 

und  kann  daraus  mit  Hilfe  des  schon  bestimmten  Wertes  von  X  die 
Coordinaten  des  Scheitelpunktes  berechnen.  Einfachere  Formeln  ergeben 
sich  durch  folgendes  Verfahren: 

Man  setzt   z.    B.  bei  Xg  den   zuerst   ermittelten  Ausdruck   für  X 
ein  und  multipliciert  beiderseits  mit  2A41;  dadurch  erhält  man 

9  A       ^    _  9  All  A41^  +  A2t  A41  A42  +  A31  A41  A43 

£1  Ä41  Xs  —  ^ 7 — -s — i — i — ö — ; — I — ö 


A4i^  +  A42*  +  Ai,^ 


A4i^  {Ai  A41  +  A2  A42  4-  A3  A«3} 

(A41^  +  A42^  +   A43^)« 
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ferner   indem   man  die  Brüche  rechts  zusammenzieht   und   dann    den 
Ausdruck  2  A^^  A24^  As*^  -f"  A^^  A^i^  -(-  A^^  Au^  addiert  und  subtrahiert: 


^  -^41  ^8  -^11     I* 


—  All  "r 


Aji  Ai2  Ai4 
Aji  A22  A24 
A41  A42  0 

A«^  + 

■^11  -^13  -^U 

A3,  Ajj  A34 

A4,  A,ä  0 

A«'  +  2 

"^11  -^3  -^14 
A21  A33  A24 

-^41  -^43     ö 

A.JO-A. 


42  -^43 


(A4,2  +  A422  +  A432)i 

a33  A2  A422  +  a22  A^  A432  -  2  a23  A^  A42  A 


43 


(«11+««  + «33)^-^.2 


WO  nach  Kürzung  mit  A^  der  Zähler  des  Bruches  auch  in  Determinanten- 
form darstellbar  ist.  Ähnlich  geht  man  bei  y«  und  Zg  vor,  indem  man 
mit  2  A4  2, 2 A4  3  multipliciert  u.  s.  w.  Dadurch  ergeben  sich  für  die  Co- 
ordinaten  des  Scheitelpunktes  die  Gleichungen 


(«11  +«22+  «33)^ 


^  A42  ys  —  A22  — 


Kl  +«22 +«33)^ 


»22 

^3 

A42 

^32 

^33 

A43 

A42 

A4  3 

0 

^11 

^13 

A 

%1 

^3 

A4  3 

A4. 

A43 

0 

%l 

%2 

A41 

^1 

»22 

A42 

A^i 

A42 

0 

(94^ 


2  A43  Zg  —  A33  — 


Wenn  eine  der  Unterdeterminanten  A4 j,  A42,  A43  verschwindet,  darf  die  be- 
treffende Gleichung  nicht  verwendet  werden,  da  sich  anscheinend  ein  unendlich 
großer  Wert  der  entsprechenden  Goordinate  ergibt,  thatsächlich  aber  in  unbestimmter 
Form  ein  ganz  bestimmter  Wert.  In  solchen  Fällen,  besonders  wenn  die  Gleichung 
U  =  0  unvollständig  ist,  werden  am  besten  die  Gleichungen  der  Axe  und  der  Scheitel- 
ebene fUr  die  Berechnung  der  Coordinaten  des  Scheitelpunktes  herangezogen. 


Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

2x2  4-y»  +  5z2  4-2xy  +  6?z4-2yz  +  2x  +  2y  +  4z  +  7 

mit 

2     13     1 


=  0 


A  = 


1111 
3  15  2 
112     7 


«11=4-,  «22  =  1;  «33  =  1; 

A4i  =  2;  A42  =  — 1;  A43  =  — 1;  A44  =  0-, 

A  =  —  I5  A.n^=do^  A22^o5  A33  =  0 


reprSsentiert  eine  nicht  centrale  Flüche,  deren  Durchmesser  die  Bichtung  2  :  —  1 :  — 1 
haben. 
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Die  Gleichung  der  Scheitelebene  ist 


4x_2y-2z-[23  +  6  +  6-|-±4i4-(~^^]  = 


oder 


12x  —  6y  —  6z  —  109  =  0. 


0 


Für  den  Scheitelpunkt  findet 

man 

4x._23       3^g 

1 

1 

1 

1 
1 

5 
1 

1 
0 

2y-6         36 

2 

3 

2 

3 
2 

5 
1 

1 
0 

2^'-  6        36 

2 

1 

2 

1 
2 

1 
1 

—  1 
0 

208 
36  ' 


7«  =  — 


125 
36  ' 


z, 


113 
36  ■ 


b)  Man  bestimme  die  Scheitelebenen  und  Scheitelpunkte  der  Flächen 

2x2-fy2_^9z2-f6xy4-10xz  +  8yz4-2x  +  6y  +  4z4-5  = 
2x2+2y2  — 4z2  +  4xy  — 2xz  — 2yz  — 18x  +  6y  +  30z  — 48  = 
3x2  — z2  ^4x-|-2y4-2z  +  7  =  0; 
2xy  — 6x  — 2y  — 2z-f22  =  0. 


0; 

0; 


53.  Scheitelerzeugende  und  Scheitelebene  der  parabolischen 
Cylinderfläche.  Es  wurde  bereits  (Art.  51)  angeführt,  dass  die  nicht 
axiale  Cylinderfläche  nur  eine  Scheitelerzeugende  im  endlichen  Bereiche 
besitzt,  nämlich  ihre  Schnittlinie  mit  der  Hauptebene.  Die  Tangenten- 
ebene dieser  Erzeugenden  ist  zu  der  Hauptebene  senkrecht  und  möge 
die  Scheitelebene  genannt  werden;  zu  ihrer  Gleichung  gelangt  man 
durch  entsprechende  Umformung  der  Gleichung  ü  =  0.  Die  Haupt- 
ebene H2  hat  die  Stellung 

04  •  r2  •  T2  ^^^  %1  •  ^12  •  ^13  ^^^  ^1  •  %2  •  ^23  ^^  %1  •  %2  '  ^33' 

Multipliciert  man  links  einmal  mit  aj,  dann  mit  ß2,  endlich  mit  Y25 
so  gehen  die  Beziehungen 


«2^: 

«2P2 

:a2Y2 

an 

:ai2 

•  ^13? 

02  ß^: 

ß2^ 

:ß2Y2 

^21 

•  ^22 

•  ^231 

«2  72: 

:ß2T2 

:T2^ 

^31 

•  3.32 

•  %3 

hervor,    welche   sich,    da   aj^  -(-  a22  +  agg  =  p2  (Art.  51)    durch    die 
Gleichungen 
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Beispiele  und  Aufgaben. 

a)  Die  Gleichung 

9x2-f  36y*^  +  4z2  — 36xy  +  12xz  — 24yz  — 8x  +  30y  + 
+4z— 8=0 

mit 

«ik  =  0;    A41  =  A42  =  A«  =  A44  =  A  =  0;    A^  =  —  1764; 

A2o  =  -196;    A33  =  -441 

stellt  eine  parabolische  Cy linderfläche  vor,  deren  Hauptebene  die  Stellung  «^  ^  ßi  ^  X2  = 
=  9:  —  18:6  =  3:--6:2  hat.  Man  findet 

V42  =  —  14;    V42  0-2  —  ai4  =  —  2;    V42  ß2  —  ^24  =  —  3; 

V42^ 

V42T2  —  a84  =  —  6; a44  =  12, 

p2 

daher 

2x  +  3y  +  6z  — 6  =  0 

als  Gleichung  der  Scheitelebene.  Zur  Probe  berechnet  man 

A41  +  A41  =  28  —  126  =  —  98;  A42  -f  A42  =  —  84  —  63  =  —  147; 

22  S3  11  83 

A4S  +  A48  =  —  252  —  42  =  —  294; 

11  2i 

An  +  Ata  +  Ags  =  —  36  —  513  —  88  =  —  637; 

■d2  33  11 

A.  1  +  A,,  4-  A33  ^  _  2401  ^  _  ^g^ 

a-ll  "T~  ^22  ~t"  %3  49 

woraus  dieselbe  Gleichung  hervorgeht.  Die  Gleichung  der  Hauptebene  ist 

3  Ui  —  6  U2  -j"  2  ^3  =  0  5 
oder 

3x  — 6y  +  2z  — 2  =  0, 

demnach  das  Gleichungssystem  der  Scheitelerzeugenden 

2x-f  3y +  6z  — 6  =  0l 
3x  — 6y +  2z  — 2  =  0J 

und  deren  Kichtung  6:2:  —  3. 

b)  Man    bestimme    die  Scheitelebenen    und  Scheitelerzeugenden    der    durch  die 
Gleichungen 

4x2  +  4y2  +  z2  —  8xy+4xz  —  4yz  —  14x  —  4y  — 16z +  10  =  0; 

z2  — 4x  — 4y  — 2z  +  9  =  0; 
y2_4y_|_2z  — 3  =  0 

repräsentierten  parabolischen  Cy  linderflächen. 
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54.  Die  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  und  die  Eugelfläche.. 

Bisher  sind  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

P^  —  (»U  +  »22  +  »33)  P^  +  («11  +  «22  +  «33)  P  —  A44  =  0 

als  ungleich  vorausgesetzt  worden;  nur  bei  den  nicht  axialen  Cylinder- 
fläehen  haben  sich  zwei  gleiche,  aber  verschwindende  Wurzeln  ergeben. 
Der  Fall,  dass  zwei  nicht  verschwindende,  oder  dass  alle  drei  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung  einander  gleich  sind,  hat  eine  besondere  geo- 
metrische Bedeutung,  welche  im  nachstehenden  erläutert  werden  soll. 
Hiebei  kann  die  bei  dem  Beweise  für  die  Realität  der  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung  (Art.  51)  ermittelte  Beziehung 

Pl  <  tt>mm^^^  <  P2  <  ö>mm^^l  <  P3 

mit  Vortheil  angewendet  werden.  Darin  bedeuten  Wmm^^^  und  Wmm^*^ 
die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  ^nim  =  0,  m=  1,2, 3. 

I.  Wenn  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  einander  gleich 
sind,  z.  B.  p^  =  p2  =  pi,  so  ist  auch  coaini^^^  =  pi,  d.  h.  die  quadratischen 
Gleichungen  A^^  =0;  A22  =  0;  A33  =  0  haben  eine  gemeinschaft- 
liche Wurzel  Pi  und  man  findet  (Art.  51) 

ai:ßi:Yi=    0     :  ^2^^):  A13O);  • 

=A2i(^):     0    :A23(»^;    (Aiu^^)  =  A^i^O); 
=  A3/0:A3.3(*):     0. 

Daraus  folgt,  dass  auch  Ai2^'^  =  0;     A^g^'^  =  0;     A23(*^  =  0  oder 

ai2  pi  +  «12  =  0;    ^iz  Pl  +  «13  =  0;    a23  pi  +  «23  =  0, 
demnach 

__.p__p____?42_.  ^  __  ^ 

^12  ^13  ^23 


SO  dass  sich 

«12  ^^ ^^ 

^1 2  %3  %3 


(96 


als  Kennzeichen  von  zwei  gleichen  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
ergibt. 

Da  aber  nun  das  Richtungsverhältnis 

ai:ßi:Yi  =  0:0:0 

in  unbestimmter  Form  auftritt,  erscheint  die  Richtung  des  der  Wurzel  pi 
entsprechenden  Hauptdurchmessers  unbestimmt;  doch  kann  man  zeigen, 

29* 
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dasB   dieselbe  trotzdem  einer  Bedingung  unterworfen   ist.  Es  ist  jetzt 
nämlich 


Pi  =  — 


«12 


a 


^13  ^3  ^1 2  %3  Q  ^13  ^23 

^3 


12 


a 


12 


a 


12 


11.  s.  W.5  also 


»11  —  pi 


»12  »13 

=  — —  — ;      »22        pi 

»23 


»12  »Z3  .        -  -    »13  »23 

~~~  1        »33  Pi  ~ 

»13  »12 


und  infolge  dessen   gehen  die  Gleichungen  79  (Art.  51)   in   die  Glei- 
chungen 

^i2»i3_^^^       a,2ßi+        ai3Ti  =  0; 


»23 

»21    «i     I 


»J  2  »23 


a 


13 


ßi  +        »23  Ti  =  0; 


»31  «i+  »32ßi  +  -^i^'-Ti  =  0, 

»12 

die  sich  durch  Division  mit  a,2ai3;  a|2a23;  ai3a23  insgesammt  auf  die 
Gleichung 


a. 


l_a,  +  — ß,+  --Yi  =  0 


23 


a 


13 


a 


12 


reducieren,  aus  welcher  man  erkennt,   dass  die  Richtung  a.  :  ß.  ;  Yi  in 
der  Stellung 

111 


»23       »13      »12 

enthalten  sein  muss.  Da  eine  andere  Bedingung  für  die  den  gleichen 
Wurzeln  p^  und  p2  entsprechenden  Hauptdurchmesserrichtungen  nicht 
vorhanden  ist,  können  dafür  zwei  beliebige,  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  der  ermittelten  Stellung  angenommen  werden,  während  die 
dritte  offenbar  nur 


^3  •  H3  •  T3  —  "  ~  • 


»23      »13 


a 


(97 


12 


sein  kann;  übrigens  wird  diese  Behauptung  leicht  durch  das  in  Art.  51 
(Gl.  83")  dargestellte  Richtungs Verhältnis 


°^3  •  ßa  •  T3  — 
bestätigt,  weil  daraus 


»23  P3   +  <^23      »13  P3  +  *13      ^12  p3  +  «12 


^3  •  P3  •  T3  
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11        11        11 


*23  ^13  ^12 


folgt,    WO   die   zweiten  Factoren  der  Verhältniszahlen   rechts  einander 
gleich  sind  u.  s.  w. 

Denkt  man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  Pq  des  Haupt- 
durchmessers hg  einen  Strahl  senkrecht  zu  diesem  gelegt,  so  hat  der- 
selbe eine  der  unendlich  vielen  möglichen  Richtungen  «i :  ßi :  71  und 
die  Abstände  seiner  TreflFpunkte  von  Po  sind  durch  die  Gleichung 

Vii  r2  -f-  2  (uio  «i  +  U20  ßi  +  U30  Yi)  r  +  Uoo  =  0 

bestimmt.  Das  Gleichungssystem  des  Hauptdurchmessers  h^  wird  durch 
die  Coordinaten  von  P„  befriedigt,  daher  ist 

^10    ^20       '      ^30 

«3     ~     ß3     ""     T3 

oder  mit  Hilfe  eines  bestimmten  Factors  X,  dessen  Wert  nicht  bekannt 
zu  sein  braucht, 

^10   =  ^Otg;        U20   =  X  ßg;        U3Q   =  AY3 

and 

^10  «i  +  ^20  ßi  +  U30  Ti  =  >^  («3  «i  +  ß3  ßi  +  T3  Ti)  =  0. 

Mithin  wird 

1  1 

r2  — TT      — i_  TT 

Vii  pi 

d.  h.  die  TreflFpunkte   aller  durch    den  Punkt  Po  senkrecht   zu  hg  ge- 
legten Strahlen  haben  von  Po  denselben  Abstand 


p.  ^'"" 


sie  liegen  in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  Po  ist.  Man  erkennt 
daraus,  dass  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist.  Hat  dieselbe  einen 
Mittelpunkt  im  endlichen  Bereich,  so  entspricht  diesem  der  Haupt- 
kreis mit  dem  Eadius 


f_l> 


R_.  . 

pi     A4  4 
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Bei  Rotations-Cylinderflächen  ist 

pi    «ii 

Anmerkung.  Die  Gleichung  einer  parabolischen  Cjlinderfläche  hat  auch  zwei 
gleiche  (verschwindende)  Wurzeln,  weist  also  das  Kennzeichen  einer  Rotationsfläche  auf. 
Diese  Fläche  kann  als  der  Grenzfall  einer  centralen  Rotationsfläche  angesehen  werden, 
wenn  man  die  Drehungsaxe  in  das  Unendliche  gerückt  denkt. 

IL  Hat  die  cubische  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln 

P|=P2  =  P3? 

SO  ist 

Pl  =  (OfflJO  =  P2  =  tt)„ J2;  _  p^^ 

d.  h.  die  quadratischen  Gleichungen  Aii  =  0;  A22  =  0;  A33  =  0  oder 

P^  — (a22  +  a33)P  +  aii  =  0;     P^  — (a,i +a33)p  + 032  =  0; 

P^  — (aii+a22)P  +  a33  =  0 

haben  durchwegs  gleiche  Wurzeln,   welche  auch  gleich  sind  der  drei- 
fach auftretenden  W^urzel  der  cubischen  Gleichung.  Nun  ist 


^22     1     %3  itl   r  (^22  ^33}     H~  ^  ^3    . 


(0.4       =— 


^[1  -["  ^33  iL   1/(^11  %3)      r"  ^^13    . 


<Ö22  -  2 


,.,       ^1 L  ~r  ^2  J:  K  (^Ll  ^2)    ~t~  ^^12 

^33  —  2 ' 

so  dass  sich  gleiche  Wurzeln  nur  dann  ergeben,  wenn 

a^^  =  3^2  =  ^33;     ai2  =  0;     ai3  =  0;  ^23  =  0. 

(Pi  =  P2  =  P3  =  ^11  ^^^  ^22  ^^=  ^33)? 
die  Gleichung  U  =  0  also  die  specielle  Form 

an  (x^  +  y^  +  z2)  +  2  ai4  X  4-  2  a24  y  +  2  a34  z  +  a44  =  0  .     .  (98 

besitzt;  sie  stellt  nun  eine  centrale  Fläche  vor,  weil  A4 4  nicht  verschwindet. 
Durch  Transformation  auf  parallele  Coordinaten  durch  den  Mittelpunkt 
geht  sie  in 

a„(x2  +  y^  +  z2)4-A  =  o 

A4  4 

oder 

x2  +  y2  +  z2  =  -    ^        ^ 


^11       -^44 
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über  und  zeigt,   dass  jeder  Punkt   der  Fläche   vom  Mittelpunkte  den 

]f     i    Ä' 

Constanten  Abstand  \ —  hat :  Die  Fläche  ist    eine  reale  oder 

a,i    A44 

imaginäre  Kugelfläche,  die  sich  zu  einem  Punkt  zusammenzieht,  wenn 
A  =  0  (imaginäre  Kegelfläche). 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  Haupt durchmesser-Eich- 
tungen  an  gar  keine  Bedingung  gebunden,  also  vollkommen  unbestimmt  sind,  was 
sich  geometrisch  dadurch  erklärt,  dass  bei  der  Kugelfläche  drei  beliebige,  zu  einander 
senkrechte  Durchmesser  als  Hauptdurchmesser  gelten  können. 

55.  Transformation  der  Gleichung  einer  centralen  Fläche 
auf  die  Hauptdurchmesser.  Es  liegt  nahe,  diie  centrale  Fläche  zweiter 
Ordnung  auf  ein  Coordinatensystem  zu  beziehen,  welches  aus  den 
Hauptdurchmessem  als  Coordinatenaxen  gebildet  wird.  Wählt  man  die 
Hauptdurchmesser  h^,  h2,  h^  als  neue  x-,  y-,  z-Axe,  demnach  den 
Mittelpunkt  Pc  als  neuen  Nullpunkt,  so  geht  die  Gleichung  ü  =  0 
durch  Transformation  (Art.  41)  über  in 

VuX^+V22y^  +  V33z2  +  2V,2xy  +  2V,3Xz  +  2V23yz  + 

+  2  (uic  a^  -f-  U2c  ßi  +  U3cTi)  X  + 

+  2  (Uic  «2  +  U2c  ß2  +  ll3c  T2)  y  +     - 

+  2  (Uie  «3  -j-  U2c  ßs  +  tiacTs)  ^^  +  Ucc  =  0, 

oder,  weil 

Vi2  =  Vi3— V23  =  0;  Vn=p,;  V22  =  P2;   V33  =  p3 
(Art.  51); 


Uic  =  U2c  =  Usc  =  0;    Ucc  = 


(Art.  47),  in 


A4. 


Pix2  +  P2y'  +  P3z^  +  ^  =  0 (99 


Daraus  folgt  durch  eine  einfache  Umformung 


1    A     '  1    A 


Pl  A44  p2  A44  P3      A44 

Die  Nenner  der  Brüche  links  sind  (Art.  51)  gleich  den  Quadraten  der 
Hauptradien  R^,  B^^  Kg,  so  dass  man  schließlich 


2  ,^2  ,,2 


als  charakteristische  Form  der  Gleichung  einer  centralen  Fläche  erhält, 
die   auf  ihre  Hauptdurchmesser  bezogen  ist.   Je  nachdem   die  Haupt- 


a" 

^  b« 

z« 

X« 

a« 

b« 

z« 

X« 

a« 

b» 

Z*! 

X« 

a« 

b" 

z*^ 
b» 
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radien  real  oder  imaginär,  ihre  Quadrate  daher  positiv  oder  negativ 
sind,  kann  man  ßj^  =  +  a'^;  Rj*  =  +  b^;  R^^  =  -j-  c^  setzen,  wo 
ä,  b,  c  reale  positive  Größen  bedeuten;  dadurch  ergeben  sich  die 
Haupt-  Grieichungstypen 

-1=0; 
+  1  =  0; 
-1^0; 

-  1  =0, 

welche  erkennen  lassen,  dass  die  ordinäre,  centrale  Fläche  zweiter 
Ordnung  nur  ein  reales  oder  imaginäres  Ellipsoid,  ein  eintheiliges  oder 
zweitheiliges  Hyperboloid  sein  kann  (Art.  38). 

Wenn  A  =  0,  also  eine  Kegelfläche  vorliegt  (A44  ^  0),  nimmt 
Gleichung  99  die  Form 

pix2  +  p2y'  +  p3z'  =  o (100 

an,  kann  aber  auch,  je  nachdem  p^,  p2,  P3  gleich  oder  verschieden  be- 
zeichnet sind,  in  einer  der  Hauptformen 

'    =0; 

=  0 

dargestellt  werden,  wovon  die  erste  der  imaginären,  die  zweite  der 
realen  Kegelfläche  entspricht. 

Bei  Eotationsflächen  ist  nur  ein  Hauptdurchmesser  bestimmt, 
welcher  zugleich  die  Drehungsaxe  vorstellt.  Wird  derselbe  mit  hg  be- 
zeichnet, so  können  hj  und  h2  beliebig  angenommen  werden,  wenn 
sie  nur  zu  einander  und  zu  hg  senkrecht  sind. 

Anmerkung.  Das  Product 

1  Ai*  A3 

P2      T?2      T?2  t .   J^     ^- 

Pl  P2  Ps       -^44  -^44 

(wegen  p,  pj  P3  =  A^i,  Art.  61)  hat  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
eine  paare  oder  unpaare  Zahl  Hauptradien  imaginär,  ist  also  negativ  bei  dem 
imaginären  Ellipsoid  und  einth eiligen  Hyperboloid,  positiv  bei  dem  realen  Ellipsoid 
und  dem  zweitheiligon  Hyperboloid.  Da  A44^  ]>  0,  ist  demnach  bei  dem  ersteren  Paar 
Flächen  A  positiv,  bei  dem  letzteren  A  negativ. 


a2 

y* 

b^ 

+ 

X* 

y^ 

b^ 

z« 
c2 
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56.  Transformation  der  Gleichung  einer  nicht  centralen 
Fläche  auf  die  Scheitelebene  und  die  beiden  Hauptebenen  als 
Coordinatenebenen.  Wenn  man  die  Axe  h^  einer  nicht  centralen 
Fläche  zur  z-Axe,  die  Scheitelebene  zur  xy-Ebene  eines  neuen  Co- 
ordinatensystems  macht,  so  dass  der  Scheitelpunkt  dessen  Nullpunkt  wird, 
die  X-  und  y-Axe  aber  die  Normalen  der  Hauptebenen  H^  und  H2  im 
Scheitelpunkte  sind,  dann  geht  die  Gleichung  U  =  0  durch  Trans- 
formation über  in 

Vux2  +  V22y^  +  V33z2  +  2Vi2xy  +  2V,3Xz+2V,3yz  + 

4-  2  (Uu  «1  4"  U28  ßi  +  UssTl)  X  + 
+  2  (Uig  02  +  U2g  ß2  -h  1^38  T2)  y  + 
+  2  (Uu  03  4-  U28  ß3  +Ü38T3)  Z  +  Ugg  =  0. 

Hierin  ist 

Vi2  =  Vi3  =  V23  =  0;  Vii=Pi;   V22  =  P25   V33=P3  =  0 

(Art.  51)  Ufi8  =  0,  weil  P«  auf  der  Fläche  liegt 

uisa^  -\-  uesßi  +  ussTi  =  0;     ^i8a2  +  ^28^2  +  ^88T2  =  0? 
weil  Ps  beiden  Hauptebenen  angehört;  endlich 

Ui8  03  -f  U28  ßs  +  U3g  Y3  =  Vi3  Xs  4-  V23  Ja  +  V33  «s  +  V43  =  V43, 

weil 

Vi3  =  p3a3  =  0;    V23  =  p3ß3  =  0;    V33  =  P3Y3=3  0  (Art.  51). 

Mit  Rücksicht  auf  diese  besonderen  Werte  der  Coefficienten 
nimmt  die  transformierte  Gleichung  die  einfache  Form 

P.x24-P2y*  +  2V43Z  =  0 (101 

oder 

x^  v^ 

^ f- 2z  =  0 


1  '         1 


an.  Da  a3:ß3:Y3  =  A4, :  A42:  A43;  A44::=0,  findet  man  femer 

„    „i_„    Di_„    „  ^41  -^41  ~r  ^42  A42  ~r  ^43  A43  T  8,44  A44 

V43  —  a4i  «3  -h  a42  P3  -t-  »43  T3  —  u  A    2  _|_  A^^a  q_  A^^2  "~ 

A 


und  kann 


/— («u  +  «22  +  «33)  A 

1  — A  , 

Pi  PiF— (a^l  +  a22^-«33)■A■ 

l  —  A  , 

—  V43  =  —  —  — --—  =  ±  q 

P2  P2I'— (a^l^-a22  +  a33)A- 

(p  >  0;  q  >  0) 
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setzen,  so  dass  sieh  die  Haupt'Gleichungstypen 


-  +  ?^  — 2z  =  0 

p      q 


i>      q 

ergeben,  welche  erkennen  lassen,  dass  (Art.  38,  47)  die  ordinäre,  nicht 
centrale  Fläche  nur  ein  Paraboloid  sein  kann,  und  zwar  ein  ellip- 
tisches oder  hyperbolisches,  je  nachdem  p^  und  p2  gleich  oder  ungleich 
bezeichnet  sind. 

Anmerkung.    Das  Paraboloid  ist  danach  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches, 
je  nachdem  Pi  p2  >  0  oder  pj  p^  -<  0. 
Da 

Pl  P2  ==  «11  -r  «22  -f-  ^3  = ^ ■ 

(Art.  51, 40),  ist  A  <C  0  bei  dem  elliptischen,  A  >•  0  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid. 

57.  Transformation  der  Gleichung  einer  axialen  Cylinder- 
fläche  auf  die  Hauptebenen  und  eine  dazu  senkrechte  Ebene  als 
Coordinatenebenen.  Bei  einer  axialen  Cylinderfläche  kann  man  den 
Hauptdurchmesser  h^  (die  Axe)  zur  neuen  z-Axe  und  eine  beliebige 
dazu  senkrechte  Ebene  zur  neuen  xy-Ebene  machen,  so  dass  die 
X-  und  y-Axe  die  Normalen  der  Hauptebenen  Hj  und  H2  in  einem 
Punkte  Pc  der  Axe  sind.  Dann  geht  die  allgemeine  Gleichung  U  =  0 
durch  Transformation  über  in 

VuX^  +  V22y^  +  V33z2  +  2V,2xy  +  2V,3Xz  +  2V23yz  + 

4-  2  (Uic  a^  4-  U2c  ßi  +  U3cTl)x  + 

+  2  (uic  a2  +  U2c  ß2  +  usc  T2)  y  + 
4-  2  (uic  ag  +  uac  ßa  +  UscTs)  z  +  Ucc  =  0, 
oder,  weil 

V,2  =  V,3  =  V23  =  0;    V,i=Pi;    V22=p2;    V33=:p3  =  0 

(Art.  51); 

uic= U2c  =  U3c  =  0 ;  Ucc  =   -- 
(Art.  47),  in 

h^'  +  P2f  +  ^=0; (102 

Äii 

daraus  folgt  durch  eine  einfache  Umformung 


x' 

y^ 

b^ 

X« 

a* 

y" 

b* 

X» 

y^ 
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1     A    H v-—^ ^  =  0. 

Pl        «ii  P2        «ii 

Die  Nenner  der  Brüche  links  sind  (Art.  51)  gleich  den  Quadraten 
der  Hauptradien  R^  und  R2,  so  dass  man  schließlich 

ß.^+w-^=^ (^«2^ 

als  charakteristische  Form  der  Gleichung  einer  axialen  Cylinderfläche 
erhält,  die  auf  die  Hauptebenen  bezogen  ist.  Je  nachdem  die  Haupt- 
radien real  oder  imaginär,  ihre  Quadrate  daher  positiv  oder  negativ 
sind,  kann  man  ß,^  =  +  a^;  R^^  =  -f-  b^  setzen,  wo  a,  b  positive 
reale  Größen  bedeuten.  Dadurch  ergeben  sich  die  Gleichungstypen 

-1  =  0; 

+  1  =  0; 


a^  b«-^  =  ^ 

für    die   reale   oder  imaginäre   elliptische   und   für   die   hyperbolische 
Cylinderfläche. 

58.  Transformation  der  Gleichung  einer  nicht  axialen 
Cylinderfläche  auf  die  Hauptebene,  die  Scheitelebene  und  eine 
dazu  senkrechte  Ebene  als  Coordinatenebenen.  Wählt  man  die 
Scheitelerzeugende  einer  nicht  axialen  Cylinderfläche  zur  neuen  z-Axe, 
eine  dazu  senkrechte,  durch  den  Punkt  P«  dieser  Erzeugenden  gelegte 
Ebene  zur  xy-Ebene,  die  Hauptebene  zur  xz-,  die  Scheitelebene  zur 
y  z-Ebene,  so  dass  also  die  y-Axe  eine  Tangente  wird,  dann  geht  durch 
Transformation  die  Gleichung  U  =  0  über  in 

Vit  x'^  +  "fnf  +  V33Z«  +  2  V.^xy  +  2  V,3xz  +  2  V^ayz  + 

+  2  (ui8  a^  +  U2«  ßi  +  U3«  Yi)  X  ■-(- 
+  2  (ui8  02  +  U2b  ßi  +  U38  Y2)  y  + 

+    2   (Ul8  03    -[-   U28  ßs    +    1138  T3)     Z    -|-   U88   =   0. 

Hierin  ist 
Vi2  =  V,3  =  V23=^0;    Vh=Pi=0;     V,2=P2;    V33  =  P3  =  0. 
(Art.  51); 


460  Dritter  Theil.    II.  Abtheilung.    3.  Abschnitt. 

U.8  =  0;      UiB  CL^  -f-  U28  ß2  +  ^88  T2  =  0, 

weil  Pg  der  Fläche  und  der  Hauptebene  angehört;  UisOg  +U2aß3  -^ 
+  ^88  T3  =  0?  weil  die  Richtung  Uu :  U28 :  ua«  =  «i  :  ßi  :  Ti  senkrecht 
ist  (Art.  45,  51)  zu  der  Richtung  a,  :  ßg  173;  endlich 

ui8 «i  +  U28  ßi  +  U38 Yi  =  v,i  X8  +  V21  y.  +  V31  z«  +  V41  =  V4, , 

weil  v,,=pia,  =0;  V2i  =  p,  ßi  =  0;  V3i=piYi=0  (Art.  51).  Daher 
ergibt  sich  die  transformierte  Gleichung  in  der  einfachen  Form 

P2y'  +  2v4ix  =  0, (103 

welche  die  parabolische  Cylinderfläche  charakterisiert.  Da  (Art.  53) 

«i  :  ßi  :  Ti  =  (v42  «2  —  au) :  (V42  ß2  —  »24) :  (V42  T2  —  ««34) 
und 

(V42  «2  —  au)^  +  (V42  ß2  —  a24)^  +  (V42  T2  —  ^34)^  = 

=  au^  +  »24^  +  as4^  —  V42^, 

also 

^    __  a4i  (V42  «2  —  au)  -{-  a42  (V42  ßj  —  a24)  +  a^s  (V42  T2  ~  ^^^) 

.  I^au^  +  a24''^  +  a34^  —  V42^ 

_  V42^  (au^  +  ^24^  +  «'34^)  _ 

^au^  +  a24^  +  8-34^  —  ^42'-^ 

^ni"  ^22  ~r  %3 

(vgl.  Art.  53)5  ferner  P2  =  ^u  ~f"  ^2  H"  *33  i^^-  51),  kann  die  para- 
bolische Cylinderfläche  auch  durch  die  Gleichung 


y2  =  2 

dargestellt  werden. 


-^1 1  ~r  -^22  4"  -^33  .  X 


(^11  '1'  ^"ii'V  H^) 


59.    Übersicht   der   wichtigsten    Untersuchungsergebnisse. 

Die  allgemeine  Gleichung  U  =  0  kann,  wie  aus  den  bisher  durch- 
geführten Untersuchungen  hervorgeht,  eine  ordinäre  Fläche  (EUipsoid, 
Hyperboloid,  Paraboloid),  eine  singulare  Fläche  (Kegel-,  Cylinderfläche) 
oder  eine  degenerierte  Fläche  (Ebenenpaar)  vorstellen.  Die  möglichen 
Fälle  mit  ihren  charakteristischen  Kennzeichen  sind 
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o 

AV 


o 

II 


es 

Vi 

d 
o 
o 


nicht 
centrale 


«H  >  0; 

auAj4>0; 

i  =  1,2,3 


aH>0; 

ftkk  A44<0; 

aiiA44<0; 

i,k,l  =  l,2,3; 

i^k^l^i 

oder  ttii^O; 
i  =  l,^3 


A^O.    Ordinäre  Flächen. 


EUipsoid 


Hyperboloid 


Paraboloid 


A>"0;  imaginäres. 


A  <  0;  reales. 


A  >•  0 ;  eintheiliges. 


A  -<  0 ;  zweitheiliges , 


A  >•  0 ;  hyperbolisches. 


A  •<  0 ;  elliptisches. 


A  =  0.    Singulare  und  degenerierte  Flächen. 


o 

AV 


!      ^ 


O 

II 


u 

o 

o 


'S  ® 

n 


Ajo 
A 


33 


0 
0 
0 


Kegelfläche 


aü>0; 
aiiA44>0; 
i  =  1,2,3 


aii>0; 

aick  A44  <  0 ; 

an  A44  <0; 

i,k,l  =  1,2,3; 

i^k^2_^i 

oder  «11  •<  0 ; 

1  =  1,2,3 


«11^0 

aber  nicht  alle 

Null 


Cylinderfläche 

aii<0 

aber  nicht  alle 

Null 

aik  — 0 

Ebenenpaar 

aber  nicht)   . 
alle  Nulli&^°äres 

aii  <  0  ^ 
aber  nicht  Jreales 

imaginäre. 


reale. 


elliptische 


aiiAkk<0;      \ 
i,  k  =  1,  2, 3  ;    >reale. 

k  ^ 


hyperbolische. 


parabolische. 


:  alle  Null  / 


mit  realer  Schnittlinie  im 
endlichen  Bereich. 
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A  =  0.  Binguläre  und  degenerierte  Flächen. 


II 

e 
f 

< 

o 


n 


C4 


o 

II 


Ebenenpaar 


exik  =  0 


Au  >  0 

kk= 

i,k=  1,2,3 

i^k 

aber  nicht  alle 

NuU 


OD 

}    .2 

ff 

B 


Ah    <0 


Kk 


i,k  =  1,2,3 

i^k 

aber  nicht  alle 
Null 


CD 


paralleles 


A„  =  0ii,k  =  l,2,3 

kk  { ^  jj         vereinigtes. 


Von  besonderer  Bedeutung  ist: 

I.  Bei  den  centralen  Flächen: 

A 


Mittelpunkt:  x< 


^41 


A4  4 


;  Je 


Axenrichtungen :   a  :  ß  :  7  = 


A4:' 
1 


Zr 


^43 


^43 


1 


^23  P  +  ^n  '  a,3  p  4-  a^g  *  ai2  p  +  a,. 


Hauptradius :  R^  =  — 


1 


P      A44 
wenn  p  eine  Wurzel  der  Gleichung 

P^  — (au  +  ^22  +  »33)  p2  +  (a^i  +  a22  +  cl^^)  p  —  A44  =  0. 
Auf  den  Mittelpunkt  parallel  transformierte  Gleichung: 

Q+/  =0. 

A44 

Auf  die  Axen  transformierte  Gleichung: 

p.  x^  +  p2  y'  +  P3  ^''  +  -/■-  =  0. 

Gleichung  des  Asymptotenkegels: 


U 


=  0. 


L44 


II.  Bei  den  nicht  centralen  Flächen: 
Durchmesserrichtung:  a^  :  ßg  :  73  =  A41 :  A42  :  A43; 

Gleichungssystem  der  Axe:  -r-^  =  "a^    =      ^'  '1 

A41         A12        A43 
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Stellung  der  Hauptebenen: 

1 
a  :  ß  :  Y  = 


1 


wenn  p  eine  Wurzel  der  Gleichung 

P^  —  (»11  +  »22  +  »33)  P  +  («11  +  ^n  +  «33)  =  0; 
Gleichung  der  Scheitelebene: 

2A.,x+2A42y+2A43z-(A,,  +  A,,  +  A33-^t!''t«''^)  =  Q^ 

V  «11+022-1-0^33      ^ 

Scheitelpunkt: 

»22    »23    A42 

»32    »33    -A43 
A42A43     0 


2    A4I  Xg    =    All 


2  A42y8  =  A22  — 


2  Aas  z 


43^8 


^33 


(«11 

«22 
1 

«33)' 

(«u 

«22 
1 

«33)^ 

(«11 +«12 +  «33)^ 


±P  = 


Parameter  der  Hauptschnitte: 

—  A 


;  +q  = 


»11    »13    "^^1 
»31    »33    -^^3 

A41A43   0 

»11  »12  -^41 
»21  »22  "^42 
-^41  -^42     ^ 

—  A 


P2  ^—(«11  +  a22-ha33)  A' 


Pl  K— («11  +«22  4- «33)  A 
Gleichung,  transformiert  auf  Scheitelebene  und  Hauptebenen : 

A 


Pix2  +  P2y2  +  2 


z  =  0. 


Y—  («11  +  «22  +  «33)  A 

m.  Bei  den  axialen  Cylinderflächen  : 
Richtung  der  Erzeugenden  und  der  Axe: 

«3 '  ß3  •  T3  =  Aii :  Ai2 :  Ais  =  «ii :  «12 :  «13;  i  =  1,  2,  3 ; 
Gleichungssystem  der  Axe: 

Ui  =  U2  =  U3  =  0; 

Stellung  der  Hauptebenen: 

111 
a  :  ß  :  Y  = 

Hauptradius: 


»23  P  +  «23    '   »13  P  +  «13    "  »12  P  +  «12   ' 


R''^  =  — 


1     Aii 


OL 


11 
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wenn  p  eine  Wurzel  der  Gleichung 

P^  —  (^11  +  »22  +  »33)  P  +  («11  +  «22  +  «33)  =  0. 

Auf  die  Hauptebenen  transformierte  Gleichung: 

Pix2  +  P2y2-f  — ^  =  0. 

IV.  Bei  der  parabolischen  Cylinderfläche: 
Richtung  der  Erzeugenden: 

«3 :  ß3  •  T3  =  Aii :  Ai2 :  Ais;  i  =  1,  2,  3; 
Stellung  der  Hauptebene: 

«•^  •  ßi  •  T2  ==  a-ii :  ai2  :  ais  =  -    :  —  :     - :  i  =  1,  2,  3; 

**  QQQ 

»23       ^13      "'12 

Gleichung  der  Hauptebene: 

«2^  +  ßay  +  T2Z  +  ^      I   J^VsT"  =  ^'^ 

^11  "r  *22  "r  *33 

Gleichung  der  Scheitelebene: 

(V42  «2  —  au)  X  +  (V42  ß2  —  a24)  y  +  (^42  T2  ~  ^34)  z  + 

+  2-(^-  -  '")  =  "■' 

P2  =  ^n  +  a22  +  a33 ; 

Gleichung,  transformiert  auf  Hauptebene,  Scheitelebene  und  eine 
dazu  senkrechte  Ebene: 

y2  =  2  f-  f  ■  1  +  ^-^-^  +  :^-«|  X. 

(a-ii  "T  ^22  +  ^3;,) 

V.  Bei  einem  Paar  nicht  paralleler  Ebenen: 
Richtung  der  Axe: 

«3  '  ßs  •  T3  =  «ii  •  «'2  :  ais;  i  =  1,  2,  3; 
Gleichungssystem  der  Axe: 

Ui=U2  =  U3  =0; 

Stellung  der  Hauptebenen  (Winkelhalbierungsebenen): 

^  .  ß  .     ^  1  .  _     1 .  1 

^23  P  +  «23  '  ^13  p  +  a^g  '  ai2  p  +  «12' 
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wenn  p  eine  Wurzel  der  Gleichung 

P^  —  (»11  +  »22  +  8^3)  P  +  («11  +  «22  +  «33)  =  0; 

Winkel  9  der  Ebenen: 


,o„  ,r  —  2  K—  (0^11  +  «22  +  «33)  . 

tan  f  = -7- -j- —    —  1 

»11  '1    »22  +  »j 


^33 

Gleichung,  transformiert  auf  die  Winkelhalbierungsebenen  (Haupt- 
ebenen) und  eine  dazu  senkrechte  Ebene: 

pix2  +  p2y^  =  o. 

VI.  Bei  einem  Parallel-Ebenenpaar : 
Mittelebene : 

Ui  =  0;  i  =  1,  2,  3; 

Abstand  der  Ebenen  von  einander: 


»33  i.»i  i  ~r  »22  ~r  »33^ 


A22 

23 


»II  (»u  "f"  »22  "r  »33) 


V       -Au 

»22  (»1 1  "1     »22  "T  »33) 

VII.  In  allen  Fällen  ordinärer  oder  singulärer  Flächen: 
Kennzeichen  der  Rotationsflächen: 

«12    _.      «13     __     «23    , 
»12  »13  »23 

Richtung  der  Rotationsaxe: 

.p   .        -    1         1         1 
«3  •  P3  •  T3  — 


»23         »13         »12 

VIII.  In  allen  Fällen  ordinärer  Flächen: 

Kennzeichen  der  Regelflächen  und  des  imaginären  Ellipsoides: 

A>0. 

IX.  In  allen  Fällen  ordinärer  und  singulärer  Flächen  : 
Gleichung  des  Tangentenkegels  (Tangenten-Ebenenpaares)  aus  P^: 

UeoU-Uo2  =  0; 
Gleichting  der  Polarebene  von  P^  (Uf  o  ^  0) : 

Uo=0; 

Bndisayljevic  n.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  I.  Bd.  30 
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Gleichung  der  Tangentenebene  in  Fq  (U^o  =  0) : 

üo  =  0. 

X.  In  allen  Fällen  ordinärer  und  singulärer  Flächen: 
Gleichung  der  zur  Richtung  a  :  ß  :  y  conjugierten  Diametralebene: 

aui  4-  ßu2-f  YTi3=0; 

Gleichungssystem  des  der  Stellung  a  :  ß  :  y  conjugierten  Durch- 
messers: 

u^  _   U2   ^   U3 
aß  Y    * 

.60.   Vorgang  bei  der  Untersuchung  von  Gleichungen.     Für 

die  Untersuchung  der  geometrischen  Bedeutung  einer  beliebigen 
Gleichung  U  =^  0  erscheint  erfahrungsgemäß  folgender  Vorgang  am 
zweckmäßigsten : 

I.  Man  stellt  zuerst  die  Matrix  der  Discriminante  auf  und  be- 
rechnet die  Unterdeterminanten  a^^  von  A4 4;  sodann  mit  Hilfe  derselben 
die  Unterdeterminanten  A^^^  A42,  A43,  A44  mittelst  der  Formeln 

—  Au  =  ai4  an  -f-  ^-ia  0^21  +  ^3i  <^3i  1  j  _  ^   g  g 
A41  =  au  aii  -\~  a)2  «12  -\-  ^is  ais  i 

ferner  den  Wert  der  Discriminante 

A  =  aji  A41  -)-  a42  A42  4"  ^43  ^43     1     ^44  -^4*- 

Wenn  A44  =  0,  berechnet  man  auch  Ai,,A22,  A33. 

IL  Wenn  nicht  alle  ai^  verschwinden,  hat  man  es  mit  einer 
ordinären  Fläche,  einer  Kegel-  oder  axialen  Cylinderfläche  oder  mit 
einem  Paar  nicht  paralleler  Ebenen  zu  thun.  Bei  den  ordinären  und 
Kegelflächen  bestimmt  man  den  Mittelpunkt  oder  den  Scheitelpunkt, 
bei  den  Cylinderflächen  oder  Ebenenpaaren  die  Axe  oder  Mittelebene. 
Dann  erfordern  die  Kegel-,  Cylinderflächen  und  Ebenenpaare  für  die 
Feststellung  ihrer  BeschaiFenheit  nur  den  Schnitt  mit  einer  passend 
gewählten  Coordinaten-  oder  dazu  parallelen  Ebene. 

111.  Wenn  alle  aik  verschwinden,  kann  nur  eine  parabolische 
Cylinderfläche,  ein  Parallel-Ebenenpaar  oder  ein  Paar  vereinigter 
Ebenen  vorliegen.  Das  Ebenenpaar  erkennt  man  daran,  dass 
All  ^^  ^22  =^  -^33  =  0,  während  bei  der  Cylinderfläche  mindestens  eine 
dieser  Unterdeterminanten  von  Null  verschieden  ist.  Bei  dem  Parallel- 
Ebenenpaar  ist  wenigstens  eine  der  Unterdeterminanten  A,,,  A22,  A^-^ 

22       33      Vi 

nicht  Null,  bei  dem  vereinio^ten  verschwinden  diese  auch. 
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IV.  Die  cubische  Gleichung 

P^  -"  (au  +  a.22  +  agj)  p'^  +  (a^  +  «^2  +  cl^z)  p  —  A44  =  0 

vermittelt    durch    ihre   Wurzeln    die   Bestimmung    der   Hauptebenen 
Hauptdurchmesser,   Hauptradien  u.  s.  w.  oder,   wenn   nicht  mehr  ver- 
langt wird,  durch   die  Anzahl    der  Zeichenwechsel   und  Zeichenfolgen 
ihres  Polynoms    die  Classification   der    Flächen.   Insbesondere   ist   bei 
den  centralen  Flächen  die  Eintheilung  in  die  Gruppen 

A  >  0:  Imaginäres  EUipsoid,  eintheiliges  Hyperboloid, 

A  <  0:  Reales  EUipsoid,    zweitheiliges  Hyperboloid 
und  die  Bemerkung,   dass    den  Ellipsoiden   nur  Zeichenwechsel   oder 
nur  Zeichenfolgen  entsprechen,  hinreichend,  um  dieselben  von  einander 
zu  unterscheiden. 

Das  elliptische  (A  <  0)  und  hyberbolische  (A  >  0)  Paraboloid  sind 
direct  erkennbar. 

V.  Die  Rotationsflächen  werden  durch  die  Beziehung 

^'2  ?13  __.  ^ 

api       ai3       a23 
angezeigt. 

Aufgaben. 

Man  untersuche  nach  den  angegebenen  Hegeln  die  Gleichungen: 

1.  25x2  +  22y2  +  16z2— 20xy-|-4xz  — 16yz-22x— 20y— 68z-}- 
+  205  =  0; 

«11  =  288;  0.22  =  396;  «33  =  450;  «12  =  144;  «,3=: 36;  «23=:  180; 

A«  =  5832;  A42  =  11664;  A«  =  17469;  A«  =  5832;  A  =  419904; 

p,  =9;  p2=18;  P3  =  36. 

2.  25x2 -l--22y2-f- 16z«— 20xy+4xz  —  16yz  —  22x  —  20y  —  68z  + 
4-61  =  0  (vgl.  Aufg.  1);  A  =  — 419904. 

3.  85x2-)-53y2  +  .ö8z2  4-24xy  — 36xz— 12yz+36x  +  12y  — 
—  116z -1-156  =  0; 

ai,  =  3038;    «22  =  4606;    «33  =  4361;    «12  =  - 588;    «,3  =  882; 
aj3=294; 

A4i  =  A42  =  0;  A48  =  235298;  A44  =  235298;  A  =  23059204; 

Pi  =  Pi  =  49;  Ps  =  98. 

4.  85x2-|-53y2-f58z-^+24xy  — 36xz  — 12yz-f  36x  +  12y  — 
—  116  z  —  40=  0  (vgl.  Aufg.  3)  A  =  —  23059204. 

.SO* 
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5.  7x^4-  lOy!'  — 8z2_44xy-f  28xz  — 16yz  — IOX  +  527  + 
+  52z  — 53  =  0; 

«1,  =  — 144;  042  =  — 252;  033  =  — 414;  042  =  — 288;  «13  =  86; 
«23  =  — 252; 

A41  =  5832;  A42  =  11664;  Ajj  =  17496;  A*.  =  5832;  A  =  419904; 

Pi  =  — 9;  p2  =  — 18;  P3  =  36. 

6.  59x2  — 37y^  — 22z*  +  72xy  — 108xz  — 36yz  +  108x  +  36y-^- 
+44z+76=0; 

aj,  =  490;  022  —  4214;  «33=— 3479;  a,2=1764;  «13==  — 2646; 
«23  =  -^  882; 

A4i=0;A42  =  0;  A43  =  235298;  A44  =  235298;  A  =  23059204; 

p,  =  P2  =  — 49;  P3  =  98. 

7.  x2  +  y2  +  7z2  +  16xy  —  8xz-|-8yz4-8x  —  8y— 14z  — 29  =  0; 

a,,  =  —  9;    a22  =  —  9;    «33  =  —  63;    «12  =  —  72;    «13  =  36; 
«23=  —  36; 

A4,  =0;  A42  =  0;  A4s  =  — 729;  A44  =  — 729;  A  =  26244; 

Pj=P2  =  9;  P3  =  — 9. 

8.  7x2  +  10y2  — 8z2  — 44xy+  28xz  —  16yz  —  10x+  52 y  + 
+  52  z  — 197  =  0  (vgl.  Aufg.  5);  A  =  —  419904. 

9.  59x2  — 37y2  — 22z2  +  72xy— 108xz  — 36yz  +  108x  +  36y  + 
+44z— 120=0  (vgl.  Aufg.  6);  A  =  — 23059204. 

10.  x2  +  y2  4-7z2  +  16xy  —  8xz4-8yz-f8x  —  8y  — 14z -f  48=0 
(vgl.  Aufg.  7);  A  =  — 26244. 

11.  25x2  4-22y2+16z2— 20xy  +  4xz  — 16yz  — 22x  — 20y  — 
—  68  z  4- 133=0  (vgl.  Aufg.  1);  A  =  0. 

12.  7x2  +  10y2— 8z2  — 44xy  +  28xz  —  16yz— lOx  +  52y -f- 
+  52z  — 125  =  0  (vgl.  Aufg.  5);  A  =  0. 

13.  85x2-|-53y2  +  58z24-24xy  — 36xz-12yz-f  36x  +  12y  — 
—  116  z  +  58  =  0  (vgl.  Aufg.  3);  A  =  0. 

14.  x2-f  y2-f  z2  — 2x  — 2y  — 2z  +  3=0; 

«ll  =  li    042  =  1;    «33  =  1;    «12  =  «13  =  «23  =  0; 

A41  =  A42  =  A48  ^  Au  =  1;  A  =  0;  p,  =p2  =  p3^1. 

15.  59x2  — 37y2  — 22z2  4-72xy-108xz  — 36yz4-108x  +  36y-f 
4-44z— 22=0  (vgl.  Aufg.  6);  A  =  0. 

16.  x24-y2+7z2+16xy  — 8xz  +  8yz4-8x  — 8y— 14z  +  7  =  0 
(vgl.  Aufg.  7);  A  =  0. 
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17.  Ilx2-f  14y2+20z24-20xy  — 4xz  +  16yz  — 74x  — 28y  — 
— 70z-f  95=0; 

«tj  =  216;     a-ii  =  216;     «,3  =  54;     »12  =  —  216;     a,3  =  108; 

«23  =  — 108; 

A4i  =  8748;   A4s  =  — 8748;   A48  =  4374;   Ai4  =  0;    A  =  354294; 

Au  =  7290;  A22  =  — 25515;  A33  =  — 5832; 

Pi  =  27;  P2  =  18;  P3  =  0. 

18.  13x2  +  45y2  +  40z2  — 24xy-f36xz  +  12yz—  UOx  — 4y + 
6z  +  71  =  0; 

«„  =  1764;     «22  =  196;     «33  =  441;    «,2  =  588;     «13  =  — 882; 
«23  =  -294; 

A4t  —  100842;   A42  =  33614;   Ais  =  —  50421;   A44  =  0; 
A  =  — 5764801; 

Au  =  170471;  A22  =  —  108045;  A33  =  —  96040 ; 

p,=P2  =  49;  P3  =  0. 

19.  7x2  — 2y2  +  4z2-|-4xy  — 20xz  — 16yz  +  14x  +  4y  +  34z  — 
— 29=0; 

«11=  — 72;    «22  =  — 72;     «33  =  — 18;    «,2  =  72;    «,3  =  — 36; 
«23  =  36; 

A4i  =  972;  A42  =  — 972;  A43=486;  A44  =  0;  A=13122; 

Au  =  2106;  A22  =  — 2511;  A33  =  648; 

Pi  =  18:  p2  =  — 9;  P3  =  0. 

20.  x^  —  y2  —  4xz  —  4yz-|-4x  —  4y-(-2z  =  0;. 

«u=  — 4;  «22  =  — 4;  «33  =  — 1;  «,2  =  4;  «,3  =  — 2;  «23  =  2; 
A4,  =  18;  A42  =  — 18;  A48  =  9;  A44  =  0;  A  =  81; 
A,,=9:  A22  =  — 9;  A33  =  0      p,=3;  p2  =  — 3;  P3  =  0. 

21.  9x2  +  6y2  +  12z2-|-12xy  —  12xz  —  30x  —  24y  + 12z +  45=0; 

«„  =  72;  «22  =  72;  «33  =  18;   «,2  =  — 72;  «,3=36;  «23  =  — 36; 

A4i  =  A42  =  A43  =  A44  =  A  =  0;  A,,  =  1296; 
p,  =  18;  P2  =  9;  p3  =  0. 

22.  9x2  +  6y2+12z24-12xy— 12xz  — 30x  — 24y+12z+9=0 
(vgl.  Aufg.  21);  A,i  =  — 1296. 

23.  13x2-|-45y2  +  40z2  — 24xy+36xz  +  12yz  — I12x-f  126y  — 
—  140  z +  294  =  0  (vgl.  Aufg.  18); 

Aii=:A42  =  Ai3  =  A44  =  A=:0;  A,,=:86436;  p,  =P2  =  49;  P3  =  0. 
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24.  13  x2  +  45y2  +  40z2  _  24  xy  -f  36  xz  +  12yz  —  112x  +  126  y  — 

—  140z +  196  =  0  (vgl.  Aufg.  23);  A,i=— 86436. 

25.  14x2  +  63y^  — 28z2  — 84xy  — 84yz-4-84y  +  56z  +  70  =  0; 

a,,  =  —  3528;     «22  =  —  392 ;     a^^  =  —  882;      aj.^  =  —  1176; 
«13  =  1764;  023  =  588; 

A4,  =  A42  =-- A,3  =  A44  =  A  =  0;  Ai,  =  —  345744; 

Pi=98;  p2  =  -49;p3  =  0. 

26.  5x2  +  27y2  — 32z2  — 48xy  — 12xz  — 60yz-f  49  =  0; 

«n  =  —  1764;      «22  =  —  196;      «33  =  —  441 ;      «,2  =  —  588; 
a,3  =  882  ;  «23  =  294; 

Alt  =  A42  =  A43  =  A44  =  A  =  0;  A„  =  —  1764  X  49; 
Pi  =  49;  p2  =  — 49;  pa  =  0. 

27.  4x24-y2  +  4z«  +  4xy  — 8xz  — 4yz  —  24x  — 30y— 12z  + 
.f45  =  0; 

aik  =  0;  Aji  =  A42  =  A43  =  A44  =  A  =  0;  p,  =p3  =  0;  p2  =  9: 

Ai,=A22  =  — 1296;  A33  =  — 324;  A,2  =  1296;  A,3  =  — 648. 

28.  x«  +  y«  +  2z«  +  2xz  — 2yz  — 2y  +  2z  +  l  =  0: 

*u  ^  *2'2  ^=  "'ss  =^  'hs  ^^^  1  ?  "'rz  ^^^  *i»  ^^  —  1? 
A41  =  A42  =  Ais  ^=  A44  =  A  =  0 ; 

Ai  i  =  A22  =  A33  =  0 ;  Pi  ^  3 ,  P2  =  1 ;  P3  =  0. 

29.  8x«+12y2-f-12z«-|-20xy+28xz  +  30yz— 24x  — 24y  — 

—  12z  =  0; 

«tt  =  — 81;     0^2  =  — 100;     «33  =  — 4;     «12  =  90:    «,3  =  - 18; 
«23  =  20;  A,!  =  A42  =  A43  =  A44  =  A  =  Ai,  =  A22  =  A33  =  0. 

Pi=37;  p2  =  — 5;  P3  =  0. 

30.  4x2  — 8y«-f  4z«  +  4xy+10xz  — 4yz  — 16x  — 8y  —  20z  + 
+  16  =  0; 

«11^  —  36;   «22  =  —  9;   «33  =  —  36;    «12  =  —  18;    «,3=36; 

«13  =  18;  A41  =  A42  =  A43  ^=  A44  =  A  =  A,i  =  A22  =  A33  =  0: 
Pi  =  9;  P2  =  — 9;  p3  =  0. 

31.  4x2  +  9y«+z»  +  12xy+4xz  +  6yz  — 24x  — 36y  — 12z  + 
+  40  =  0; 

«ik  =  0;  Ai4=:0;  i  =  l,  2,  3,  4;  A  ^  0;  An  =  A22  =  A33  =:  0. 

32.  x«  +  y2  +  4z2  +  2xy+  4xz  +  4yz—  6x  —  6y  —  12z  + 
+  5  =  0; 
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aik  =  0;  Ai,=:Ü;   1=1,2,3,4;   A  =  0;   A^  =  A22  =  A33  =  0. 

33.  4x2-f4y2-|-z2-[-8xy-[-  4xz  +  4yz— 8x  —  8y-~4z  + 
+  4  =  0; 
a,k  =  0;  Au  =  0;  i=  1,2,3,4;  A  =  0;  A^i=A2o  =  A33  =  0. 

61.  Flächen  zweiter  Classe.  Die  Polarebene  des  Punktes  P^  in 
Bezug  auf  die  Fläche  U  =  0  hat  (Art.  45)  die  Gleichung 

uio  X  -f  U20  y  +  U30  z  +  U40  =  0. 

Sind  Soj'^^oj^a  die  Coordinaten  der  Polarebene,  so  lässt  sich  deren 
Gleichung  auch  in  der  Form 

5o  X  +  Yio  y  +  Co  z  -f  1  =  0 
darstellen  und  es  besteht  die  Identität 

Uio  X  +  U20  y  +  «30  Z  +  U40  i^-  O  (So  X  4-  7jo  y  +  Co  Z  +  1), 

WO  unter  o  ein  Proportionalitätsfactor  verstanden  ist.  Die  Identität 
zerfällt  in  die  Gleichuno:en 

U40  =  0. 

Durch  Addition  folgt,   nachdem  man  der  Reihe  nach  mit  A^^, 

A'iijAgijAii;  A,2,A22,A32,  A42;  A^g,  A23,  A33,  A43;  Au,  A2i,A34,  A44  multi- 
pliciert  hat, 

A  Xo  =  0  (All  Sj  +  A21  flo  +  A31  Co  +  A41)  =  o  t,o 
A  yo  =  a  (A12  So  +  A22  Yjo  +  A32  Co  +  A42)  =  a  t2o 

A  Zo  =  (3  (Aj3  So  +  A23  Ylo  +  A33  C>  +  A43)  =  O  t3o 

A      =  (3  (Au  So  +  A24  irio  +  -^34  Co  +  A44)  =  G  t4o, 

wenn  t^o,  t205  tgo,  t^o  Abkürzungen  bedeuten.  Multipliciert  man  nun  die 
linken  und  rechten  Seiten  der  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  in  der 
gegebenen  Reihenfolge  mit  denselben  Seiten  der  Gleichungen  in  der 
zweiten  Gruppe  und  addiert,  so  ergibt  sich 

A  .  Uoo  =  a^  (t,o  So  +  t20  "^0  +  ^30  ^o  +  t4o) 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

Too  =  t,o  So  +  t2o  ITjo  +  tgo  Co  +  t40  =  {A^  Sq  +  A2  ITJo  +  A3  C,  +  A^f  - 

=  '^iiSo  ~rA22'yio  "rAgsCo  -r  ^A^o^o'^lo  n~2Aj3?oCo -1-2  A23rjQCo -r 

+  2  AuSo  +  2  A24'/lo  +  2  A34C0  +  A44 
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setzt, 

Lässt  man  P^  auf  die  Fläche  rücken,  so  wird  die  Polarebene 
zur  Tangentenebene  derselben  in  Po  und  da  nun  Uoo  =  0,  der  Factor  a 
Aber  seiner  Natur  nach  nicht  Null  sein  kann,  wird  auch 

Too  =  0, 

d.  h.  die  Coordinaten  einer  beliebigen  Tangentenebene  genügen  der 
Gleichung 

T  =  0 
oder 

+  2  Au$  +  2  AaiTT]  +  2  AsiC  +  A44  =  0, 

welche  also  die  Fläche  in  Ebenencoordinaten  vorstellt.  Sie  ist  vom 
zweiten  Grade,  daher  ist  die  Fläche  zweiter  Ordnung  auch  eine 
Fläche  zweiter  Classe. 


4r.  Abschnitt. 

Eigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 
62.  Ereisschnitte.  Die  cubische  Gleichung  für  die  Hauptebenen 

%l         ^22         9      ^23         ^^^  ^ 

^3 1  ^32        ^33  P 

ist  einer  bemerkenswerten  geometrischen  Deutung  fähig,  welche  direct 
auf  die  Kreisschnitte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  führt.  Ihr  zufolge 
stellt  nämlich  (vgl.  Art.  44)  die  homogene  Gleichung 

(»11  —  P)  x^  +  (8^22  —  P)  y^  +  (^33  —  P)z2  +  2  a^s  X  y  +  2  a^g  X  z -f 

4-  2  a23  y  z  =  0 
oder 

Q  -  p  (x2  +  y2  +  z^)  =  0 

ein  Ebenenpaar  vor,  dessen  Bedeutung  für  die  Fläche  U  =  0  hervortritt, 
wenn  man  es  derart  parallel  verschiebt,  dass  seine  Axe  durch  einen 
beliebig  angenommenen  Punkt  Po  geht;  seine  Gleichung  wird  dann 
auf  folgendem  Wege  ermittelt:  Bezieht  man  zunächst  das  Ebenenpaar 
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auf  ein  dem  gegebenen  paralleles  Coordinatensystem  (x'y'z')  in  P^ 
durch  die  Gleichung 

{a,  X'  +  a.,  y'  +  s.,  zf  -  p  (x'^  +  y'^  +  z'S)  ^  q 

und  geht  dann  mittelst  der  Transformationsfonneln  x'  =  x  —  Xq  ; 
y'  =  y  —  yo;  z'  =  z  —  z^  auf  das  Coordinatensystem  (x,  y^z)  über,  so 
erhält  man 

{a,  (x  —  Xo)  +  a^  (y  —  y.,)  +  ag  (z  —  Zo)}^  — 

-  p  [(X  -  xo)*^  +  (y  -  yo)^  +  (z  -  Zo)^]  =  0 
oder 

{(ai  X  +  a^  y  +  ag  z  +  a4)  —  (ai  Xo  +  a2  yo  +  9-3  zo  +  ^4)}^  — 
-p[(x-xo)2  +  (y-yo)^  +  (z-zo)2]=0 

und  nach  Ausführung  der  symbolischen  Operation 

U  -  2Uo  +  Uoo  -  p  [(x  -  Xo)2  +  (y  -  j^?  +  (z  -  zj]  =  0 

als  Gleichung  des  Ebenen  paares.  Sie  ist  linear  combiniert  aus  den 
Gleichungen 

U  =  0; 

p  [(X  -  xo)^  +  (y  -  yo)''  +  (z  -  zo)'']  +  2Uo  -  Uoo  =  0 

der  gegebenen  Fläche  und  einer  Kugelfläche  (vgl.  Art.  54,  II),  daher 
enthält  das  Ebenenpaar  die  Schnittlinie  dieser  beiden,  welche  somit 
nur  aus  zwei  Kreisen  bestehen  kann.  Man  schließt  daraus,  dass  die 
Fläche  U  =  0  von  jeder  Ebene,  welche  parallel  ist  einer  der  Ebenen 
des  Paares 

Q-p(x^  +  y'  +  2')  =  o, 

nach  einem  Kreise  geschnitten  wird. 

Den  drei  Wurzeln  Pi,p2ip3  der  cubischen  Gleichung  entsprechend 
gibt  es  drei  solche  Ebenenpaare;  deren  Axen  haben  die  Richtungen 

A„(') :  A,2«  :  Ai,«  =  A,,«) :  A^./»  :  A23«  =  A31«  :  A3,«  :  A33»), 

sind  also  den  Hauptdurchmessern  der  Fläche  parallel  (Art.  44  und 
Art.  51).  Man  kann  sie  als  Repräsentanten  der  Kreisschnittebenen 
bezeichnen.  Ihre  Realität  ist  an  die  Bedingung  Akk^O  gebunden 
(Art.  44).  Soll  etwa  A33  <  0,  d.  h. 

»21        a22        p 
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sein,  so  ergibt  sich,  p,  <  P2  ^  Pa?  vorausgesetzt,  aus  dem  Beweise  für 
die  Realität  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  (Art.  51),  dass  diese 
Bedingung  nur  von  p2  erfüllt  wird,  also  nur  ein  Ebenenpaar  real  sein 
kann.  Denn  es  ist 

p,  <  (033^1)  <  P2    <    (033(2)<p3; 

«Ö3:/^^<aii<    »22    <  «033(2), 

wenn  unter  (033^^),  0)33^^)  die  Wurzeln  der  Gleichung  A33  =  0  verstanden 
sind;  daher  ergeben  die  Substitutionen  aller  Zahlen  zwischen  0)33^^) 
und  0)33^^),  darunter  a|i,a22,P27  dasselbe  Vorzeichen  von  A33,  nämlich 
das  negative,  was  durch  Einsetzung  von  a,  j  oder  a22  direct  zu  erkennen 
ist.  Hingegen  erhält  man  für  alle  Substitutionen  von  Zahlen,  die  kleiner 
sind  als  o^^2>^^^  oder  größer  als  (033(2),  darunter  auch  für  p^  und  P3. 
positive  Werte  von  A33.  Demnach  werden  die  realen  Kreisschnittebenen 
der  Fläche  U  =  0  durch  das  Ebenenpaar 

Q  -  p,  (X2  +  y2  +  z2)  =  0 

repräsentiert,  sobald  Pi  <  P2  <^  ps- 

Bei  den  Botationsflächen  sind  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung*  einander 
gleich,  etwa  pj  =  p2  (=  cou^^),  vgl.  Art.  54,  I);  für  diese  wird  ^^  =  /\2i  =  Asa  =  ^r 
d.  h.  die  ihnen  entsprechenden  Ebenenpaare  sind  in  einer  Doppelobene  vereinig-t,  so 
dass  die  Fläche  nur  von  realen  Ebenen,  welche  dieser  parallel  sind,  nach  Kreisen  ge- 
schnitten werden  kann.  Bekanntlich  wird  die  Stellung  dieser  Ebenen  durch  die 
Drehungsaxe  bestimmt. 

Anmerkung.  Bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  und  der  parabolischen 
Cylinderfläche  kann  von  Kreisschnitten  nicht  die  Rede  sein. 

Erwähnenswert  ist,  dass  eine  centrale  Fläche  und  ihr  Asymptotenkegel  dieselben 
Kreisschnittebenen  haben,  weil  sich  ihre  Gleichungen  nur  im  constanten  Glied  unter- 
scheiden, dieses  aber  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  nicht  beeinflusst. 

63.  Die  Eugelfläche.  Bei  der  Behandlung  des  Falles  gleicher 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  (Art.  54,  II)  wurde  festgestellt,  dass 
eine  Gleichung  von  der  Form 

a^  (x^  +  y^  +  21^)  +  2  ai4  X  -{-  2a24  y  +  2a34Z  -\-  siu  =  0 

eine  Kugeltiäche  vorstellt.  Anderseits  folgt  aus  der  Definition  der 
Kugelfläche  als  Ort  eines  Punktes  P  (x,  y,  z),  welcher  von  deux  ge- 
gebenen Punkte  C  (a,  b,  c)    den   gegebenen  Abstand  r  hat,    direct    die 

Gleichung 

(X  -  af  +  (y  -  b)^  +  (z  -  af  =  v\ 

Ordnet  man   und   setzt  a*^  -["  ^^  4"  ^^  —  r^  =  k,  so  folgt  daraus 
^  sogenannte  Normalform 


Eigenschaften  der  Flächön  zweiter  Ordnung.  475 

x^  +  y^  +  z^  — 2ax  — 2by  —  2cz  +  k==0 

der  Gleichung   einer  Kugelfläche   mit   dem  Mittelpunkte  C    und    dem 
Radius  r.  Abgekürzt  sei  dieselbe  durch 

S  =  0 

dargestellt.  Durch  Vergleich  der  beiden  Formen  findet  man 

^   ^U  .    U  ^24.    ^  ^34.      ^2  ^14    ~l    0-24    "r^34  ^11^44. 

a  — ^   u  — ^  c  —  —  -   -  ^     r  — 


a<  i  äi  I  fti  1  Ri 


2 


demnach  repräsentiert  die  allgemeine  Gleichung  eine  reale  oder  imaginäre 
Kugelfläche,  je  nachdem 

^14   ~r  *24   ~r  %4  <::ftiia44- 


Besondere  Gleichungsformen   ergeben   sich  bei  speciellen  Lagen 

der  Kugelfläche: 

x2  +  y2_j_z2_j.2  =  0, 

wenn  ihr  Mittelpunkt  im  Nullpunkte  liegt; 

x^  +  y^  +  z^  — 2ax  — 2by  — 2cz  =  0, 

wenn  sie  durch  den  Nullpunkt  geht; 

x^  +  y'"^  +  z'-^  —  2ax  —  2by  =  0; 
x^  +  y-^  +  z^  —  2by  —  2 c  z  =  0; 
x2  +  y2  4-  z2  —  2 ax  —  2  c  z  =  0, 

wenn  außerdem  der  Mittelpunkt  in  der  xy-,  yz-,  zx-Ebene  liegt; 

x^  +  y^  +  z^  — 2ax  =  0; 
x2-|-y2-f.z2  — 2by  =  0; 
x2  +  y2  +  z2  —  2  c  z  =  0, 

wenn  die  Kugelfläche  durch  den  Nullpunkt  geht  und  ihr  Mittelpunkt 
in  der  x-,  y-,  oder  z-Axe  liegt. 

I.  Eine  durch  den  beliebigen  Punkt  Pq  und  die  Richtung  a  :  ß  :  y 
bestimmte  Gerade  schneidet  die  Kugelfläche 

S  =  0 

in  zwei  Punkten,   deren  Abstände  s'  und  s"  von  Pq  die  Wurzeln   der 
quadratischen  Gleichung 

s'-  -  2[(Xo  -  a)  a  +  (yo  -  b)  ß  +  (zo-c)t]  s  +  S^o  =  0 


1 

476  Dritter  Theil.    II.  Abtheilung.    4.  Abschnitt. 

sind  (Art.  43).  Die  Schnittpunkte  können  real  getrennt,  vereinigt  oder 
imaginär  sein,  immer  ist  aber 

S       .    S  =     0^)Q, 

d.  h.  unabhängig  von  der  Richtung  der  Geraden  ist  das  Product  der 
von  der  Kugelfläche  auf  ihr  bestimmten  Abschnitte  eine  constante, 
nur  von  der  Lage  des  Punktes  Pq  abhängige  Größe  Soo,  welche  dessen 
Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  genannt  wird.  Die  Potenz  des 
Nullpunktes  ist  k.  Sind  aus  Po  reale  Tangenten  an  die  Kugelfläche 
möglich,  deren  Berührungspunkte  von  Pq  den  Abstand  t  haben,  so 
ist  für  diese  s'  =  s"  =  t,  mithin 

Sind  aber  keine  realen  Tangenten  möglich,  dann  existieren  reale, 
entgegengesetzt  gleiche  Abschnitte,  nämlich  wenn 

(x,  —  a)  a  +  (yo  -  b)  ß  +  (zo  -  c)  T  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Gerade  senkrecht  ist  zu  der  Verbindungslinie  des 
Punktes  Po  mit  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugelfläche.  In  diesem  Falle 
ist  s'  =  h,  s"  =  —  h  und 

Soo  =  —  h^. 

Man  entnimmt  dem  Vorstehenden,  dass  die  Potenz  eines  Punktes  positiv 
oder  negativ  ist,  je  nachdem  er  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel- 
fläche liegt.  Sie  wird  Null,  wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Fläche  selbst 
befindet. 

IL  Die  Tangentenebene   in   dem  Punkte  Pq  der  Kugelfläche    ist 
senkrecht  zu  dem  Radius  CPq,  ihre  Gleichung  ist  demnach 

(xo  —  a)  (x  —  Xo)  +  (yo  —  b)  (y  —  yo)  +  (zo  —  c)  (z-  zj  =  0. 

Schreibt  man  x  —  a-j-a—  Xq;  y  —  b-f-b  —  yo;  z  —  c-f-c  —  z^ 
statt  X  —  Xq  :  y  —  y^ ;  z  —  Zq,  so  ergibt  sich 

(Xo  — a)  (x  — a)  +  (yo  — b)  (y  —  b)  +  (zq  — c)  (z  — c)  —  (x,  —  a)*^  — 

-  (yo  -  b)2  -  (zo  -  c)2  =  0 
und  da 

(Xo  -  a)2  +  (yo  -  b)2  +  (zo  -  C)2  =  r^ 

weil  der  Punkt  auf  der  Kugelfläche  liegt,  kann  die  Gleichung  der 
Tangentenebene  auch  in  der  Form 

(xo  —  a)  (x  — a)  +  (yo  —  b)  (y  —  b)  +  (zq  — c)  (z  —  c)  —  r^  =  0 
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gegeben  werden.  Befindet  sich  der  Mittelpunkt  im  Nullpunkte,  so 
redueiert  sie  sich  auf 

xo  X  +  Jo  y  +  Zo  2  —  r^  =  0. 
III.  Durch  die  Schnittlinie  der  Kugelflächen 

S'  =  0;    S"  =  0 

gehen  unendlich  viele  Kugelflächen.   Sie  werden  durch  die  Gleichung 

S'  — XS"  =  0 

repräsentiert.  In  der  That  hat  diese  Gleichung  die  Form 

(1  —  X)  (x2+y24-z2)  —  2(a'  —  Xa")x  —  2(b'  —  Xb")y  —  2(c'  —  Xc")  z+ 

+  k'  — Xk"  =  0 
oder 

-2    ,      2   ,     2      n  a'— Xa"         ^h'-Xh"         „C  — Xc"      , 

+    1-x   - ^' 

stellt  daher  eine  Kngelfläche  vor,  deren  Mittelpunkt  C  die  Coordinaten 

a'  — Xa"       ^       V— Xb"  c'  — Xc" 

^=T=X'    ^=T=T-5    ""^T^T- 

hat,  also  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  C  und  C"  liegend, 
die  Strecke  C  C"  nach  dem  Verhältnisse  X  theilt.  Wird  X  =  1,  so 
rückt  C  in  unendliche  Entfernung,  aus  der  Gleichung 

S'  —  X  S"  =  0 

wird  aber 

S'  —  S"  =  0 
oder 

2  (a"  — aO  X  -f  2(b"  — b')  y  +  2  (c"  — c')  z  +k'—  k"  =  0, 

d.  h.  die  Kugelfläche  ist  in  die  Ebene  des  Kreises  tibergegangen, 
welche  die  gegebenen  zwei  Kugelflächen  gemein  haben;  diese  Ebene 
ist  die  Chordal-  oder  Potenzebene  der  beiden  Kugelflächen.  Liegt  ein 
Punkt  Po  in  der  Potenzebene,  so  ist  S'oo  —  S"(,o  =  0  oder  S'oo  =  S"oo, 
d.  h.  der  Punkt  hat  gleiche  Potenzen  in  Bezug  auf  die  Kugelflächen; 
sind  also  aus  ihm  Tangenten   an   dieselben  möglich,    so    liegen  deren 
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Berührungspunkte   in   einer  Kugelfläche,   welche   die  Flächen  S'  =  0 
und  S"  =  0  rechtwinkelig  schneidet. 

IV.  Den  drei  Kugelfläehen 

S'  =  0;    S"  =  0;    S'"  =  0 

entsprechen  drei  Potenzebenen 

S'  — S"  =  0;    S"  — S'"  =  0;    S'"  — S'  =  0,  • 

die  offenbar   durch   eine   Gerade   gehen;    diese    wird    die    Potenzlinie 
der  Kugelflächen  genannt  und  durch  das  Gleichungssystem 


S'  =  S"  =  S'" 

dargestellt.  Ist  Po  ein  Punkt  der  Potenzlinie,  so  gelten  für  seine  Co- 
ordinaten  die  Beziehungen 

00  *^  00  —  '^    00? 

d.  h.  er  hat  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  die  drei  Kugelflächen.  Sind  aus 
ihm  Tangenten  an  die  letzteren  möglich,  so  liegen  deren  Berührungs- 
punkte auf  einer  vierten  Kugelfläche,  welche  die  drei  anderen  recht- 
winkelig schneidet. 

V.  Den  vier  Kugelflächen 

S'  =  0;    S''  =  0;    S'"  =  0;    S^^  =  0 

entsprechen  die  sechs  Potenzebenen 

S'  — S"  =  0;    S^  — S"'  =  0;    S'-S^^  =  0;    S"  — S'"  =  0; 

S"  — S'^  =  0;   S'"  — S'^  =  0, 

welche  offenbar  durch  einen  Punkt  gehen.  Dieser  wird  der  Potenz- 
mittelpunkt oder  Chordalpunkt  genannt  und  durch  das  Gleiohungs- 
system 

S'  =  S"  =  S'"  =  s^^ 

dargestellt.  Bezeichnet  man  ihn  mit  Pq,  so  gelten  für  seine  Coordi- 
naten  die  Beziehungen 

S4      Q//      a<//      oiv 
00   "^    00  "^     00  '^     005 

d.  h.  er  hat  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  alle  vier  Kugelflächen.  Sind 
aus  ihm  Tangenten  an  dieselben  möglich,  so  liegen  deren  Berührungs- 
punkte auf  einer  fünften  Kugelfläche,  welche  die  vier  anderen  recht- 
winkelig schneidet. 
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VI.  Die  xy-Ebene  wird  von  der  Kugelfläche 

x2-f  y2-fz2  — 2rz  =  0 
im  Nullpunkte  berührt.  Die  Gleichung 

(ax  'f-  b y  -f-  cz  -|-  d)  z  =  0 

teilt  eine  beliebige  Ebene  und  die  xy-Ebene  vor.  Durch  lineare  Com- 
bination  erhält  man  die  Gleichung 

d(x2  4-y2  +z2  — 2rz)  +  2r(axz  +  byz  +  cz2-f  dz)  =  0 
oder 

d(x2-f  y2)+  (d  +  2rc)z2+2arxz  +  2bryz  =  0 

einer  Kegelfläche,  welche  den  Schnittkreis  der  Kugelfläche  mit  der 
Ebene  ax-}-by-|-cz-[-d  =  0  aus  dem  Nullpunkte  projiciert.  Diese 
Kegelfläche  wird  von  einer  beliebigen,  der  x  y-Ebene  parallelen  Ebene 

Z  =Zo 

nach  einer  Linie  geschnitten,  deren  Projection  auf  die  xy-Ebene  die 
Gleichung 

d(x2  +  y2)4-2arzoX+2brzoy  +  (d  +  2rc)zo2  =  0 

liat,  die  also  ein  Kreis  ist  mit  den  Mittelpunktscoordinaten 

a  r  Z(,         b  r  Zq 

und  dem  Radius 

■^  y{ei'~+h^)r'  ^=^(d^"+"2r"^): 

Damit  hat  man  ein  Mittel  gewonnen,  die  auf  einer  Kugelfläche  liegen- 
den Kreise  von  einem  Punkte  aus  auf  eine  Ebene  wieder  als  Kreise 
zu  projicieren.  (Stereographische  Projection.) 

64.  Das  EUipsoid.   Das   auf  seine  Hauptdurchmesser   bezogene 
Ellipsoid  hat  die  Gleichung 

^+  L+  2-1=0. 

a-    .     b^    '    c^ 
Durch  Auflösung  nach  x,  y,  z  erhält  man 


r  -^         «2  ^2  ' 


a^         c^ 
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=41-^--=' 


2 


und  erkennt,  dass  für  reale  Punkte 


b2  -r  e2  -  ^'     a2  ^  c2  -  ^'     a«  ^  b«  =  ^' 
demnach 

—  a^x^a;     — b^y;^b;     — ®^2;<c 

sein   muss.   Wenn    der  Radius  0  P  =  r   die  Richtung  a  :  ß  :  y,   also  P 
die  Coordinaten  x  =  ra,  y  =  rß,  z  =  rY  besitzt,  hat  man 


und 


(S+i:-+l>=i 


1  _  _?«     |2_     f 

«2     "l         U2        I 


J.2  a^  b^  c^ 

Setzt  man  einmal 

a«  =  1  —  ß«  _  f^ 

ein  anderesmal 

Y^  =  1  —  a2  —  ß2 

ein,  so  folgen  die  Gleichungen 

r2  ~   a*  ^  V  b«         a«  /  "^   ^  V  c«  a«  /  ^  ' 

r«         c»        V  c«         a«  /  l  c«         b8  /  "^ 

und  wenn  a  >  b  >  c  angenommen  wird,  so  dass 

t3-a.>0;-,--,>0;^-^,>o,i8t-3^-,^^, 

daher  mindestens  r  =  c  und  höchstens  r  =  a,  d.  h.  die  Längen  der 
Radien  variieren  zwischen  c  und  a.  Da  sich  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen  keine  imaginären  Werte  der  Coordinaten  eines  Punktes  des 
EUipsoides  ergeben  können,  ist  dasselbe  eine  allseitig  begrenzte,  ge- 
schlossene Fläche. 

I.  Die  Tangentenebene  im  Punkte  Po  hat  (Art.  45)  die  Gleichung 

^0  ^    I   yoy   I   ^0  ^  1 (\ 

a2     "^     b^    "^      c2         ^~^' 
also  ist 
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das  Richtungsverhältnis  der  Normalen  in  demselben  Punkte  und 

X-- xo  _  y  —  yo  _  z  —  zo 


Ö)     Q?)     (5) 


deren  Gleichungssystem,  welches  auch  auf  die  Form 

a2  Jj2  q2 

(x  —  Xo)  =  -—  (y  —  yo)  =  -     -  (z  —  Zq) 


^0  yo         .         ^0 

gebracht  werden  kann.  Das  EUipsoid  und  seine  Tangentenebene  werden 
von  der  xy-Ebene  nach  der  Ellipse 


X«         -« 


+  -^-1  =  0 


a?     •     b2 
und  der  Geraden 

a'*  b^ 

geschnitten;  diese  ist  also  die  Polare  der  orthogonalen  Projection  Poz 
des  Punktes  Pq  auf  die  x  y-Ebene  in  Bezug  auf  die  Schnittellipse.  Der 
Schnittpunkt  der  Normalen  mit  der  xy-Ebene  hat  die  Coordinaten 

x  =  xo(i— ^);  y=yo(i— p);  z  =  0; 

sein  Ort  ist  daher  für  alle  Punkte  der  Ellipse,  nach  welcher  das 
Ellipsoid  von  einer  der  yz-Ebene  parallelen  Ebene  geschnitten  wird, 
eine  der  y-Axe  parallele  Gerade;  für  alle  Punkte  einer  der  xz-Ebene 
parallelen  Schnittellipse  eine  Parallele  der  x-Axe. 

Der  ersten    und   zweiten   von  den  eben  gefundenen  Gleichungen 
kann  man  die  Formen 

ax       _  Xo .        by       ^  yo 
a2  —  c2  ""  a  '    V  —  G^         b 

geben.  Wenn  man  dann  zum  Quadrat  erhebt  und  addiert,  erhält  man 

(a2  _  c2)«  "^  (b"  —  e^f  ~  a^  "^  b*  c« 

oder 

j z! 1  =  0 

I     r/1.2         ^2\2r^  „  2  >T  ^         ^ 


L  aac2  J         L  bac*  J 

BndisftTljeyiö  n.  Mikntft,  Leitf.  d.  h0her.  Matbemat.  I.  Bd.  31 
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und  erkennt,  dass  die  Normalen  aller  Punkte  einer  der  xy-Ebene  im 
Abstände  Zq  parallelen  Schnittellipse  die  xy-Ebene  in  den  Punkten 
einer  Ellipse  treffen,  welche  die  Halbaxen 


'^•qj^^  ^^Y7= 


7   8 


besitzt. 

II.  Die  Gleichung 


^0  X  j  jo  y  I  _^? 1  =  0 


a2      '      b^      •      c« 

der  Tangentenebene  im  Punkte  Po  wird  offenbar  durch  Multiplication 
mit  — 1  auf  die  Normalform 

tiberführt  und  man  erhält  für  die  Stellungscoordinaten : 

'  a!"    '     ^~       ~h^"'     ^~  c^    ' 

Wenn  man  zum  Quadrat  erhebt  und  addiert,  folgt  daraus 

1^    ""    a*   "^    b*  "^    c*  ' 
Schreibt  man  aber 

aa  =  -l-^?;     bß  =  -l{-«;     ct  =  -1^% 
a  '  b  c 

erhebt  wieder  zum  Quadrat  und  addiert,  so  wird 


also  weil 


"T     1.0-  -f-  -Z^  —  h 


a2     '     b2     '     c2 

Auf  diese  Art  ist  der  Abstand  des  Nullpunktes  (Mittelpunktes) 
von  der  Tangentenebene  einmal  durch  die  Coordinaten  ihres  Be- 
rührungspunktes, das  anderemal  durch  ihre  Stellungscoordinaten  aus- 
gedrückt. 
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III.  Schreibt  man  die  Gleichung  des  EUipsoides  in  der  Form 


ay+  (f ) + (i)'= 


X     y      z 


und  beachtet,  dass  darin  die  Ausdrücke  — ,   ;-,  —  dasselbe  Verhalten 

'  a'   b '   c 

zeigen,  wie  die  Coordinaten  einer  Richtung,  so  wird  man  darauf  geführt 

X        .      y  z    ■ 

oder 

x  =  aX;    y  =  b|Ji.;     z  =  cv 

zu  setzen,  so  dass  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  dem 
Ellipsoid  mittelst  der  Parameter  X.  jx,  v  dargestellt  erscheinen,  welche 
durch  die  Gleichung  X^  -|-  (ji^  -j-  v^  =  1  verbunden  sind.  Durch  diese 
»Parametergleichungen«  ist  eine  Construction  des  EUipsoides  aus- 
gesprochen (vgl.  IIL  Th.,  I.  Abth.,  Art.  53,  II) :  Drei  mit  den  Radien 
a,  b,  c  um  den  Mittelpunkt  beschriebene  Kugelflächen  werden  von  einer 
mit  der  Richtung  X^  :  [Xq  :  Vq  gelegten  Geraden  in  den  Punkten  Lq,  Mq,  Nq 
getroffen;  die  drei  Ebenen,  welche  durch  diese  Punkte  gehen  und  zu 
der  X-,  y-,  z-Axe  senkrecht  sind,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P^ 
der  Fläche,  denn  es  ist  x^  =  a  Xq  ;  y^  =:  b  |1q  ;  z^  =  c  v^.  Der  dem  Punkte  P^ 
entsprechende  Radius  des  EUipsoides  hat  die  Länge 

und  die  Richtimgscoordinaten 

^i)  —  1     Po  —  1     lo  —     „       • 

^0  ^0  ^0 

IV.  Den  drei  Punkten  Pj,P25P3  entsprechen  die  Radien  r|,r2,r3 
und  die  Hilfsstrahlen  h|,  h2,  hg.  Für  ihre  Coordinaten  bestehen  die 
Gleichungen 


X2  —  a  A2  ■     Xo  —  a  Ao  I 

yi— bi^i; 

72  —  ^1^2;    73  — b|X3; 

zi  —  cv^; 

Z2           C  V2;       Z3          CV3. 

tungscoordinate 

n  der  Radien  sind: 

aX. 

«1  —   ^    ;  «2 

a  A2                  ^^3 

^2                                ^3 

31* 
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ßl  = 


Ti 


_  ^h  . 


ß.,  =  - 


1      P3 


_  ^\h  . 


T2  = 


cv., 


T3  = 


cv, 


Sind  die  Radien  r^  und  r2  conjngiert,  hat  man 


12 


«l  «2     I     _r 
"   a2      ^~ 


ßl  ß2      I      Tl  T2    _ 

i 12  -  — 


.2 


0, 


also  nach  Einsetzang  der  Werte  für  a^,  «j?  •  •  • 

Xi  X2  -f  |ii  |i«j  +  Vi  v.^  =  0 
und  ebenso,  wenn  die  Radien  r2  und  rj,  r3  und  r,  conjngiert  sind, 

^  ^3  +  ^2 1^  +  ^2  V3  =  0; 

d.  h.  die  einem  Tripel  conjngierter  Radien  entsprechenden  Hilfsstrahlen 
sind  zu  einander  senkrecht.  Für  die  Goordinaten  der  Endpunkte  solcher 
Radien  findet  man  die  Beziehungen  (vgl.  Art.  19) 

Xi*  +  Xj*  +  V  =  a*; 

yi'  +  y^*  +  y.'  =  b^ 

Zl^  +  ^2*  4-  Z3*  =  C«, 

und  daraus  folgt 


ri*  +  r^'  +  T,^  =  a«  +  b«  4-  c^ 
Ferner  ist  (vgl.  Art.  19) 


yt  zi 
y2  Z2 


=  bc 


1*1!  V2 

xiyi 

X2y2 


=  bcX3; 


Z,   Xi 


Zo   X. 


=  ca 


Vi  Xi 

Vj   X2 


=  ca(i3; 


=  ab 


Xi|ii 

X2(l2 


=  abv3; 


y2  Z2 
y3  Z3 

—  bc 

=  b  c  X, : 

Zj  : 
Z3  : 

^2 

^3 

ca 

Vj  X2 

V3  >^ 

^2  y2 

Xsya 

—  ab 

X^fij 

^3t«'3 

—  ab  Vi; 

y3  Z3 
yi  zi 

—  bc 

1^3  V3 
t«-l  Vt 

—  bcX2 

• 
1 

Z3 

X3 

ca 

^3^3 

VjXi 

=  capL^; 


ca|i2; 


^^y^i=ab 

^i  7i '/ 


^3  1^3 


=  ab  V 


2? 
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also  (Art.  8) 


4  ÖP7P3'  =  b«  c2 X,2  +  c2  a»  |x^2  ^  a«  b^  v,«; 


2 


4  OP3P1"  =  b^c^Xj^  +  c^a^ji^^  _[_  a2b2v22 


und 


-2 


2 


2, 


xi  yi  zi 

X,  [ij   Vi 

X-i    72    Z2 

abc 

h  ^  v-i 

^3  ys  Z3 

>^3    1^    V3 

4(OP,P2'+OP2P3'+  OP3P,  )=b«c«  +  c«a«  +  a2b« 
oder  auch 
r.^rjä  sin«  12  +  ^%^  sin»  23  +  rs^r,*  sin«  31  =  a«b«  +  b«c«  +  c^a«. 
Endlich  ist 


6  0PiP2Ps  = 


oder,  weil  die  Determinante  rechts  den  Wert  1  hat: 

6OP1P2P3  =abc. 

Anmerkung.  Wenn  speciell  r,  =  a',  T2  =  b'  die  Halbaxen  der  Ellipse  sind, 
nach  welcher  das  EUipsoid  von  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebene  von  der 
Stellung  a  :  ß  :  Y  geschnitten  wird,  ist  6  O  Pj  P2  P^  =  a'  b'  1,  wenn  man  unter  1  den 
Abstand  der  zu  jener  Ebene  parallelen  Tangentenebene  in  P3  vom  Mittelpunkte 
(Nullpunkte)  versteht,  daher  hat  man  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 

a'  b'  1  =  a  b  c 

und 

abc  abc 


a'b'  = 


1  fa2a2  +  b^ß^-j-c^Y^' 


mithin  ergibt  sich  der  Flächeninhalt  der  Scbnittellipse 

T-i  ii  j  icab  C 

fa2a2  +  b2ß2-f-  cV 

V.  Das  EUipsoid  als  allseitig  begrenzte,  geschlossene  Fläche  kann 
von  Ebenen  nur  nach  realen  oder  imaginären  Ellipsen  oder  Kreisen 
geschnitten  werden. 

Für  die  Bestimmung  des  nach  dem  Mittelpunkte  verlegten  realen 
Paares   von   Kreisschnittebenen  sei   a  >  b  >  c   vorausgesetzt,   so    dass 

^,    wie   man    sich  leicht    überzeugt,   die  (im    Sinne    der   Zahlenreihe) 

mittlere  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  wird.  Dann  geht  die  Gleichung 
(vgl.  Art.  62) 

Q-P2(x^  +  y'  +  z)  =  o 
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dieses  Ebenenpaares  in 


oder 


X* s —  z*  =  0 


a2  c« 


über  und  stellt  die  realen  Ebenen 

--  l/^ä^=^b^x  +  ^  Yh^  —  c2  z  =  0; 


a  c 


1  ]fs?  —  b«  X  — — yb^  —  c2  z  =  0, 
a  '  c  ' 


welche  durch  die  y-Axe   (den   der  Halbaxe  b   entsprechenden  Haupt- 
durchmesser) gehen. 

65.  Die  Hyperboloide.  Die  auf  ihre  Hauptdurchmesser  bezogenen 
Hyperboloide  werden  durch  die  Gleichung 

x^  v^  z^ 


repräsentiert,  wo  das  obere  Vorzeichen  für  das  eintbeilige,  das  untere 
für  das   zweitheilige  gilt.  Durch  Auflösung   nach  x,  y,  z  erhält  man 


=  af+i--|l  +  4;y  =  bf±i--^  + 


z« 


b«     '     c«  '  •'        "  ■  -L-  -         a«     '      e 


a 


z  =  cf+l+-^4-^ 

und  leitet  daraus  für  reale  Punkte  folgende  Beziehungen  ab: 
Beim  eintheiligen  Hyperboloid: 

^  ^  c2   =   b^  '    "^^   c2   =    a«  '     a2  ^   b^  =  ^' 

demnach  können  x,  y,  z  alle  Werte  von  —  co  bis  -}"  ^  annehmen, 
X  und  y  jedoch  nur  in  solcher  Combination,  dass  der  von  ihnen  be- 
stimmte Punkt  der  xy -Ebene  nicht  innerhalb  der  Kehlellipse 
2         v2 

a2  ^  b2 

Beim  zweitheiligen  Hyperboloid: 


""' +  11-1  =  0  liegt. 


^  T^    k2    =     «2    '     *•      r      „2     = 


b«  =   c»  '        '     a«   =   c2  ' 


J 


I 
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demnach  muss  (absolut  genommen)  z  >  c  sein,  während  x  und  y  jeden 
beliebigen  Wert  erhalten  dürfen. 

Wenn  der  Radius  O  P  =  r  die  Richtung  a  :  ß  :  y,  also  P  die  Co- 
ordinaten  x=ra,  y  =  rß.  z  =  rY  besitzt,  ergibt  sich  durch  Einsetzung 
in  die  Gleichung  der  Fläche 


a2 
und 


e:+&-^)-^i=o 


1  _    1 

»2  k2 


SO  dass  durch  die  Substitution  ß^  :^  1  —  a?  —  f*  beim  eintheiligen, 
Y^  =  1  —  a^  —  ß^  beim  zweitheiligen  Hyperboloid  die  Gleichungen 

Vb«        a^./  Vb«  ^  c«/^' 

7«"  ^  c«  ~  Va»   "^  c^J  *''  ~"  \W  +  "^J  ^' 

» 

folgen,  welche  erkennen  lassen,  dass  beim  ersten  (a  >  b 'voraus- 
gesetzt) b  der  kleinste  Radius,  beim  zweiten  c  der  kleinste  Radius 
ist,  in  beiden  Fällen  aber  die  Radien  auch  unendlich  groß  werden 
können. 

I.  Die  Tangentenebene  im  Punkte  Po  hat  (Art.  45)  die  Gleichung 

a2    ~^    9  c2    ^^  —  ^^ 

also  ist 

xq  .  yo . ^0 

a^  *  b^  '        c^ 
das  Richtungsverhältnis  der  Normalen  in  demselben  Punkte  und 

x_— 3   ,  y  —  yo  _  z  — Cq 

W   (M  (-1) 


oder 


q2  ]^2  q2 

-  (X  —  Xo)  =  —  (y  —  yo)  =  —    -  (z-  Zo) 


deren  Gleichungssystem.  Für  die  Schnitte  der  Flächen,  ihrer  Tangenten- 
ebenen und  Normalen  mit  einer  Hauptebene  (Coordinatenebene)  be- 
stehen ähnliche  Beziehungen  wie  beim  EUipsoid. 


488  Dritter  TheU.    U.  Abtheüung.    4.  Abschnitt. 

II.  Um  die  Gleichung 

^.^  +  '^-  ^  T  I  =  0 

der  Tangentenebene  im  Punkte  Po  auf  die  Normalform  überzuführen, 
multipliciert  man  mit  +  1  und  erhält 


so  dass 


4:L^ixTiy^v4-    ^^'  4-1—0 


a=4:— ^-     ß=4:iy^.     Y— -ul^± 
^     a^    '     P        +    b^    '     ^— ±    c« 


wird.  Daraus  folgt,  wenn  man  zum  Quadrat  erhebt  und  addiert 

"P"  "~    a^    "^    b*    "^    c* 
wie  beim  EUipsoid;  wenn  man  aber 


a  '       "^         '      b 


schreibt,  erhält  man 


a^  a»  +  b«  ß2  ~c^f=:  P  ^^-  -f  _?oi  _  ^)  =  1«  .  (±  1) 

oder 

1»  =  +  (a?  a?  4-  b2  ß2  —  c2  Y^). 

III.    Die    in   Betrachtung    gezogenen   Hyperboloide    haben    den 
gemeinsamen,  realen  Asymptotenkegel 

^"  4._y' _^'__o 


a2     '      b^  c2 

welcher  auch  der  Tangentenkegel  der  Fläche  aus  dem  Mittelpunkte 
ist,  also  mit  ihr  einen  unendlich  fernen  Kegelschnitt  gemein  hat.  Eine 
beliebige  Ebene  schneidet  die  Flächen  nach  einer  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel,  je  nachdem  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt den  Asymptotenkegel  nach  einem  imaginären,  realen  vereinigten 
oder  realen  getrennten  Geradenpaar  schneidet;  denn  die  zwei  unendlich 
fernen  Punkte,  welche  sie  mit  der  Fläche  gemein  hat,  sind  dann 
imaginär,  real  vereinigt  oder  real  getrennt. 
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Die  zu  der  Gleichung 

gehörige  cubische  Grleiehung  hat  die  Wurzeln 

J_     J_ 1_ 

a^  '     b^  '  c»  ' 

wird  daher  a  >  b  vorausgesetzt,  dann  nimmt  unter  ihnen  -g-  die  mittlere 
Stelle  in  der  Zahlenreihe  ein,  so  dass  die  Gleichung 

Q-P2(x^  +  y'  +  z'')  =  o 

für  das  reale  Paar  Kreisschnittebenen   beider  Hyperboloide   die  Form 


oder 


a*-b«  a«  +  c^ 

y2 '-i z^  =  0 


b«        •'  c 

annimmt,  welche  in  die  Gleichungen 


}-  ya«  —  b'-*  y  +  -f  a«  +  c«  z  =  0; 


y  fa«  —  b^  y  — ^  fa« -f  c«  z  =  0 

zerlegt  werden  kann  u.  s.  w. 

66.  Die  Paraboloide.  Die  auf  die  Scheitelebene  und  die  beiden 
Hauptebenen  bezogenen  Paraboloide  werden  durch  die  Gleichung 

2  2 

-—+  ^ 2z  =  0;  (p>0;  q>0) 

p     —     q  '    ^ 

repräsentiert,  wo  das  obere  Vorzeichen  für  das  elliptische,  das  untere 
für  das  hyperbolische  gilt.  Durch  Auflösung  nach  z  findet  man 

_    x2  y2 

^-  2^   *~2q 

und  erkennt,  dass  für  reale  Punkte  beim  elliptischen  Paraboloid  z  >  0 
sein  muss,  beim  hyperbolischen  z  =  0  sein  darf,  während  x  und  y 
in  beiden  Fällen  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  können. 

Bndisftvljeviö  a.  Mikutft,  Leitf.  d.  höher.  Matbemat.  I.  Hd,  32 
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I.   Die  Tangentenebene  in   dem   Punkte  Pg   hat   die   Gleicliung 
(Art.  45) 

?Ei2i  4- IP-y  _  (z  _^  2o)  =  0, 
p     —     q  VI"/  7 

also  ist 

p      -  q 
das  Richtungsverhältnis  der  Normalen  in  demselben  Punkte  und 

X  —  xo       y  —  yo       z  —  zo 


oder 


(?)  (±?)  '-' 


J-  (x  —  xo)  =  ±  ^  (y  —  yo)  =  —  (z  —  Zo) 

■^0  yo 


deren  Gleichungssystem.  Ein  Paraboloid  und  seine  Tangentenebene 
werden  von  der  xz-Ebene  (einer  Hauptebene)  nach  der  Parabel 

x2  —  2  p  z  =  0 
und  der  Geraden 

Xq  X  —  p  (zo  +  z)  =  0 

geschnitten;  diese  ist  also  die  Polare  der  orthogonalen  Projection  Poy 
des  Punktes  Pq  auf  die  xz-Ebene  in  Bezug  auf  die  Schnittparabel. 
Der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  der  x  z-Ebene  hat  die  Goordinaten 

X  =  Xo  (^1  +  -1  j;  y  =  0;  z  =  Zo  +  q; 

sein  Ort  ist  daher  für  alle  Punkte  der  Parabel,  nach  welcher  das 
Paraboloid  von  einer  der  y  z-Ebene  parallelen  Ebene  geschnitten  wird, 
eine  der  z-Axe  parallele  Gerade;  für  alle  Punkte  einer  der  xy-Ebene 
parallelen  Schnittlinie  (Ellipse  oder  Hyperbel)  eine  Parallele  der 
x-Axe. 

Gibt   man   der   ersten   und   dritten   von    den    eben    gefundenen 
Gleichungen  die  Formen 

X  Xo  

7 \-  =  17=" ;     2  (z  +  q)  =  2  Zo , 

f p(i  +  -j.)  y^ 

so  wird  '  > 

—p— ^2  -  2  (z  +  q)  = -"'  -  2z,  =  +  ?^ 

p(it3-)' 
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oder 


X 


2 


pO'H 


On2  V  2 


d.  h.  die  Normalen  aller  Punkte  einer  der  xz-Ebene  im  Abstände  j^ 

parallelen  Schnittparabel  treffen  die  x  z-Ebene  in  Punkten  einer  ParabeL 

deren    Axe   die   z-Axe   ist.    deren  Scheitelpunkt   in   der   letzteren   im 

2  q2- y  2 

Abstände  Zg  =  +         ^ — ~  ^^^  Nullpunkte  liegt,  und  deren  Parar 

meter  p  (  1  +  —  )    unabhängig  ist  von  yo- 

II.  Die  Gleichung 

^^  +  ^^-(z  +  Zo)  =  0 
p     —     q 

der  Tangentenebene   im  Punkte  Po   wird   durch  Division  mit  Zq  und 
Multiplication  mit  —  1  auf  die  Normalform 

_li^x  +  ^y+iz  +  l  =  0 
pzo  qzo  "^     '    Zo 

überführt  und  man  erhält  für  die  Stellungscoordinaten : 

p  Zo  q  Zo '  Zo 

Daraus  folgt: 

von  den  Formen 

KP  R 

der  beiden  ersten  Gleichungen  hingegen  ausgehend,  findet  man 

oder 

F  =  -|-(pa8+qß2) 

und  da  Zq  =  — ,  schließlich 

32» 
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p  a^  i  q  ß2 


1  = 


2t 


III.    Die   nach   dem  Nullpunkte  (Scheitelpunkte)   verlegte  ßicht- 
fläche 

±  ^    =0 

p      q 

ist  ein  imaginäres  Ebenenpaar  bei  dem  elliptischen,  ein  reales  bei- 
dem  hyperbolischen  Paraboloid.  Ihre  unendlich  fernen  Punkte  bilden 
als  Schnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  ein  imaginäres  oder  reales 
unendlich  fernes  Geradenpaar,  welches  sie  mit  dem  Paraboloid  gemein 
hat.  Die  Axe  der  Richtfläche  ist  immer  real  und  fällt  im  vorliegenden 
Falle  mit  der  Axe  der  Fläche  (z-Axe)  zusammen.  Ebenen,  welche 
parallel  sind  dieser  Axe,  haben  mit  dem  Paraboloid  bloß  einen  un- 
endhch  fernen  Punkt,  nämlich  den  (immer  realen)  Schnittpunkt  des 
unendlich  fernen  Geradenpaares  gemein,  schneiden  also  die  Fläche 
nach  Parabeln.  Alle  anderen  Ebenen  hingegen  enthalten  zwei  getrennte 
(imaginäre  oder  reale)  Punkte  des  unendlich  fernen  Geradenpaares, 
daher  wird  von  solchen  das  elliptische  Paraboloid  nach  Ellipsen,  das 
hyperbolische  nach  Hyperbeln  geschnitten,  die  aber  in  beiden  Fällen 
zu  Geradenpaaren  degenerieren  können. 

Kreisschnitte  können    daher  nur  bei  dem  elliptischen  Paraboloid 
existieren.   Setzt   man  p  >  q  voraus,   dann  nimmt  unter  den  Wurzeln 

0  —    —  der  cubischen  Gleichunsr  —  die  mittlere  Stelle  in  der  Zahlen- 

P     q  .  P 

reihe  ein,  so  dass  die  Gleichung 

Q  -  P2  (X«  +  y2  +  22)  _  0 

für  das  reale  Paar  Kreisschnittebenen  die  Form 

^_'   -f    y-  —  -^     (X2  -f-  y2  +  z2)  =  0 

p      '      q  p  1^1/ 

oder 

(p  —  q^  y^  —  q  z^  =  0 

annimmt,  sich  demnach  in  die  linearen  Gleichungen 

Kp— q  y  +  fqz  =  0;  Kp  — qy/- }'qz  =  o 

zerlegen  lässt. 
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